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Ãëàâà 5

Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ

Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ýòî åå îòîáðàæåíèå â
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Îäíàêî åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ íå
òîëüêî â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, íî è â äðóãèå êîìïëåêñíûå êðèâûå. Ïðåæäå
âñåãî, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ êîì-
ïëåêñíîé êðèâîé â ñåáÿ � åå àâòîìîðôèçìû. Âñå àâòîìîðôèçìû äàííîé
êðèâîé îáðàçóþò ãðóïïó. Äëÿ êðèâîé ðîäà 0 (ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé) ýòà
ãðóïïà òðåõìåðíà. Äëÿ ëþáîé êðèâîé ðîäà 1 (ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé) îíà
îäíîìåðíà, äëÿ êðèâûõ ñòàðøèõ ðîäîâ îíà êîíå÷íà, è, äëÿ êðèâûõ ðîäà
g > 2, êàê ïðàâèëî, ñîñòîèò ëèøü èç òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Êðè-
âûå ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ � êàê è
âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé îáúåêò, îíè ìîãóò áûòü î÷åíü êðàñèâûìè.

5.1 Àâòîìîðôèçìû ñôåðû Ðèìàíà

Áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êðèâîé â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì
êðèâîé. Âñå àâòîìîðôèçìû äàííîé êðèâîé îáðàçóþò ãðóïïó. Äëÿ ëþáîé
êðèâîé ðîäà g > 1 ýòà ãðóïïà êîíå÷íà. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàöèîíàëü-
íîé êðèâîé è ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé áåñêîíå÷íû. Ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà îïèñûâàåò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü z � ïðîèçâîëüíàÿ êîîðäèíàòà íà ñôåðå Ðèìàíà CP1.
Âñÿêèé àâòîìîðôèçì ñôåðû Ðèìàíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåâûðîæäåííîãî
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z 7→ az+b

cz+d , a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå ñôåðû Ðèìàíà â ñåáÿ � ýòî ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà ñôåðå Ðèìàíà, à ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7.1 ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé f(z) = P (z)/Q(z). Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ
f ðàâíà íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P è Q. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
m ðàâíî íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P è Q. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ c
óðàâíåíèå P (z) = cQ(z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè m.
Ïîýòîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ c ìíîæåñòâî f−1(c) ñîñòîèò èç m òî÷åê, à çíà÷èò,
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ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà m. Àâòîìîðôèçìîì êðèâîé ìîæåò áûòü òîëü-
êî îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1, ïîýòîìó ëþáîé àâòîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îíî äîëæíî áûòü íåâûðîæäåííûì, ïîñêîëüêó
âûðîæäåííîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýòî êîíñòàíòà.

Ñëåäñòâèå 5.1.2. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ýòî ïðî-
åêòèâíàÿ ãðóïïà PSL(2,C) êîìïëåêñíûõ 2× 2-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ãðóïïà PSL(2,C) ýòî ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû SL(2,C) êîìïëåêñíûõ 2×2-
ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç ìàòðèö I
è −I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé � òðåõìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòàâèì êàæäîìó äðîáíî-ëèíåéíîìó

ïðåîáðàçîâàíèþ z 7→ az+b
cz+d ìàòðèöó

(
a b
c d

)
. Òî, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ äðîáíî-

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö, ïðîâåðÿåò-
ñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Äâà íåâûðîæäåííûõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ çàäàþò îäèí è òîò æå àâòîìîðôèçì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âòîðîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïåðâîãî óìíîæåíèåì íà îä-
íó è òó æå êîíñòàíòó. Óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äàííîãî äðîáíî-
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òî-
áû îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ìàòðèöû ñòàë ðàâíûì 1. Ïðè ýòîì
îäíîâðåìåííîå óìíîæåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà −1 íå ìåíÿåò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ÷òî è âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ôàêòîðèçîâàòü ãðóïïó ìàòðèö
ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ïî ïîäãðóïïå ñêàëÿðíûõ ìàòðèö â íåé. Ñëåäñòâèå äîêà-
çàíî.

5.2 Îòîáðàæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ïóñòü L è M � äâå ðåøåòêè â C, X = C/L è Y = C/M � ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíî ïðîèçâîëüíîå (íåïîñòî-
ÿííîå) ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y . Îòîáðàæåíèå z 7→ z + a èíäó-
öèðóåò àâòîìîðôèçì êðèâîé Y ; ïîñëå êîìïîçèöèè ñ òàêèì àâòîìîðôèçìîì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(0) = 0.

Èç ôîðìóëû Ðèìàíà�Ãóðâèöà ñëåäóåò, ÷òî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
äâóõ òîðîâ íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïîýòîìó f : X → Y � íàêðûòèå.

Îòîáðàæåíèå C p−→ X
f−→ Y , ãäå p : C → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, òî-

æå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Ïðîñòðàíñòâî C îäíîñâÿçíî, ïîýòîìó ïîëó÷åííîå
íàêðûòèå èçîìîðôíî íàêðûòèþ q : C → Y (îáà ýòè íàêðûòèÿ èçîìîðôíû
óíèâåðñàëüíîìó íàêðûòèþ íàä Y ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êîììóòà-
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òèâíóþ äèàãðàììó

C F //

p

��

C
q

��
X

f // Y

Îòîáðàæåíèå F : C → C ãîëîìîðôíî, ïðè÷åì èç ðàâåíñòâà f(0) = 0 ñëåäóåò,
÷òî F (0) � òî÷êà ðåøåòêè L. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F (0) = 0, ïîñêîëüêó ñäâèã

íà ýëåìåíò ðåøåòêè L íå èçìåíÿåò îòîáðàæåíèå C p−→ X
f−→ Y .

Ïðè îòîáðàæåíèè F ìíîæåñòâî p−1(0) îòîáðàæàåòñÿ â q−1(0), ïîýòîìó
F (L) ⊂ M .

Åñëè l ∈ L, à z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî F (z + l) ≡ F (z)
(mod M), ò.å. F (z+ l)−F (z) = wl(z) ∈ M . Ìíîæåñòâî M äèñêðåòíî, à ìíî-
æåñòâî C ñâÿçíî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ wl ïîñòîÿííà, ò.å. wl(z) çàâèñèò òîëüêî

îò l. Ñëåäîâàòåëüíî, dF (z+l)
dz − dF (z)

dz = 0, ò.å. ôóíêöèÿ dF (z)
dz èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ðåøåòêè L. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè dF (z)
dz ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì åå çíà÷åíèé íà ôóí-

äàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëîãðàììå ðåøåòêè L. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ
ïîñòîÿííà, ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ïîñòî-
ÿííà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F (0) = 0, ïîëó÷àåì F (z) = cz. Êîíñòàíòà c äîëæíà
îáëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî cL ⊂ M .

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ýëëèïòè-
÷åñêèõ êðèâûõ èíäóöèðîâàíî îòîáðàæåíèåì F (z) = cz + a, ãäå cL ⊂ M .
Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî, ìîæíî îïèñàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíîé òî÷êó 0.

Òåîðåìà 5.2.1. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ (ñîõðàíÿþùèõ òî÷êó 0) ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé X = C/L � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4, åñëè ðåøåòêà
êâàäðàòíàÿ, ïîðÿäêà 6, åñëè ðåøåòêà ñîñòîèò èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ïîðÿäêà 2 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî àâòîìîðôèçìó ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå F (z) = cz, ÷òî cL = L. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè cL = L, òî c−1L = L, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå z 7→ c−1z
èíäóöèðóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Íàîáîðîò, åñëè îòîáðàæåíèå z 7→ c1c2z
èíäóöèðóåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå òîðà, òî c1c2 = 1 (äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàëûå z). Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèé c1L ⊂ L è
c2L ⊂ L ñëåäóåò, ÷òî L ⊂ c−1

2 L = c1L ⊂ L.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè z 7→ cz ïëîùàäü ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëî-

ãðàììà ðåøåòêè óìíîæàåòñÿ íà |c|2, ïîýòîìó |c| = 1. Áîëåå òîãî c � êîðåíü
èç åäèíèöû. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å êîíöû âåêòîðîâ 1, c, c2, c3, . . . îáðàçîâûâàëè
áû âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè, à âñå ýòè âåêòîðû ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîðàìè ðåøåòêè. Ó ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé åñòü àâòîìîðôèçìû,
ñîîòâåòñòâóþùèå c = ±1. Âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ åñòü
äðóãèå àâòîìîðôèçìû. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî c äîëæíî áûòü
êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè âåêòîðû ω1 è ω2 ïîðîæäàþò ðåøåòêó, òî cω1 = pω1 + qω2 è cω2 =
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rω1 + sω2, ïîýòîìó c � êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣p− x q
r s− x

∣∣∣∣ = 0.

Ìíîãî÷ëåí xn − 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ êðóãîâûõ
ìíîãî÷ëåíîâ Φd(x), ãäå d ïðîáåãàåò âñå äåëèòåëè ÷èñëà n; ïðè ýòîì ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà Φd(x) ðàâíà φ(d), ãäå φ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ò.å. φ(d) åñòü ÷èñëî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìåíüøèõ d è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì (äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [?]). Êâàäðàòíûå íåïðèâîäèìûå êðóãîâûå ìíîãî-
÷ëåíû ýòî x2+x+1 è x2+1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ
èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, òàê êàê x3 = 1, à âî âòîðîì � êâàäðàòíóþ
ðåøåòêó.

Ñëåäñòâèå 5.2.2. Ñóùåñòâóþò íåèçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíûõ êðèâûõ èçîìîðô-
íû, à ìû ïðèâåëè ïðèìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé,
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ èìåþò ðàçíûé ïîðÿäîê.

Íà âñÿêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ f : C → CP1 ñòåïåíè 2. Òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò 4 êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ,
ò.å. 4 òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ìû ìîæåì âûáðàòü ôóíêöèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé áûëà åå êðèòè÷åñêîé òî÷êîé.

Àâòîìîðôèçìû êðèâîé C òåñíî ñâÿçàíû ñ àâòîìîðôèçìàìè ÷åòâåðêè
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ñàìîå ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå ÷åòû-
ðåõ òî÷åê íà ñôåðå � ýòî ïîìåùåíèå èõ â âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.
Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, äâóêðàòíî íàêðûâàþùàÿ CP1 ñ òàêèì íàáîðîì òî-
÷åê âåòâëåíèÿ, îòâå÷àåò ðåøåòêå ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, è ãðóïïà åå
àâòîìîðôèçìîâ ýòî Z6. Åñëè (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïðîåêòèâíîé êîîð-
äèíàòû) òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êâàäðàòà íà ýêâàòîðå
ñôåðû, òî íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ îòâå÷àåò êâàäðàòíîé ðåøåòêå, è ãðóïïà åå
àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíà Z4. Âñå îñòàëüíûå êðèâûå íå èìåþò ñèììåòðèé,
îòëè÷íûõ îò ïåðåñòàíîâêè ëèñòîâ íàêðûòèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôàêòîðèçàöèè ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé ïî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ òî÷êó 0, â äâóõ èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ ñôåðà Ðèìàíà, à âî âñåõ îñòàëüíûõ � ñíîâà ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

5.3 Ìîäóëè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Äîêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæå-
íèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîçâîëÿþò îïèñàòü, êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî
ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ èçîìîðôíà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ïîëó÷åííîé ïðè ôàê-
òîðèçàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ðåøåòêå Lτ , ïîðîæäåííîé ÷èñëàìè 1 è τ ,
ãäå Im τ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðåøåòêà L ïîðîæäåíà ÷èñëàìè ω1 è ω2,
òî îòîáðàæåíèå z 7→ cz, ãäå c = ±1/ω1, ïåðåâîäèò ðåøåòêó L â ðåøåòêó,
ïîðîæäåííóþ ÷èñëàìè 1 è ω2/ω1. Â êà÷åñòâå τ ìîæíî âçÿòü òî èç ÷èñåë
±ω2/ω1, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíà.
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Ðèñ. 5.1: Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé ãðóïïû

Âûÿñíèì òåïåðü, êîãäà ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðà-
ìåòðàì τ è τ ′, èçîìîðôíû. Äëÿ ýòîãî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå ÷èñëî
c, ÷òî cLτ = Lτ ′ , ò.å. ÷èñëà c è cτ ïîðîæäàþò ðåøåòêó Lτ ′ . Ñëåäîâàòåëü-
íî, c = p + qτ ′ è cτ = r + sτ ′, ãäå p, q, r, s, � öåëûå ÷èñëà. Òàêèì îáðà-
çîì, τ = r+sτ ′

p+qτ ′ . Ïîêà ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîëüêî òåì, ÷òî ÷èñëà c è cτ
ïðèíàäëåæàò ðåøåòêå Lτ ′ . Îíè ïîðîæäàþò åå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
qr − ps = ±1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Im τ > 0 è Im τ ′ > 0, ïîëó÷àåì qr − ps = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðàì τ è
τ ′, èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû äðîáíî-

ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì τ = r+sτ ′

p+qτ ′ , ãäå

(
r s
p q

)
� öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðè-

öà ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
Ãðóïïó ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2 ñ öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè è îïðåäå-

ëèòåëåì 1 îáîçíà÷àþò SL(2,Z). Ëþáûì äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàòðèöàì
(è òîëüêî èì) ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîðôíà ôàêòîðãðóï-
ïå SL(2,Z)/± I = PSL(2,Z); çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Óïðàæíåíèå 5.3.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîäãðóïïà ±I â ãðóïïå SL(2,Z) íîð-
ìàëüíà.

Ãðóïïó PSL(2,Z) íàçûâàþò ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé.

Òåîðåìà 5.3.2. Òðåóãîëüíèê D ñ óãëàìè (0, π
3 ,

π
3 ), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.1,

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ãðóïïå G = PSL(2,Z) ýëåìåíòû S(z) =
−1/z è T (z) = z + 1. Îíè ïîðîæäàþò íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó G′ ⊂ G. Ìû
äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî D � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû G′, à çàòåì
äîêàæåì, ÷òî G′ = G, ò.å. ýëåìåíòû S è T ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó G.

Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè g′D (g′ ∈ G′) ïîêðûâàþò âñþ
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ò.å. åñëè Im(z) > 0, òî g′z ∈ D äëÿ íåêîòîðîãî
g′ ∈ G′.

Ëåììà 5.3.3. Åñëè Im(z) > 0, òî ïðè g ∈ G âåëè÷èíà Im(gz) ïðèíèìàåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, ïðåâîñõîäÿùèõ Im(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

Im(gz) = Im

(
az + b

cz + d

)
= Im

adz + bcz̄

|cz + d|2
=

Im(z)

|cz + d|2
.

Ïîýòîìó Im(gz) > Im(z) ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà |cz + d| 6 1. Ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïàð öåëûõ ÷èñåë
(c, d), ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû âåëè÷èíà Im(gz) îïðåäåëåíà îäíî-
çíà÷íî.
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Ãðóïïà G′ ñîäåðæèòñÿ â G, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè z â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíò g′ ∈ G′, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà Im(g′z)
ìàêñèìàëüíà. Ïðåîáðàçîâàíèå T (z) = z+1 íå èçìåíÿåò ìíèìóþ ÷àñòü ÷èñ-
ëà z, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà w = T kg′z, k ∈ Z, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |Re(w)| 6 1/2, à âåëè÷èíà Im(w) ïî-ïðåæíåìó ìàêñèìàëüíà. Â
÷àñòíîñòè,

Im(w) ≥ Im

(
− 1

w

)
=

Im(w)

|w|2
.

Ïîýòîìó |w| ≥ 1, à çíà÷èò, w ∈ D.

Ëåììà 5.3.4. Åñëè z � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D è gz ∈ D äëÿ g ∈ G,
òî g � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(z) =
az + b

cz + d
. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé c = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ad = 1, ò.å. g(z) = z ± b. Åñëè b ̸= 0, òî ëèøü äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèé g(z) = z ± 1 îáðàç ìíîæåñòâà D ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì D. Íî
èõ ïåðåñå÷åíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó |Re(z)| = 1/2, êîòîðîå íå ñîäåðæèò
âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà D.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî c ̸= 0. Òîãäà

g(z) =
a

c
− 1

c(cz + d)
,

ïîýòîìó ∣∣∣g(z)− a

c

∣∣∣ · ∣∣∣z + d

c

∣∣∣ = 1

c2
. (5.1)

×èñëà a/c è d/c âåùåñòâåííû, ïîýòîìó ìíèìûå ÷àñòè ÷èñåë g(z) − a/c è
z+d/c ðàâíû ìíèìûì ÷àñòÿì ÷èñåë g(z) è z. À òàê êàê ìíèìàÿ ÷àñòü ëþáîé
òî÷êè îáëàñòè D íå ìåíüøå

√
3/2, òî ìîäóëè ÷èñåë g(z)−a/c è z+d/c òîæå

íå ìåíüøå
√
3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, |c| 6 2/

√
3, ïðè÷åì c � íåíóëåâîå öåëîå

÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, c = ±1, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (5.1) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

|g(z)∓ a| · |z ± d| = 1.

Íî åñëè g(z) ∈ D è z � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ
÷èñåë a è d âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |g(z)∓ a| ≥ 1, |z ± d| > 1.

Èç ëåììû 2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ g′1
è g′2 ãðóïïû G′ ìíîæåñòâà g′1D è g′2D íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.
Òàêèì îáðàçîì, D � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû G′.

Òåïåðü ìîæíî áåç òðóäà äîêàçàòü, ÷òî G = G′. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó z îáëàñòè D. Òî÷êà gz ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò g′ ∈ G′, äëÿ êîòîðîãî g′(gz) ∈ D. Äâèæåíèå g′g ∈ G ïåðåâî-
äèò âíóòðåííþþ òî÷êó z îáëàñòè D â íåêîòîðóþ òî÷êó îáëàñòè D. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî ëåììå 2 ïðåîáðàçîâàíèå g′g òîæäåñòâåííî, ò.å. g = (g′)−1 ∈ G′.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.
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5.4 Êóáèêè êàê ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ (êóáèêà) èìååò ðîä 1, ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îíà èçîìîðôíà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. (Âïîñëåäñòâèè
ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 èçîìîðôíà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ïîýòîìó ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ãëàäêèå êðè-
âûå ðîäà 1.) Çäåñü ìû îïèøåì ÿâíî èçîìîðôèçì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà
êóáèêó, ò.å. ñîïîñòàâèì êàæäîé ðåøåòêå íåêîòîðîå óðàâíåíèå êóáèêè.

Ïðåäâàðèòåëüíî âûÿñíèì, ê êàêîìó âèäó ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå êó-
áèêè. Ó êàæäîé êóáèêè åñòü òî÷êà ïåðåãèáà (è äàæå 9 òî÷åê ïåðåãèáà,
ñì. ðàçäåë 2.3). Âûáåðåì êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îäíà èç òî÷åê ïåðåãèáà èìåëà îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (0 : 1 : 0), ïðè-
÷åì êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå çàäàâàëàñü óðàâíåíèåì z = 0. Òîãäà åñëè
êóáèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

∑
aijx

iyjz3−i−j = 0, òî ìíîãî÷ëåí a30x
3 +

a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3 èìååò êîðåíü x = 0 êðàòíîñòè 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

a21 = a12 = a03 = 0 è a30 ̸= 0. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (0 : 1 : 0) çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì Fxx+Fyy+Fzz = 0, ãäå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ áåðóòñÿ â òî÷êå
(0 : 1 : 0); ñëåäîâàòåëüíî, Fxx = 0, Fyy = 0 è Fzz ̸= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Fzz(0, 1, 0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ êðèâàÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì y2− 2(ax+ b)y+P3(x) = 0, ãäå P3 � ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè. Çà-
ìåíîé y1 = y− ax− b ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó y2 = Q3(x), ãäå
Q3 � ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè, íå èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé (èíà÷å êðèâàÿ
èìåëà áû îñîáóþ òî÷êó). Èòàê, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y2 = x(x − 1)(x − λ), ãäå ÷èñëî λ îòëè÷íî
îò 0 è 1. Ñäåëàâ çàìåíó x = x1 + 1+λ

3 , ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ

çàäàíà óðàâíåíèåì y2 = x3 + ax+ b, ãäå a = −λ2+λ−1
3 è b = −2λ3+3λ2+3λ−2

27 .
Ïðè ýòîì 4a3 + 27b2 = −λ2(1− λ)2 ̸= 0.

Äëÿ ëþáîé ðåøåòêè Λ = {mω1+nω2 | m,n ∈ Z}, ω1, ω2 ∈ C, Imω1/ω2 > 0,
ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

℘(z) =
1

z2
+

∑ ′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
, (5.2)

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íåíó-
ëåâûì ýëåìåíòàì ω ∈ Λ. Ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñóùå-
ñòâåííà, ïîòîìó ÷òî ïî îòäåëüíîñòè ðÿäû

∑ ′
(z−ω)−2 è

∑ ′
ω−2 ðàñõîäÿòñÿ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ðÿä (5.2) îïðåäåëÿåò ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ íà
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C. Íà ëþáîì êîìïàêòå K, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê ðå-
øåòêè, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî. Â ñàìîì äåëå,

1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

2zω − z2

ω2 (z − ω)2
=

ω

ω4

2z − z2ω−1

(zω−1 − 1)2
.

Åñëè ÷èñëî |ω| äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî 2z−z2ω−1

(zω−1−1)2 ≈ 2z. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

ω ∈ Λ′ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì |ω| è äëÿ âñåõ z ∈ K íàéäåòñÿ
òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî ∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ < C

|ω|3
.
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Êðîìå òîãî, |z − ω| > ϵ äëÿ âñåõ z ∈ K è ω ∈ Λ′, ïîýòîìó òàêàÿ êîíñòàíòà
íàéäåòñÿ è äëÿ âñåõ ω ∈ Λ′. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿä

∑ ′|ω|−3 ñõîäèòñÿ. Â
ñàìîì äåëå,

∑ ′
|ω|−3 =

∞∑
n=1

∑
max(|p|,|q|)=n

|pω1 + qω2|−3 ≤
∞∑

n=1

8n (nh)−3,

ãäå h � ìåíüøàÿ èç âûñîò ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Òàêèì îá-
ðàçîì, ℘(z) � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè â óçëàõ ðåøåòêè. Îíà
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ℘(z). Ðàññìîòðèì
äëÿ ýòîãî åå ïðîèçâîäíóþ

℘′(z) = −2
∑

(z − ω)−3

(çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ óæå ïî âñåì óçëàì ðåøåòêè). Î÷åâèäíî, ÷òî
ω1 è ω2 � ïåðèîäû ôóíêöèè ℘′(z). Ïîýòîìó ôóíêöèè ℘(z+ωi) è ℘(z) ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ ëèøü íà êîíñòàíòó c. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå z = −ωi/2 â ðàâåíñòâî
℘(z + ωi) = ℘(z) + c, ïîëó÷èì ℘(ωi/2) = ℘(−ωi/2) + c. Íî èç ôîðìóëû (3.1)
âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ℘(z) ÷åòíàÿ. Ïîýòîìó c = 0, ò. å. ω1 è ω2 � ïåðèîäû
ôóíêöèè ℘(z).

Ôóíêöèÿ ℘ èìååò â óçëàõ ðåøåòêè äâóêðàòíûå ïîëþñû, äðóãèõ îñîáûõ
òî÷åê ó íåå íåò. Âíóòðè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàñïîëîæåí
ðîâíî îäèí óçåë ðåøåòêè. Ïîýòîìó ñóììà ïîëþñîâ ôóíêöèè ℘, ðàñïîëîæåí-
íûõ âíóòðè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ñðàâíèìà ñ íóëåì ïî ìî-
äóëþ Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàñ-
ïîëîæåíû äâà íóëÿ u è v ôóíêöèè ℘, ïðè÷åì u+ v ≡ 0 (modΛ). Äëÿ ëþáîé
êîíñòàíòû c ïîëþñû ôóíêöèè ℘(z)−c ñîâïàäàþò ñ ïîëþñàìè ôóíêöèè ℘(z),
ïîýòîìó âíóòðè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà åñòü ðîâíî äâå òî÷êè
u è v, äëÿ êîòîðûõ ℘(u) = ℘(v) = c, ïðè÷åì u+v ≡ 0 (modΛ). Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà u ≡ −u (modΛ), ýòè äâå òî÷êè ñîâïàäàþò, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèÿ ℘ ïðèíèìàåò äâóêðàòíî. Â òî÷êàõ, â êîòîðûõ ñëèâàþòñÿ äâà
íóëÿ ôóíêöèè ℘(z) − c, ïðîèçâîäíàÿ ℘′(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé ïàðàëëåëîãðàìì ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âíóòðè íåãî ëåæàëè
ðîâíî ÷åòûðå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ u ≡ −u (modΛ), à èìåííî òî÷êè

0,
ω1

2
,

ω2

2
è

ω1 + ω2

2

Ïåðâàÿ èç ýòèõ òî÷åê � ïîëþñ ôóíêöèè ℘, à òðè äðóãèå � íóëè ôóíêöèè
℘′. Èòàê, çíà÷åíèÿ

e1 = ℘

(
ω1

2

)
, e2 = ℘

(
ω1 + ω2

2

)
è e3 = ℘

(
ω2

2

)
äëÿ ôóíêöèè ℘ äâóêðàòíûå, ïðè÷åì äðóãèõ äâóêðàòíûõ çíà÷åíèé íåò. Äâó-
êðàòíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó ℘′(z) = 0
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

z ≡ ω1

2
,

ω2

2
,

ω1 + ω2

2
(modΛ).

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà e1, e2 è e3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, íàïðè-
ìåð, ÷òî e1 = e3. Òîãäà ôóíêöèÿ ℘(z)− e1 èìååò äâóêðàòíûå íóëè â òî÷êàõ
ω1/2 è ω2/2, ò. å. âíóòðè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàñïîëîæåíî
íå ìåíåå ÷åòûðåõ íóëåé ýòîé ôóíêöèè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ℘(z). Eñëè êîýô-
ôèöèåíòû ïðè íåïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ z â ðàçëîæåíèÿõ Ëîðàíà ôóíê-
öèé (℘′(z))2 è a℘3(z)+ b℘2(z)+ c℘(z)+d ñîâïàäàþò, òî ýòè ôóíêöèè ðàâíû.
Â ñàìîì äåëå, èõ ðàçíîñòü � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåç ïîëþñîâ, â íóëå
ïðèíèìàþùàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðàçíîñòü � êîíñòàíòà,
ïðè÷åì íóëåâàÿ.

Ïîñêîëüêó (
1

1− x

)2

=
d

dx

(
1

1− x

)
= 1 + 2x+ 3x2 + . . . ,

èìååì

℘(z) =
1

z2
+

∑ ′
(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
=

=
1

z2
+

∑ ′
(

1

ω2

(
1 + 2

z

ω
+ 3

(
z

ω

)2

+ . . .

)
− 1

ω2

)
=

=
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + . . . ,

ãäå Gk =
∑ ′

ω−k (äëÿ íå÷åòíûõ k ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ â ñèëó ñèììåòðèè).
Ïîýòîìó

℘(z) = z−2 + . . . ,

℘2(z) = z−4 + 6G4 + . . . ,

℘3(z) = z−6 + 9G4z
−2 + 15G6 + . . . ,

(℘′(z))2 = 4z−6 − 24G4z
−2 − 80G6 + . . .

(çàïèñàíû ëèøü èíòåðåñóþùèå íàñ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ Ëîðàíà). Òàêèì îá-
ðàçîì,

a℘3(z) + b℘2(z) + c℘(z) + d =

= az−6 + bz−4 + (9aG4 + c) z−2 + (15aG6 + 6bG4 + d) + . . . (5.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, a℘3 + b℘2 + c℘+ d = (℘′)2, åñëè
a = 4,

b = 0,

9aG4 + c = −24G4,

15aG6 + 6bG4 + d = −80G6.
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, î÷åâèäíî, èìååò ðåøåíèå
a = 4,

b = 0,

c = −60G4,

d = −140G6.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, îáû÷íî ïîëàãàþò

g2 = 60G4 = 60
∑ ′

ω−4,

g3 = 140G6 = 140
∑ ′

ω−6.

Òîãäà
(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3.

Êóáè÷åñêóþ êðèâóþ

y2 = 4x3 − g2x− g3

ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ℘, ïîëîæèâ

x = ℘(z), y = ℘′(z).

Ïåðåõîäÿ ê îäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì â CP2, îòîáðàæåíèå f : C/Λ −→ CP2

îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1) ïðè z ̸= 0,

z 7→ (0 : 1 : 0) ïðè z = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå àíàëèòè÷íî âî âñåõ òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò
óçëîâ ðåøåòêè. Çàïèñàâ åãî â âèäå

z 7→
(
℘(z)

℘′(z)
: 1 :

1

℘′(z)

)
,

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî àíàëèòè÷íî è â îêðåñòíîñòè óçëà ðåøåòêè. Îòîá-
ðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò òîð C/Λ íà êóáè÷åñêóþ êðèâóþ

y2z = 4x3 − g2xz
2 − g3z

3

â CP2. Â ñàìîì äåëå, íà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé z = 0 ëåæèò ëèøü
òî÷êà (0 : 1 : 0) ýòîé êðèâîé. Â íåå îòîáðàæàþòñÿ óçëû ðåøåòêè � èì íà
òîðå ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà. Äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê ìîæíî ðàññìîòðåòü
àôôèííóþ êðèâóþ

y2 = 4x3 − g2x− g3

è îòîáðàæåíèå z 7→ (℘(z), ℘′(z)). Óðàâíåíèå ℘(z) = c ìîæåò èìåòü îäíî èëè
äâà ðåøåíèÿ. Äâà ðåøåíèÿ îíî èìååò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ℘′(z) ̸= 0. Ðåøåíèÿ
ïðè ýòîì èìåþò âèä ±z. Îáðàçû ýòèõ äâóõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè z 7→
(℘(z), ℘′(z)) íå ñîâïàäàþò, òàê êàê íåíóëåâûå ÷èñëà ℘′(z) è ℘′(−z) = −℘′(z)
îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.
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5.5 Ñíîâà j-èíâàðèàíò

Íàïîìíèì, ÷òî íà ñ. 37 äëÿ êóáèêè C, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = x(x −
1)(x− λ), ìû ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëèëè j-èíâàðèàíò

j(C) = j(λ) = 28
(1− λ+ λ2)3

λ2(1− λ)2
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êóáèêàìè è ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè, ìû
ìîæåì ñîïîñòàâèòü êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (è, ñîîòâåòñòâåííî, êàæ-
äîé ðåøåòêå) j-èíâàðèàíò.

Ïîêàæåì, ÷òî j-èíâàðèàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè g2 è g3, ââåäåí-
íûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñíà÷àëà çàìåíó x =
x′ + (λ + 1)/3, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êðèâóþ y2 = x(x − 1)(x − λ) â êðèâóþ
y2 = x′3 + ax′ + b, ãäå a = (−λ2 + λ − 1)/3 è b = (−2λ3 + 3λ2 + 3λ − 2)/27,
ïîñëå ÷åãî ñäåëàåì çàìåíó x′ = 3

√
4x′′, ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå êðèâóþ y2 =

4x′′3 − g2x
′′ − g3, ãäå g2 = − 3

√
4a è g3 = −b. Òàêèì îáðàçîì,

j(C) = j(λ) = 28
(1− λ+ λ2)3

λ2(1− λ2)
=

1728 · 4a3

4a3 + 27b2
=

1728g32
g32 − 27g23

,

è ìû âûðàçèëè j-èíâàðèàíò ÷åðåç g2 è g3.
Ôóíêöèè g2 è g3 ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè ìîäóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè,

ïðè÷åì âñå îñòàëüíûå ìîäóëÿðíûå ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç íèõ. Ïðåæäå ÷åì äàâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè, íà-
ïîìíèì, ÷òî g2 è g3 ýòî òàêèå ôóíêöèè ðåøåòêè Λ: g2 = 60G4 è g3 = 140G6,
ãäå G2k(Λ) =

∑′
ω∈Λ ω−2k. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F � ôóíêöèÿ âåñà 2k (îïðå-

äåëåííàÿ íà ðåøåòêàõ), åñëè F (µΛ) = µ−2kF (Λ) äëÿ ëþáîé ðåøåòêè Λ è
ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà µ ̸= 0. Â ÷àñòíîñòè, G2k � ýòî ôóíêöèÿ âå-
ñà 2k.

Ïóñòü ω1, ω2 ∈ C � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé áàçèñ ðåøåòêè Λ.
Ôóíêöèþ F (Λ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ôóíêöèþ ïàðû F (ω1, ω2). Òîãäà
óñëîâèå òîãî, ÷òî âåñ ôóíêöèè F ðàâåí 2k, ïðèîáðåòàåò âèä F (µω1, µω2) =
µ−2kF (ω1, ω2). Äëÿ òàêîé ôóíêöèè

ω2k
2 F (ω1, ω2) = F (

ω1

ω2
,
ω2

ω2
) = f(

ω1

ω2
, 1) = f(

ω1

ω2
)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H.
Ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò ðåøåòêè è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà

ýòîé ðåøåòêè, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ìàòðèöû(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ω2k
2 f

(
ω1

ω − 2

)
= (cω1 + dω2)

2kf

(
aω1 + bω2

cω1 + dω2

)
,
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ò.å. f(z) = (cz + d)2kf(az+b
cz+d ), ãäå z = ω1/ω2. Ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f íà

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñëàáîìîäóëÿðíîé. Ñëàáîìîäóëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ ìîäóëÿðíà, åñëè îíà äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ ìåðîìîðôíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèþ f îò ïåðåìåííîé z ∈
H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ f̃ îò ïåðåìåííîé q = e2πiz. Ôóíêöèÿ
f̃ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå êðîìå íóëÿ. Åñëè åå ìîæíî äîîïðåäåëèòü â íóëå
òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ìåðîìîðôíàÿ â íóëå ôóíêöèÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü vp(f) � ïîðÿäîê ôóíêöèè f â òî÷êå p (åñëè â òî÷êå p ïîëþñ,
òî ïîðÿäîê îòðèöàòåëüíûé, åñëè íóëü, òî ïîðÿäîê ïîëîæèòåëüíûé, à åñëè
â îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êå p, òî ïîðÿäîê ðàâåí íóëþ). Îïðåäåëèì òàêæå
ïîðÿäîê ôóíêöèè f â áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f̃(q) =∑∞

n=−N cnq
n, ïðè÷åì c−N ̸= 0. Òîãäà ìû ïîëàãàåì v∞(f) = −N .

Òåîðåìà 5.5.1. Äëÿ ëþáîé ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè f âåñà 2k èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

v∞(f) +
1

3
vρ(f) +

1

2
vi(f) +

∑
p

vp(f) =
k

6
,

ãäå ρ = 1+i
√
3

2 , à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì p ôóíäàìåíòàëü-
íîé îáëàñòè, ïðè÷åì ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè íà ãðàíèöå îòîæäåñòâëÿþò-
ñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð C, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. ??.
Åñëè â òî÷êàõ ρ èëè i åñòü íóëè èëè ïîëþñà ôóíêöèè f , òî ìû îáõîäèì èõ
ïî äóãàì îêðóæíîñòåé; åñëè íà âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå êîíòóðà åñòü íóëü
èëè ïîëþñ, òî ìû âûðåçàåì ïîëóêðóã è äîáàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó-
êðóã íà ïàðàëëåëüíîé ãðàíèöå (äëÿ íóëåé è ïîëþñîâ íà äóãå åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî).

Âû÷èñëèì èíòåãðàë 1
2πi

∫
C

df(z)
f(z) ïî êîíòóðó C äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé

ñòîðîíû,
1

2πi

∫
C

df(z)

f(z)
=

∑
Res

f ′(z)

f(z)
=

∑
p̸=i,ρ

vp(f).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷åì
ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

Ïðè çàìåíå z íà e2πiz âåðõíèé îòðåçîê ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ îáõîäèòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïîýòîìó
èíòåãðàë ïî âåðõíåìó îòðåçêó ðàâåí −v∞(f). Èíòåãðàëû ïî âåðòèêàëüíûì
ñòîðîíàì âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ïîñêîëüêó f(z + 1) = f(z).

Ïóñòü f(z − i) = c(z − i)m + . . . , ãäå m = vi(f). Òîãäà

f ′(z − i)

f(z − i)
=

m

z − i
+ . . . ,

ïîýòîìó èíòåãðàë ïî ìàëîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì i, êîòîðàÿ îáõîäèòñÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, îò ôóíêöèè f ′/f ðàâåí −vi(f). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
ïî ïîëîâèíå ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí − 1

2vi(f).
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Àíàëîãè÷íî, èíòåãðàëû ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
(±1 + i

√
3)/2 â ñóììå äàþò −1

3vρ(f), ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñà
êàæäàÿ èç ýòèõ äóã ñòðåìèòñÿ ê 1/6 äóãè îêðóæíîñòè.

Íàêîíåö, ñàìàÿ òðóäíàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé � âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî
äóãå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
z 7→ 1/z ïåðåâîäèò îäíó ïîëîâèíó äóãè â äðóãóþ, èçìåíÿÿ ïðè ýòîì îðèåí-
òàöèþ. ßñíî, ÷òî

df

(
−1

z

)
= d(z2kf(z)) = z2kdf(z) + 2kz2k−1f(z)dz.

Ïîýòîìó

df(− 1
z )

f − 1
z )

=
z2kdf(z)

z2kf(z)
+ 2kz2k1

f(z)dz

z2kf(z)
=

df(z)

f(z)
+ 2k

dz

z
.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû îò df/f âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ è îñòàåòñÿ èíòå-
ãðàë 1

2πi

∫
2k dz

z ïî 1/12 ÷àñòè îêðóæíîñòè, îáõîäèìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè. Â èòîãå ïîëó÷àåì∑

vp(f) = −v∞(f)− 1

3
vρ(f)−

1

2
vi(f) +

k

6
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ôóíêöèè

g2(z) = 60
′∑ 1

(nz +m)4
; g4(z) =

′∑ 1

(nz +m)6

ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè âåñà 4 è 6 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ôóíêöèè
ãîëîìîðôíû íå òîëüêî íà âñåé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, íî è â áåñêîíå÷íî-
ñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñëàãàåìûå ñ n ̸= 0 ïðè z → ∞ îáðàùàþòñÿ â íóëü,
ïîýòîìó

g2(∞) = 60
′∑ 1

m4
= 120

∞∑
m=1

1

m4
=

4

3
π4

è

g4(∞) = 280
∞∑

m=1

1

m6
=

8

27
π6.

Òåîðåìà 5.5.1 ïîçâîëÿåò íàéòè íóëè ôóíêöèé g2 è g3. Äëÿ ôóíêöèè g2 ïîëó-
÷àåì ðàçëîæåíèå 2

6 = n+ n1

2 + n2

3 , ãäå n, n1 è n2 � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Îòñþäà n = n1 = 0, n2 = 1, ò.å. ôóíêöèÿ g2 èìååò ïðîñòîé íóëü â
òî÷êå ρ è íå èìååò äðóãèõ íóëåé. Äëÿ ôóíêöèè g3 ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
3
6 = n + n1

2 + n2

3 . Ïîýòîìó n = n2 = 0, à n1 = 1, ò.å. ôóíêöèÿ g3 èìååò
ïðîñòîé íóëü â òî÷êå i è íå èìååò äðóãèõ íóëåé.

Òåîðåìà 5.5.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ èçîìîðôíî
ñôåðå Ðèìàíà, ïðè÷åì ýòîò èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ j-èíâàðèàíòîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ j =
1728g3

2

g3
2−27g2

3
ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôóíêöèåé âå-

ñà 0, ïîñêîëüêó è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü, ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿðíûìè ôóíê-
öèÿìè âåñà 12. Çíàìåíàòåëü ∆ = g32 − 27g23 îáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷-
íîñòè, ïîñêîëüêó g2(∞) = 4

3π
4 è g3(∞) = 8

27π
6. ßñíî, ÷òî ∆ íå îáðàùàåòñÿ

â íóëü â òî÷êàõ i è ρ. Ôóíêöèÿ ∆ ãîëîìîðôíà íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è
v∞(∆) ≥ 1, ïîýòîìó èç òåîðåìû 5.5.1 ñëåäóåò, ÷òî v∞(∆) = 1 è vp(∆) = 0
ïðè p ̸= ∞, ò.å. ôóíêöèÿ ∆ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âñåé âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g2(∞) ̸= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî j èìååò ïðîñòîé ïîëþñ íà
áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ óðàâíåíèå j(z) = λ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ 1728g23−λ∆ = 0.
Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.5.1 ê ãîëîìîðôíîé ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè 1728g23 − λ∆
âåñà 12. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå âèäà 1 = n + n1

2 + n2

3 . Òàêèì
îáðàçîì, (n, n1, n2) ýòî îäíà èç òðîåê (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3). Â êàæäîì èç
ýòèõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðîâíî îäèí íóëü.

Äëÿ êðèâîé C, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = x3 + ax + b, ãäå a = −λ2+λ−1
3

è b = −2λ3+3λ2+3λ−2
27 , ïîëó÷àåì

j(C) = j(λ) = 28
(1− λ+ λ2)3

λ2(1− λ)2
=

1728(4a3)

4a3 + 27b2
.

Ïðè a = 0, ò.å. λ2 − λ+ 1 = 0, ïîëó÷àåì j(C) = 0. Êîãäà λ = −1, ïîëó÷àåì
b = 0 è j(C) = 1728.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, êàê íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîé
êóáèêè ñ äàííûì j-èíâàðèàíòîì: åñëè ÷èñëî j îòëè÷íî îò 0 è 1728, òî äëÿ
êðèâîé

y2 = x3 − 27

4

j

j − 1728
x− 27

4

j

j − 1728

çíà÷åíèå j-èíâàðèàíòà ðàâíî j.

5.6 Àâòîìîðôèçìû êðèâûõ. Òåîðåìà Ãóðâèöà

Ïóñòü C � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ,G� êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïåAut(C).
Ïðè ôàêòîðèçàöèè êðèâîé C ïî äåéñòâèþ ãðóïïû G ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ
ïîâåðõíîñòü C ′ = C/G.

Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p : C → C ′ ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì.
Äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê x ∈ C îðáèòà {gx | g ∈ G} ñîñòîèò èç |G| òî÷åê; äëÿ
òàêèõ òî÷åê èíäåêñ âåòâëåíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê x ∈ C
ãðóïïà Gx = {g | gx = x} (ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà òî÷êè x) íåòðèâèàëü-
íà. Îðáèòà êàæäîé òàêîé òî÷êè x ñîñòîèò èç |G|/|Gx| òî÷åê; èíäåêñ âåòâëå-
íèÿ êàæäîé èç òî÷åê ýòîé îðáèòû ðàâåí |Gx|. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
Ðèìàíà�Ãóðâèöà, ïîëó÷àåì

χ(C) = |G|χ(C ′)−
∑ |G|

|Gx|
(|Gx| − 1) = |G|

(
χ(C ′)−

∑(
1− 1

|Gx|

))
;
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çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì êðèâîé C ′ (è âêëàä êàæäîé
òî÷êè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ, ðàâåí 0). ×åðåç Gx îáî-
çíà÷åí ñòàáèëèçàòîð ïðîîáðàçà òàêîé òî÷êè. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ìû
äîêàæåì òåîðåìû 5.6.1 è 5.6.7.

Òåîðåìà 5.6.1 (Ãóðâèö). Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû G ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ êðèâîé ðîäà g ≥ 2 íå ïðåâîñõîäèò 84(g − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g′ � ðîä òîïîëîãè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè C ′ = C/G.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |G| > 1, ïîýòîìó g′ < g. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî òðè
ñëó÷àÿ.

1. g′ ≥ 2. Òîãäà 2g − 2 ≥ 2|G|, ò.å. |G| ≤ g − 1. Òåì ñàìûì, åñëè ôàêòîð-
ïîâåðõíîñòü êðèâîé äàííîãî ðîäà g ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ èìååò ðîä g′ ≥ 2, òî â ýòîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ íå áîëüøå g − 1
ýëåìåíòîâ.

2. g′ = 1. Òîãäà 2g − 2 = |G|
∑(

1− 1
|Gx|

)
. Åñëè òî÷åê âåòâëåíèÿ íåò,

òî 2g − 2 = 0, ò.å. g = 1, à ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ g > 1. Åñëè æå âåòâ-
ëåíèå åñòü, òî ñïðàâà ìû èìååì ñóììó ñëàãàåìûõ 1 − 1

|Gx| , êàæäîå êîòî-

ðûõ íå ìåíüøå 1/2, ïîñêîëüêó |Gx| ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 2g − 2 ≥ |G|
2 , ò.å.

|G| ≤ 4(g−1) Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôàêòîðïîâåðõíîñòü êðèâîé ðîäà g ≥ 2
ïî äåéñòâèþ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ òîðîì, òî â ãðóïïå àâòîìîð-
ôèçìîâ íå áîëüøå 4(g − 1) ýëåìåíòîâ.

3. g′ = 0. Òîãäà 2g − 2 = |G|
(∑(

1− 1
|Gx|

)
− 2

)
. ×èñëà 2g − 2 è |G|

ïîëîæèòåëüíû, à êàæäîå èç ñëàãàåìûõ 1 − 1
|Gx| ñòðîãî ìåíüøå 1, ïîýòîìó

òàêèõ ñëàãàåìûõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 3.

Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ áîëüøå 4, òî ñóììà
∑(

1− 1
|Gx|

)
íå ìåíüøå 5

2 ,

ïîñêîëüêó êàæäîå èç ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, 2(g − 1) ≥
|G|
2 , ò.å. |G| ≤ 4(g − 1).
Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî 4, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë |Gx| äîëæíî

áûòü áîëüøå 2, ïîñêîëüêó èíà÷å
∑(

1− 1
|Gx|

)
= 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

2(g − 1) ≥ |G|
(
3

2
+

2

3
− 2

)
=

1

12
|G|,

ò.å |G| ≤ 24(g − 1). Òåì ñàìûì, åñëè ôàêòîðïîâåðõíîñòü êðèâîé ðîäà g ≥ 2
ïî äåéñòâèþ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, ïðè÷åì ÷èñëî òî÷åê
âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ ôàêòîðèçàöèè ðàâíî 4, òî â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ íå
áîëüøå 24(g − 1) ýëåìåíòîâ.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî 3. Ïóñòü òðè
÷èñëà |Gx| ðàâíû a ≤ b ≤ c. Ñóììà

(
1− 1

a

)
+
(
1− 1

b

)
+
(
1− 1

c

)
äîëæíà áûòü

áîëüøå 2, ïîýòîìó c > 3; áîëåå òîãî, b ≥ 3.
Åñëè c ≥ 7, òî |G| ≤ 84(g − 1).
Åñëè c = 6 è a = 2, òî b ≥ 4, ïîýòîìó |G| ≤ 24(g − 1).
Åñëè c = 6 è a ≥ 3, òî |G| ≤ 12(g − 1).
Åñëè c = 5 è a = 2, òî b ≥ 4, ïîýòîìó |G| ≤ 40(g − 1).
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Åñëè c = 5 è a ≥ 3, òî |G| ≤ 15(g − 1).
Åñëè c = 4 è a ≥ 3, òî |G| ≤ 24(g − 1).
Çíà÷åíèå |G| = 84(g−1) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè a = 1

2 , b = frac13, c = 1
7 .

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ ðîäà g ≥ 2 ìîæåò èìåòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ èç
84(g − 1) ýëåìåíòîâ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ìåðî-
ìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ðîâíî òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, ïðè÷åì âñå
ïðîîáðàçû êàæäîãî èç ýòèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè � êðàòíîñòè 2, 3 è 7 ñîîòâåòñòâåííî

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, è òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 5.6.2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà
g ≥ 2 êîíå÷íà, ïîýòîìó åå ïîðÿäîê íå ïðåâîñõîäèò 84(g− 1). Íî êîíå÷íîñòü
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìû äîêàæåì ïîçæå.

Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû
PSL(2,Z) â ãðóïïó PSL(2,Zp), ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû
åãî âû÷åò ïî ìîäóëþ p. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð-
ôèçìîì. Åãî ÿäðî íàçûâàåòñÿ p-ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ Γ(p).
Îíî ñîñòîèò èç âñåõ öåëî÷èñëåííûõ 2 × 2-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1, âñå
âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà p (ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷-
íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà −1).

Óïðàæíåíèå 5.6.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå PGL(2,Zp)
ðàâíî p(p− 1)(p+ 1), à â ãðóïïå PSL(2,Zp) èõ âäâîå ìåíüøå. Â ÷àñòíîñòè,
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå PSL(2,Z7) ðàâíî

1

2
7 · 6 · 8 = 168.

Óïðàæíåíèå 5.6.4. Êðèâàÿ Êëåéíà çàäàåòñÿ íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì xy3+
yz3 + zx3 = 0.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ ãëàäêàÿ è ÷òî åå ðîä ðàâåí 3.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî ìîäóëÿðíîé 7-ãðóïïå Γ(7) = PSL(2, 7), ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ 2 × 2-ìàòðèö íàä ïîëåì F7

ñ îïðåäåëèòåëåì 1, ïðîôàêòîðèçîâàííîé ïî äâóõýëåìåíòíîé ïîäãðóïïå, ñî-
ñòîÿùåé èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû I è ìàòðèöû −I.

â) Óêàæèòå 168 àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Êëåéíà. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðüòå,
÷òî îíà äîïóñêàåò àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 7

(x : y : z) 7→ (ζ5x : ζ4y : z),

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 7 èç 1, ζ7 = 1.

Êðèâàÿ Êëåéíà � ïåðâàÿ êðèâàÿ â ðÿäó êðèâûõ Ãóðâèöà, ò.å. òàêèõ êðè-
âûõ ðîäà g ≥ 2, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ èìååò ïîðÿäîê 84(g − 1).
Òàêèå êðèâûå ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñÿêîãî ðîäà g, è ñëåäóþùàÿ òàêàÿ êðè-
âàÿ âñòðå÷àåòñÿ ëèøü äëÿ g = 7 (îíà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ìàêáåòà).
Îäíàêî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå g, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ êðèâûå
Ãóðâèöà ðîäà g. Âîïðîñ î òîì, ÷åìó ðàâåí ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé äàííîãî ðîäà g èññëåäîâàí íå äî êîíöà.
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Óïðàæíåíèå 5.6.5. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êðèâîé Ãóðâèöà ðîäà g =
2 è ðîäà g = 4.

Óïðàæíåíèå 5.6.6. Âû÷èñëèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Ôåðìà xn +
yn + zn = 0.

Ïóñòü äëÿ äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G, ñîñòîÿùåé èç àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé C, åñòü k îðáèò ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðóïïàìè Gx, ïîðÿäêè êîòîðûõ
ðàâíû r1, . . . , rk. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèå èìååò òèï {r1, . . . , rk}.

Òåîðåìà 5.6.7. Äåéñòâèå íåòðèâèàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ G íà ñôåðå Ðèìàíà èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òèïîâ: {r, r}, {2, 2, r}
(çäåñü r ≥ 2 � ëþáîå ÷èñëî), {2, 3, 3}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôåðà Ðèìàíà C = CP1 èìååò íóëåâîé ðîä, ïîýòîìó òî-
ïîëîãè÷åñêè ôàêòîðêðèâàÿ C/G ýòî ñôåðà, è åå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

ðàâíà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 = |G|(2 − R), ãäå R =
∑(

1− 1
|Gx|

)
. Ïîýòîìó

äëÿ íåòðèâèàëüíîé ãðóïïû G ïîëó÷àåì 0 < R < 2; â ÷àñòíîñòè, åñòü òî÷êè
âåòâëåíèÿ, ïîòîìó ÷òî R ̸= 0. Ïóñòü êîëè÷åñòâî îðáèò ñ íåòðèâèàëüíûìè
ãðóïïàìè Gx ðàâíî k. Åñëè k = 1, òî 0 < R < 1, ïîýòîìó 2 > 2 − R > 1 è
÷èñëî |G| = 2

2−R íå ìîæåò áûòü öåëûì. Ñëåäîâàòåëüíî, k ≥ 2. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â R, áîëüøå 1/2, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî
ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò 3, ò.å. k ≤ 3.

Ïðè k = 2 ìû ïîëó÷àåì äâå òî÷êè x1 è x2 ñ èíäåêñàìè âåòâëåíèÿ r1 è r2.
Ïóñòü y1 è y2 � îáðàçû ýòèõ òî÷åê â C/G. Íà ñôåðå ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè
y1 è y2 îêðóæíîñòü, îáõîäÿùàÿ âîêðóã òî÷êè y1, ãîìîòîïíà îêðóæíîñòè,
îáõîäÿùåé âîêðóã òî÷êè y2. Ïîýòîìó r1 = r2 = r.

Ïóñòü òåïåðü k = 3 è R =
(
1− 1

a

)
+

(
1− 1

b

)
+

(
1− 1

c

)
. Òîãäà |G| = 2

2−R ,

ãäå 2−R = 1
a + 1

b +
1
c − 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a ≤ b ≤ c. Åñëè a ≥ 3,

òî 2 − R ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 2 è 2 − R = 1
b + 1

c − 1
2 . Ïîýòîìó b = 2

èëè 3. Ïðè b = 2 ïîëó÷àåì |G| = 2c, à ïðè b = 3 ïîëó÷àåì |G| = 2
1
c−

1
6

.

Ñëåäîâàòåëüíî, c = 3, 4 èëè 5.

Çàìå÷àíèå 5.6.8. Äåéñòâèÿ âñåõ óêàçàííûõ òèïîâ ìîæíî ðåàëèçîâàòü. Äåé-
ñòâèå òèïà {r, r} ðåàëèçóåòñÿ ïîâîðîòàìè âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà óãëû,
êðàòíûå 2π/r. Äåéñòâèå òèïà {2, 2, r} ðåàëèçóåòñÿ ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé
ïîâîðîòîì íà óãîë π âîêðóã íåêîòîðîé îñè è ïîâîðîòàìè âîêðóã îñè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïåðâîé îñè, íà óãëû, êðàòíûå π/r (ýòó ãðóïïó ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå êàê ãðóïïó ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñôåðû, îñòàâëÿþùèõ íà
ìåñòå ïðàâèëüíûé 2r-óãîëüíèê, âïèñàííûé â ýêâàòîðèàëüíóþ îêðóæíîñòü).
Äåéñòâèÿ òèïà {2, 3, 3}, {2, 3, 4} è {2, 3, 5} ðåàëèçóþòñÿ ñîáñòâåííûìè äâè-
æåíèÿìè ñôåðû, îñòàâëÿþùèìè íà ìåñòå ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, êóá (èëè
îêòàýäð) è äîäåêàýäð (èëè èêîñàýäð).

Óïðàæíåíèå 5.6.9. Âû÷èñëèòå ïîðÿäêè ïîäãðóïï àâòîìîðôèçìîâ G óêà-
çàííûõ â òåîðåìå 5.6.7 òèïîâ.


