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Ãëàâà 4

Ôîðìóëû Ïëþêêåðà

Ïëîñêèå êðèâûå îáúåäèíÿþòñÿ â ïàðû � êàæäîé ïëîñêîé êðèâîé ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåííóþ åé êðèâóþ, ïðè÷åì äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ ê
äâîéñòâåííîé ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé. Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ãëàäêîé, êàê
ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ îñîáîé, ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè äâîéñòâåííîñòè íåëüçÿ
îáîéòèñü ðàññìîòðåíèåì ëèøü ãëàäêèõ êðèâûõ. Áîëåå òîãî, ïðè ýòîì íåëü-
çÿ îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü êðèâûìè ñ ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè � òî÷êà-
ìè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Îäíàêî ïàðû äâîéñòâåííûõ êðèâûõ,
èìåþùèõ ëèøü òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è òî÷êè âîçâðàòà
(êàñïû), îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàð äâîéñòâåí-
íûõ êðèâûõ çàäàííûõ ñòåïåíåé, ÷òî äåëàåò åñòåñòâåííûì èçó÷åíèå òàêèõ
ïàð. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà îñîáåí-
íîñòåé ðàçëè÷íûõ âèäîâ ó ïàðû äâîéñòâåííûõ êðèâûõ çàäàííûõ ñòåïåíåé.

4.1 Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü

Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V àññîöèèðîâàíî äâîéñòâåííîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ f : V → C íà V . Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü êîíå÷íîìåð-
íûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò òó æå ðàç-
ìåðíîñòü, ÷òî è èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî, à äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê V ∗

åñòåñòâåííî èçîìîðôíî âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V : êàæäàÿ òî÷êà v ∈ V
îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà V ∗, v : f 7→ f(v) äëÿ f ∈ V ∗.

Ïðîåêòèâèçàöèÿ PV ∗ ýòî äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðî-
åêòèâèçàöèè PV ïðîñòðàíñòâà V . Ìû ïîêàæåì, êàê ñîïîñòàâèòü ïëîñêîé
êðèâîé C ⊂ CP2 äâîéñòâåííóþ ïëîñêóþ êðèâóþ C∗ â äâîéñòâåííîé ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè (CP2)∗.

Ïðÿìîé l â CP2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà l∗ ∈ (CP2)∗ � ýòî íåíóëåâîé ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà l. Òàêîé ôóíêöèîíàë åäèí-
ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ ïîñòîÿííóþ. Òåì ñàìûì,
îí êîððåêòíî îïðåäåëÿåò òî÷êó äâîéñòâåííîé ïëîñêîñòè. Íàîáîðîò, ïðÿìîé
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â äâîéñòâåííîé ïëîñêîñòè ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà â èñõîäíîé ïëîñêîñòè. Åñëè
ïðÿìàÿ â CP2 çàäàíà ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ax + by + cz = 0, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé òî÷êà â äâîéñòâåííîé ïëîñêîñòè èìååò êîîðäèíàòû (a : b : c).
Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: òî÷-
êè A è B ëåæàò íà ïðÿìîé l òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìûå A∗ è B∗

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå l∗. Ýòî ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðå-
äåëåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.

Ãëàäêîé êðèâîé C ⊂ CP2 äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ C∗ ⊂ (CP2)∗ ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîé òî÷êå êðèâîé C ñîïîñòàâèì ïðÿìóþ l,
êàñàþùóþñÿ êðèâîé C â ýòîé òî÷êå, à ïðÿìîé l � òî÷êó l∗. Ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê l∗, ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì, îáðàçóåò êðèâóþ C∗.

Óïðàæíåíèå 4.1.1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëëèïñó
x2

a2
+
y2

b2
= 1 äâîéñòâåí ýëëèïñ

a2x2 + b2y2 = 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåîñîáîé êðèâîé âòîðîé ñòåïåíè äâîéñòâåííà êðè-
âàÿ âòîðîé ñòåïåíè.

Óïðàæíåíèå 4.1.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííî äâîéñòâåííûõ êðèâûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîé êðèâîé äâîéñòâåííà âûïóêëàÿ êðèâàÿ. (Çàìêíó-
òàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îíà îãðàíè÷èâàåò
âûïóêëóþ ôèãóðó.)

Äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ ê îñîáîé êðèâîé C îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå
â (CP2)∗ ìíîæåñòâà òî÷åê l∗, îòâå÷àþùèõ êàñàòåëüíûì ïðÿìûì ê C â ãëàä-
êèõ òî÷êàõ. Êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè
áîëüøåé 2, âñåãäà íåãëàäêàÿ. Îäíàêî ýòî ïî-ïðåæíåìó àëãåáðàè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ.

Òåîðåìà 4.1.3. Åñëè êðèâàÿ C àëãåáðàè÷åñêàÿ, òî êðèâàÿ C∗ òîæå àëãå-

áðàè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ â CP2 óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0.
Êàñàòåëüíàÿ ê C â òî÷êå (x0 : y0 : z0) ∈ C çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

xFx + yFy + zFz = 0,

ãäå ïðîèçâîäíûå Fx, Fy è Fz áåðóòñÿ â òî÷êå (x0, y0, z0). Äâîéñòâåííàÿ êðè-
âàÿ C∗ ñîñòîèò èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (Fx : Fy : Fz). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî ïåðåìåííûå x1 = Fx(x0, y0, z0), y1 = Fy(x0, y0, z0) è z1 = Fz(x0, y0, z0)
ñâÿçàíû íåêîòîðûì îäíîðîäíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåìG(x1, y1, z1) =
0. Äîáàâèì ê ñîîòíîøåíèÿì x1 = Fx, y1 = Fy, z1 = Fz ñîîòíîøåíèå F (x0, y0, z0) =
0 (èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó ñîîòíîøåíèå x1x0+y1y0+z1z0 = 0). Òîãäà èç ýòèõ
÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èòü x0, y0 è z0.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíî àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó x1, y1 è z1.

Èñêëþ÷åíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ó íàñ åñòü ÷åòûðå
ñîîòíîøåíèÿ f1 = 0, . . . , f4 = 0 íà ïåðåìåííûå x0, x1, y0, y1, z0, z1. Çàìåíèì
êàæäóþ ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ (f1, f4), (f2, f4), (f3, f4), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
ìíîãî÷ëåíû îò x0, ðåçóëüòàíòîì ýòîé ïàðû. Ïîëó÷èì òðîéêó ìíîãî÷ëåíîâ
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g1, g2, g3, óæå íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé x0. Òåïåðü çàìåíèì êàæäóþ èç
äâóõ ïàð ìíîãî÷ëåíîâ (g1, g3) è (g2, g3), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìíîãî÷ëåíû
îò y0, èõ ðåçóëüòàíòîì. Çàòåì òàêèì æå ñïîñîáîì èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ z0
èç ïîëó÷åííîé ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ (h1, h2). Ïðèðàâíèâàíèå ê íóëþ ïîëó÷åí-
íîãî â ðåçóëüòàòå îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííûõ x1, y1, z1 è äàåò
óðàâíåíèå äâîéñòâåííîé êðèâîé.

Ñòåïåíü êðèâîé C∗ íàçûâàþò êëàññîì êðèâîé C. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññ
êðèâîé C � ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C∗ ñ ïðÿìîé îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ, ò. å. êîëè÷åñòâî êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé C, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êó îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Êëàññ íåîñîáîé êðèâîé çàâèñèò òîëüêî îò åå ñòå-
ïåíè.

Ïðèìåð 4.1.4. Âû÷èñëèì äâîéñòâåííûå êðèâûå ê êóáè÷åñêèì êðèâûì ñå-
ìåéñòâà

y2z − x3 + axz2 = 0. (4.1)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå x1, y1, z1 èìååò âèä

x1 + 3x2 − az2 = 0

y1 − 2yz = 0

z1 − y2 − 2axz = 0

x1x+ y1y + z1z = 0.

Èñêëþ÷àÿ x èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â ïàðå ñ ÷åòâåðòûì (âî âòîðîì
óðàâíåíèè ýòà ïåðåìåííàÿ îòñóòñòâóåò), ïîëó÷àåì ñèñòåìó

x31 − ax21z
2 + 3y21y

2 + 6y1yz1z + 3z21z
2 = 0

y1 − 2yz = 0

x1y
2 − x1z1 − 2ay1yz − 2az1z

2 = 0.

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé y èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïàðå ñ ïåðâûì è òðåòüèì
äàåò ñèñòåìó

4x31z
2 − 4ax21z

4 + 12y21z1z
2 + 3y41 + 12y21z1z

2 = 0

x1y
2
1 − 4x1z1z

2 − 4ay21z
2 − 8az1z

4 = 0.

Íàêîíåö, èñêëþ÷àÿ z, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâîéñòâåííîé êðèâîé

4x31z
3
1 +27y21z

4
1 − a(ax41y

2
1 +24ax1y

4
1z1 +30x21y

2
1z

2
1 +4x51z1 +4a2y61) = 0. (4.2)

Çíà÷èò, ïðè îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ ê êóáèêå
èìååò ñòåïåíü 6, ò.å. êëàññ êóáèêè ðàâåí 6.

Ïðè a = 0 êðèâàÿ ñåìåéñòâà âûðîæäàåòñÿ â ïîëóêóáè÷åñêóþ êðèâóþ

y2z − x3 = 0,

à äâîéñòâåííàÿ � â ïîëóêóáè÷åñêóþ êðèâóþ

4x31 + 27y21z1 = 0.

Çíà÷èò, êëàññ ïîëóêóáè÷åñêîé êðèâîé ðàâåí 3.
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Ðèñ. 4.1: Ïðåäåëüíàÿ êàñàòåëüíàÿ

Äëÿ äâîéñòâåííûõ êðèâûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (C∗)∗ = C. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü l∗1 è l∗2 � äâå áëèçêèå òî÷êè êðèâîé C∗. Èì ñîîòâåòñòâó-
þò êàñàòåëüíûå l1 è l2 ê êðèâîé C. Òî÷êå A èñõîäíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé
ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå l1 è l2, ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ A

∗ â äâîéñòâåííîé ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè l∗1 è l∗2 (ðèñ. 4.1). Ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè l∗2
ê òî÷êå l∗1 ïðÿìàÿ A

∗ ñòðåìèòñÿ ê êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðèâîé C∗ â
òî÷êå l∗1. Ïðè ýòîì òî÷êà A ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå, â êîòîðîé ïðÿìàÿ l1 êàñà-
åòñÿ êðèâîé C. Çíà÷èò, êàñàòåëüíûì ê äâîéñòâåííîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êè èñõîäíîé êðèâîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óïðàæíåíèå 4.1.5. Âû÷èñëèòå äâîéñòâåííóþ êðèâóþ ê êðèâîé (4.2) è óáå-
äèòåñü, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ êðèâîé (4.1).

Åñëè êðèâàÿ C íåîñîáàÿ, òî êðèâàÿ C∗ íå îáÿçàòåëüíî áóäåò íåîñîáîé.
Äåëî â òîì, ÷òî äâîéíîé êàñàòåëüíîé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ,
à êàñàòåëüíîé â òî÷êå ïåðåãèáà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà âîçâðàòà (ðèñ. 4.2) äâîé-
ñòâåííîé êðèâîé. Ïåðâîå èç ýòèõ ñâîéñòâ î÷åâèäíî, ïîýòîìó îáñóäèì ëèøü
âòîðîå ñâîéñòâî. Åãî ìîæíî èññëåäîâàòü ëîêàëüíî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïå-
ðåãèáà.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ y = x3, äëÿ êîòîðîé òî÷êà (0,0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåãèáà. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå êðèâîé ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0)
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y − y0 = 3x20(x− x0), ò. å.

−3x20x+ y + 2x30 = 0.

Ïîýòîìó òî÷êå (x0 : x30 : 1) ∈ CP2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà (−3x20 : 1 : 2x30) =
(−3x−1

0 /2 : x−3
0 /2 : 1) äâîéñòâåííîé êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ

êðèâàÿ ñîñòîèò èç òî÷åê (x1 : y1 : 1), x1 = −3x−1
0 /2, y1 = x−3

0 /2. Ýòà êðèâàÿ
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (−2x1/3)

3 = 2y1. Êðèâàÿ ïîëó÷èëàñü ïî÷òè òàêàÿ æå,
íî ïðè ýòîì òî÷êå (0:0:1) èñõîäíîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (0:1:0) äâîé-
ñòâåííîé êðèâîé. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0:1:0) äâîéñòâåííîé êðèâîé óäîáíî
èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòû (x1 : 1 : z1). Ïðè ýòîì x1 = −3x0 è z1 = 2x30, ò. å. â
ýòèõ êîîðäèíàòàõ äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 27z21 + x31 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êå ïåðåãèáà (ðèñ. 4.2 à)) äâîéñòâåííà òî÷êà âîçâðàòà
(ðèñ. 4.2 á)).

Ýëëèïñû
x2

a2
+a2y2 = 1 è a2x2+

y2

a2
= 1 äâîéñòâåííû äðóã äðóãó, ïîýòîìó

êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ïàðû ýòèõ ýëëèïñîâ, äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå. Âîñïîëü-
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Ðèñ. 4.2: à) Äâîéíàÿ êàñàòåëüíàÿ, êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå ïåðåãèáà è á) îñî-
áåííîñòè äâîéñòâåííîé êðèâîé

Ðèñ. 4.3: Äâîéñòâåííûå êðèâûå

çîâàâøèñü ýòèì ñâîéñòâîì, à òàêæå òåì, ÷òî òî÷êå ïåðåãèáà äâîéñòâåííà
òî÷êà âîçâðàòà, à äâîéíîé êàñàòåëüíîé äâîéñòâåííà òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ,
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðèâûå, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4.3, äâîéñòâåííû
äðóã äðóãó.

4.2 Ôîðìóëû Ïëþêêåðà äëÿ íåîñîáûõ êðèâûõ

Ìû óæå çíàåì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè êðèâûõ, äâîéñòâåí-
íûõ ê ãëàäêèì. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Åå êëàññ � ýòî
ñòåïåíü äâîéñòâåííîé ê íåé êðèâîé C∗, ò.å. ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâîé-
ñòâåííîé êðèâîé ñ ïðÿìîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Ïðÿìàÿ íà äâîéñòâåííîé ïëîñêîñòè îòâå÷àåò íåêîòîðîé òî÷êå
èñõîäíîé ïëîñêîñòè è ñîñòîèò èç âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó.
Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòî ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ
êðèâîé C. Åñëè C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n, òî, êàê ìû çíàåì, ÷åðåç
òî÷êó îáùåãî ïîëîæåíèÿ âíå êðèâîé C ïðîõîäèò n(n − 1) êàñàòåëüíûõ ê
êðèâîé C (ñì. òåîðåìó 2.2.7). Çíà÷èò,

Óòâåðæäåíèå 4.2.1. Êëàññ n∗ íåîñîáîé ïëîñêîé êðèâîé ñòåïåíè n ðàâåí

n(n− 1).

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè n > 2 êðè-
âàÿ C∗, äâîéñòâåííàÿ ê ãëàäêîé êðèâîé C ñòåïåíè n, îñîáà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû îíà áûëà íåîñîáà, òî ñòåïåíü äâîéñòâåííîé ê íåé êðèâîé C∗∗ ðàâ-
íÿëàñü áû n(n − 1)(n(n − 1) − 1), ò.å. áûëà áû áîëüøå n è, ñëåäîâàòåëüíî,
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êðèâàÿ C∗∗ íå ìîãëà áû ñîâïàäàòü ñ êðèâîé C.
Êîëè÷åñòâî òî÷åê âîçâðàòà íà êðèâîé C∗ òàêæå ëåãêî îïðåäåëèòü. Òî÷êè

âîçâðàòà äâîéñòâåííîé êðèâîé âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì
ïåðåãèáà èñõîäíîé. Êàê ìû çíàåì, ó îáùåé ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè n èìå-
åòñÿ 3n(n− 2) òî÷åê ïåðåãèáà (ñì. óïðàæíåíèå 2.3.2). Ïîýòîìó

Óòâåðæäåíèå 4.2.2. Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ îáùåé íåîñîáîé ïëîñêîé êðè-

âîé ñòåïåíè n, èìååò k∗ = 3n(n− 2) òî÷åê âîçâðàòà.

Òåïåðü ó íàñ åñòü íåîáõîäèìûå äàííûå äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà äâîéíûõ òî-
÷åê íà êðèâîé, äâîéñòâåííîé ãëàäêîé. Êðèâàÿ C∗ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãëàäêîé
êðèâîé C ïðè ãîëîìîðôíîì îòîáðàæåíèè ïðîåêòèâíîé äâîéñòâåííîñòè. Ýòî
îòîáðàæåíèå ïî÷òè âñþäó âçàèìíî-îäíîçíà÷íî è íåâûðîæäåíî. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ãëàäêàÿ êðèâàÿ C ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèåé îñîáîé êðèâîé C∗.

Áóäåì íàçûâàòü ðîäîì îñîáîé êðèâîé ðîä åå íîðìàëèçàöèè. Åñëè áû
êðèâàÿ C∗ áûëà ãëàäêîé ñòåïåíè n(n − 1), òî åå ðîä ðàâíÿëñÿ áû (n(n −
1)−1)(n(n−1)−2)/2. Íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðîäà.
Ïðè ýòîì îñîáàÿ òî÷êà êàæäîãî òèïà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðîäà íà îäíó
è òó æå âåëè÷èíó.

Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ãëàäêîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, èìååò îñî-
áûå òî÷êè äâóõ òèïîâ � êàñïû (ò.å., òî÷êè âîçâðàòà, ïîëóêóáè÷åñêèå îñòðèÿ)
è òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà y2 =
x3z èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó � êàñï � è íîðìàëèçóåòñÿ ðàöèî-
íàëüíîé êðèâîé, òîãäà êàê ãëàäêàÿ êðèâàÿ òðåòüåé ñòåïåíè èìååò ðîä 1.
Òåì ñàìûì, ïîÿâëåíèå êàñïà íà êðèâîé äàííîé ñòåïåíè ïîíèæàåò åå ðîä
íà 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû óæå çíàåì (ñì. ï. 1.3), ïîÿâëåíèå òî÷êè
ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ñíèæàåò ðîä êðèâîé íà 1. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà äâîéñòâåííîé êðèâîé ðàâíî

δ∗ =
1

2
(n∗ − 1)(n∗ − 2)− 1

2
(n− 1)(n− 2)− k∗

=
1

2
(n(n− 1)− 1)(n(n− 1)− 2)− 1

2
(n− 1)(n− 2)− 3n(n− 2)

=
1

2
n(n− 2)(n− 3)(n+ 3).

Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 4.2.3. Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê îáùåé ãëàäêîé êðèâîé ñòå-

ïåíè n, èìååò

δ∗ =
1

2
n(n− 2)(n− 3)(n+ 3)

òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ê îáùåé ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè n ìîæíî

ïðîâåñòè 1
2n(n− 2)(n− 3)(n+ 3) äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ.

Ïðè n = 3 ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ δ∗ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ãëàäêîé êóáèêå, íå èìååò òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (íî èìååò 9 òî÷åê âîçâðàòà). Ïðè n = 4 èìååì δ∗ = 28: ê
îáùåé ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè 4 ìîæíî ïðîâåñòè 28 äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ.
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4.3 Ôîðìóëû Ïëþêêåðà äëÿ îñîáûõ êðèâûõ

Ðàñïðîñòðàíèì òåïåðü âûâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôîðìóëû íà
ñëó÷àé, êîãäà ó êðèâîé C òàêæå åñòü îñîáûå òî÷êè � òî÷êè äâóêðàòíî-
ãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è òî÷êè âîçâðàòà. Äëÿ îáùåé òàêîé êðèâîé C äàííîé
ñòåïåíè äâîéñòâåííàÿ åé êðèâàÿ òàêæå íå èìååò îñîáåííîñòåé äðóãîãî âèäà.

Ïóñòü n � ñòåïåíü êðèâîé C, δ � ÷èñëî åå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, k �
÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà; n∗, δ∗ è k∗ � àíàëîãè÷íûå ÷èñëà äëÿ êðèâîé C∗.

Îáîáùåíèÿ âûâåäåííûõ íàìè ôîðìóë íà ñëó÷àé îñîáûõ êðèâûõ èìåþò
ñëåäóþùèé âèä, íàçûâàåìûé ôîðìóëàìè Ïëþêêåðà:

n∗ = n(n− 1)− 2δ − 3k, 3n(n− 2) = k∗ + 6δ + 8k,
n = n∗(n∗ − 1)− 2δ∗ − 3k∗, 3n∗(n∗ − 2) = k + 6δ∗ + 8k∗.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþ-
áîå èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òðåõ îñòàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé.

Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì ôîðìóëó n(n−1) = n∗+2δ+3k; èç íåå ïåðåõîäîì
ê äâîéñòâåííîé êðèâîé ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó n∗(n∗−1) = n+2δ∗+3k∗.

Ôèêñèðóåì òî÷êó P = (p1 : p2 : p3) ∈ CP2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé f = 0 òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, ò. å. èç íåå ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî n∗ ðàçëè÷íûõ êàñàòåëüíûõ ê
êðèâîé. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

f(X + tP ) = f(X) + t
∑

pi
∂F

∂xi
(X) +

t2

2

∑
pipjfij(X) + . . .

Ýòî ðàçëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìàÿ PX ïåðåñåêàåò êðèâóþ f = 0 â
òî÷êå X íå ìåíåå ÷åì äâóêðàòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà X ëåæèò
íà ïåðåñå÷åíèè êðèâûõ f = 0 è g = 0, ãäå g(X) =

∑
pi

∂F
∂xi

(X) � ïîëèíîì
ñòåïåíè n − 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f=0 è g = 0
áûâàþò ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ:

òèï (1): òî÷êè êàñàíèÿ êðèâîé f = 0 ñ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç
òî÷êè P ;

òèï (2): òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f = 0;
òèï (3): òî÷êè âîçâðàòà êðèâîé f = 0.
Ïî òåîðåìå Áåçó êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è g = 0 ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè ðàâíî n(n− 1). Ïîýòîìó ôîðìóëà n(n− 1) = n∗ +2δ+3k
áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óáåäèìñÿ, ÷òî òî÷êè òèïà (1) � îäíîêðàòíûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è g = 0, òî÷êè òèïà (2) � äâóêðàòíûå, à òî÷êè
òèïà (3) � òðåõêðàòíûå. Ýòî âû÷èñëåíèå ìîæíî ïðîèçâåñòè ëîêàëüíî.

Òè ï (1). Ïóñòü X = (0 : 0 : 1), P = (px : 0 : pz), ãäå px ̸= 0. Ïðÿìàÿ PX,
çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì y = 0, ïåðåñåêàåò êðèâóþ f = 0 â òî÷êå X äâóêðàò-
íî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x, y, z) = zn−1y+ zn−2(ax2 + bxy+cy2)+ . . . , ïðè÷åì
a ̸= 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

f(x, y, z) = a0z
n + (a1x+ b1y)z

n−1 + (a2x
2 + b2xy + c2y

2)zn−2 + . . .
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Óðàâíåíèå f(x, 0, z) = 0, ò. å. a0z
n + a1xz

n−1+a2x
2zn−2 + . . . , äîëæíî èìåòü

äâóêðàòíûé êîðåíü x = 0. Ïîýòîìó a0 = 0, a1 = 0 è a2 ̸= 0. Êðîìå òîãî,
b1 ̸= 0, òàê êàê èíà÷å òî÷êà X áûëà áû îñîáîé.

Âòîðàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

px
∂f

∂x
+ pz

∂f

∂z
= 0,

ò. å.
zn−2(2ax+ by)px + (n− 1)zn−2ypz + · · · = 0.

Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå X = (0 : 0 : 1) ê ýòîé êðèâîé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
(2ax + by)px + (n − 1)ypz = 0. Ïîñêîëüêó a ̸= 0, ýòà ïðÿìàÿ îòëè÷íà îò
ïðÿìîé y = 0. Ïîýòîìó êðèâûå f = 0 è g = 0 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X
òðàíñâåðñàëüíî.

Òè ï (2). Ïóñòü X = (0 : 0 : 1) è êàñàòåëüíûå â òî÷êå X ê âåòâÿì êðèâîé
f = 0 çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x = 0 è y = 0. Òîãäà f(x, y, z) = zn−2xy + . . .
Ïóñòü P = (px : py : pz), ãäå pxpy ̸= 0. Òîãäà âòîðàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì zn−2(pxx + pyy) + . . . = 0. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå
X çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì pxx + pyy = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ g = 0
ïåðåñåêàåò îáå âåòâè êðèâîé f = 0 â òî÷êå X òðàíñâåðñàëüíî, ïîýòîìó
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ðàâíà 2.

Òè ï (3). Ïóñòü X = (0 : 0 : 1) è êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå X ê êðèâîé f = 0
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0. Òîãäà f(x, y, z) = zn−2y2 + . . . Ïóñòü P = (px :
py : pz), ïðè÷åì py ̸= 0. Âòîðàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 2zn−2ypy +
· · · = 0. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå X çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0
(ðèñ. ??). Ïîýòîìó êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è g = 0 â òî÷êå X
ðàâíà 3. Ôîðìóëà 3n(n − 2) = k∗ + 6δ + 8k äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ò. å.
ìû ñíîâà ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f = 0 ñ íåêîòîðîé êðèâîé
h = 0. Îïðåäåëåíèå êðèâîé h = 0 òîæå îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè

f(X + tP ) = f(X) + t
∑

pifi(X) +
t2

2

∑
pipjfij(X) + . . .

Íî íà ýòîò ðàç íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå ëèíåéíàÿ, à êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü
ðàçëîæåíèÿ, ïðè÷åì òî÷êà P áóäåò íå ôèêñèðîâàííîé, à ïåðåìåííîé. Òîãäà
âûðàæåíèå pipjfij(X) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò
P . Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò âûðîæäåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
det (fij(X)) = 0. Êðèâóþ h = 0, ãäå h(X) = det(fij(X)), íàçûâàþò ãåññèàíîì
êðèâîé f = 0. Îòìåòèì, ÷òî êðèâàÿ h = 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò
â CP2, õîòÿ ñàìà ôóíêöèÿ h çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò (ïðè ïåðåõîäå ê
äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò h óìíîæàåòñÿ íà êâàäðàò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
çàìåíû êîîðäèíàò). Ôóíêöèÿ fij ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n− 2, ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàçìåðîì 3× 3, ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè fij , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 3(n− 2).

Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è h = 0 ñ ó÷åòîì èõ êðàò-
íîñòåé ðàâíî 3n(n − 2). Ïðîâåðèì, ÷òî òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ
ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè:



4.3. ÔÎÐÌÓËÛ ÏËÞÊÊÅÐÀ ÄËß ÎÑÎÁÛÕ ÊÐÈÂÛÕ 63

òèï (1): òî÷êè ïåðåãèáà êðèâîé f = 0;
òèï (2): òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f = 0;
òèï (3): òî÷êè âîçâðàòà êðèâîé f = 0.

(Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ó êðèâîé f = 0 íåò áîëåå ñëîæíûõ
îñîáûõ òî÷åê, ÷åì òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è òî÷êè âîçâðàòà.)

Íåîñîáàÿ òî÷êàX êðèâîé f = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàñàòåëüíàÿ PX, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

∑
pifi(X) = 0, ïåðåñå-

êàåò êðèâóþ f = 0 â òî÷êå X ñ êðàòíîñòüþ 3. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî êîíèêà

∑
pipjfij(X) = 0 ñîäåðæèò ïðÿìóþ

∑
pifi(X) = 0. Ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ êîíèêà âñåãäà êàñàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé, ïîýòîìó êî-
íèêà ñîäåðæèò ïðÿìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíèêà âûðîæäåííàÿ,
ò. å. h(X) = 0.

Åñëè æå òî÷êà X îñîáàÿ, òî â ñëó÷àå, êîãäà X � òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ,
êîíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ âåòâåé êðèâîé f = 0,
à â ñëó÷àå, êîãäà X � òî÷êà âîçâðàòà, êîíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó
ñëèâøèõñÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé f = 0 â òî÷êå X. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ h(X) =
0.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé è åå ãåññèàíà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: òî÷êà X êðèâîé f = 0 ëåæèò íà ãåññèàíå h = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷åðåç òî÷êó X ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ êðè-
âóþ f = 0 â òî÷êå X ñ êðàòíîñòüþ íå ìåíåå 3. Åñëè X = (0, 0, 1) è ïðÿìàÿ
y = 0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ f = 0 â òî÷êå X ñ êðàòíîñòüþ íå ìåíåå 3, òî

f = zn−1ay +
1

2
zn−2(2bxy + cy2) + . . .

Âû÷èñëèì êðàòíîñòè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è h = 0 â ñëó÷àÿõ
(1)�(3). Ïðè ýòîì ìû áóäåì ó÷èòûâàòü ëèøü ãëàâíóþ ÷àñòü ôóíêöèè f â
òî÷êå (0,0,1), ò. å. íàèáîëåå âûñîêèå ñòåïåíè z.

Òèï (1) � òî÷êà ïåðåãèáà. Â ýòîì ñëó÷àå

f = zn−1y +
1

2
zn−2(2bxy + cy2) +

1

6
zn−3(dx3 + . . . ),

ïðè÷åì d ̸= 0, òàê êàê èíà÷å êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f = 0 è ïðÿìîé
y = 0 áûëà áû áîëüøå 3. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ãåññèàíà h ðàâíà∣∣∣∣∣∣

dzn−3x bzn−2 b(n− 2)zn−3y
bzn−2 czn−2 (n− 1)zn−2

b(n− 2)zn−3y (n− 1)zn−2 (n− 1)(n− 2)zn−3y

∣∣∣∣∣∣ =
= (n− 1)z3n−7(−d(n− 1)x+ b2(n− 2)y + . . . ).

Ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ ê ãåññèàíó â òî÷êå (0,0,1) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

−d(n− 1)x+ b2(n− 2)y = 0.

Ýòà êàñàòåëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíà ïðÿìîé y = 0, ïîýòîìó êðàòíîñòü ïåðåñå-
÷åíèÿ êðèâûõ f = 0 è h = 0 â òî÷êå (0,0,1) ðàâíà 1.
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Ðèñ. 4.4: Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà

Òèï (2) � òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âèäà xy = 0. Â ýòîì ñëó÷àå f =

zn−2xy +
1

6
zn−3(ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3) + . . . , ïðè÷åì a ̸= 0 è d ̸= 0, òàê

êàê èíà÷å êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f = 0 ñ ïðÿìûìè x = 0 è y = 0
â òî÷êå (0,0,1) áûëà áû áîëüøå 3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåòâåé êðèâîé f = 0,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó (0,0,1), óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìíîãîóãîëü-
íèê Íüþòîíà. Îí ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà xpyq

ìíîãî÷ëåíà f îòìå÷àåì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (p, q), à çàòåì áåðåì âûïóê-
ëóþ îáîëî÷êó îòìå÷åííûõ òî÷åê. Âåòâè êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò òåì ñòîðîíàì
ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ îòäåëÿþò ìíîãîóãîëüíèê
îò íà÷àëà êîîðäèíàò. (Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðèâåäåì íà ñ. 66.) Äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé êðèâîé ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.4. Ñòîðîíû

ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþò âåòâÿì yz +
1

6
ax2 = 0 è xz+

1

6
dy2 = 0.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ãåññèàíà èìååò âèä

(n− 1)

[
(n− 2)z3n−8xy−

−1

6
z3n−9

(
nax2 + 3(8− 3n)bx2y + 3(8− 3n)cx2y + ndy3

)]
.

Äëÿ ãåññèàíà ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà òîò æå ñàìûé, ïîýòîìó âåòâè ãåññè-
àíà çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

(n− 2)yz − 1

6
nax2 = 0 è (n− 2)xz − 1

6
ndy2 = 0.

Êðèâûå yz +
1

6
ax2 = 0 è (n − 2)yz − 1

6nax
2 = 0 íå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó

êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåòâåé êðèâûõ f = 0 è h = 0 â
òî÷êå (0,0,1) ðàâíà 2. Êðèâûå f = 0 è h = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0,1)
èçîáðàæåíû íà ðèñ. ??. Êàæäàÿ èç äâóõ âåòâåé ãåññèàíà ïåðåñåêàåò îäíó
âåòâü èñõîäíîé êðèâîé òðàíñâåðñàëüíî, à äðóãóþ âåòâü � ñ êðàòíîñòüþ 2.
Ïîýòîìó îáùàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ â ýòîé òî÷êå ðàâíà 6.

Òèï (3) � òî÷êà âîçâðàòà âèäà y2 = x3. Â ýòîì ñëó÷àå

f =
1

2
zn−2y2 +

1

6
zn−3(ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3) + . . .
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Ãëàâíàÿ ÷àñòü ãåññèàíà èìååò âèä:

−1

2
(n− 1)(n− 2)z3n−9y2(ax+ by).

Äèàãðàììà Íüþòîíà (ðèñ.??) ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò

åùå ëèøü êîýôôèöèåíò ïðè z3n−10x4. Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí − 1

12
a2(n−

1)(n− 3). Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó (0,0,1) ïðîõîäÿò äâå âåòâè ãåññèàíà,

çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè ax+ by = 0 è (n− 2)y2+
1

6
(n− 3)ax3 = 0 (ðèñ. ??).

Òàê êàê a ̸= 0, ïðÿìàÿ ax + by = 0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ f = 0 äâóêðàòíî.
Ïðîâåðèì, ÷òî êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ äðóãîé âåòâè ãåññèàíà ñ êðèâîé f =
0 ðàâíà 6, ò. å. îáùàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé è ãåññèàíà â òî÷êå
âîçâðàòà ðàâíà 8.

Ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ f(y) = y3 + ax2 è g(y) = y3 + bx2 ðàâåí

det

(
I ax2I
I bx2I

)
= det(bx2I − ax2I) = (b− a)3x6

(çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì 3× 3). Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ
ðåçóëüòàíò ðàâåí (b−a)3x6z3. Ïîýòîìó êðèâûå y3+ax2z = 0 è y3+bx2z = 0
ïðè a ̸= b ïåðåñåêàþòñÿ 6-êðàòíî â òî÷êå (0,0,1) è 3-êðàòíî â òî÷êå (1,0,0).

Â èòîãå ïîëó÷àåì 3n(n − 2) = k∗ + 6δ + 8k, ãäå k∗ � êîëè÷åñòâî òî-
÷åê âîçâðàòà äâîéñòâåííîé êðèâîé, ò. å. êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà èñõîä-
íîé êðèâîé, δ � êîëè÷åñòâî òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, k � êîëè÷åñòâî òî÷åê
âîçâðàòà. Äëÿ äâîéñòâåííîé êðèâîé ïîëó÷àåì 3n∗(n∗ − 2) = k+6δ∗+8k∗.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà çàâåðøåíî.

Âîò îäíî èç èç ïðèëîæåíèé. Äëÿ íåîñîáîé êðèâîé δ = 0 è k = 0, ïîýòîìó

k∗ = 3n(n− 2), δ∗ =
n(n− 3)(n2 + n− 6)

2
.

Íàïîìíèì, ÷òî k∗ � êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà êðèâîé C, à δ∗ � êîëè÷å-
ñòâî äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ êðèâîé C. Â ÷àñòíîñòè, íåîñîáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè
3 èìååò ðîâíî 9 òî÷åê ïåðåãèáà è íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ, à íåîñî-
áàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4 èìååò ðîâíî 24 òî÷êè ïåðåãèáà è ðîâíî 28 äâîéíûõ
êàñàòåëüíûõ.

4.4 Ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì P (x, y, z) = 0,
íåïðèâîäèìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìíîæèòåëåé, ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíà. Îäíàêî ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè âûáðàí-
íîé òî÷êè (ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷êà èìååò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû
(0 : 0 : 1)) óðàâíåíèå êðèâîé âñå-òàêè ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íåòðèâèàëüíûå
ìíîæèòåëè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ìíîæè-
òåëåé çàäàåò ëîêàëüíóþ âåòâü êðèâîé.
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Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ïóñòü p(x, y) = 0 � óðàâíåíèå êðèâîé P (x, y, z) = 0
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), p(x, y) = P (x, y, 1). Ìû ãîâîðèì, ÷òî êðèâàÿ
ëîêàëüíî íåïðèâîäèìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), åñëè ôóíêöèþ p(x, y)
íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé p(x, y) =
p1(x, y)p2(x, y), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â òî÷êå (0, 0). Åñëè ôóíêöèÿ p äîïóñ-
êàåò ðàçëîæåíèå íà ëîêàëüíî íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè

p(x, y) = p1(x, y) . . . pd(x, y),

òî êðèâûå, ëîêàëüíî çàäàííûå óðàâíåíèÿìè pi(x, y) = 0, i = 1, . . . , d, íàçû-
âàþòñÿ ëîêàëüíûìè âåòâÿìè êðèâîé â òî÷êå.

Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí p(x, y) = P (x, y, 1) íåïðèâîäèì, ñî-
ìíîæèòåëè â åãî ðàçëîæåíèè íà ëîêàëüíî íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íå ìî-
ãóò áûòü ïîëèíîìèàëüíûìè � â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ x, y îíè çàäàþòñÿ
áåñêîíå÷íûìè ðÿäàìè.

Óïðàæíåíèå 4.4.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëîêàëüíûõ âåòâåé: à) â
ãëàäêîé òî÷êå êðèâàÿ ëîêàëüíî íåïðèâîäèìà, ò.å. êðèâàÿ ìîæåò áûòü ëî-
êàëüíî ïðèâîäèìîé òîëüêî â îñîáîé òî÷êå; á) â îñîáîé òî÷êå êðèâàÿ íå
îáÿçàòåëüíî ëîêàëüíî ïðèâîäèìà; íàïðèìåð, íà÷àëî êîîðäèíàò â ïîëóêó-
áè÷åñêîé ïàðàáîëå x2 = y3 ÿâëÿåòñÿ åå ëîêàëüíî íåïðèâîäèìîé òî÷êîé;
â) âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ âåòâü êðèâîé äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçà-
öèþ, ò.å. äëÿ âñÿêîé íåïðèâîäèìîé â íà÷àëå êîîðäèíàò àíàëèòè÷åñêîé êðè-
âîé pi(x, y) = 0 ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè f1(t), f2(t),
f1(0) = f2(0) = 0, òàêèå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò
pi(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(f1(t), f2(t)) = 0.

Îáúÿñíèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî, êàê ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû (ìíîãîó-
ãîëüíèêà) Íüþòîíà íàõîäèòü âåòâè êðèâîé, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó
(0,0). Ðàññìîòðèì êðèâóþ

∑
aix

miyni = 0. Âåòâè ýòîé êðèâîé, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç òî÷êó (0,0), çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà y = xαφ(x), ãäå φ(x) → a ̸= 0
ïðè x→ 0. Ïîäñòàâèâ òàêîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå êðèâîé, ïîëó÷èì∑

aix
mi+αniφi(x) = 0. (4.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî èç ÷èñåë mk + αnk ìåíüøå îñòàëüíûõ. Ñîêðàòèâ
(6.4) íà xmk+αnk , ïîëó÷èì akψ1(x) + ψ2(x) = 0, ïðè÷åì lim

x→0
ψ1(x)̸=0 è

lim
x→0

ψ2(x) = 0. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîýòîìó ïðè äàííîì α ïî êðàé-

íåé ìåðå äâà ÷èñëà mi + αni è mj + αnj äîëæíû ñîâïàäàòü è áûòü ìåíü-
øå âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà. Åñëè ìèíèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
mi + αni = mj + αnj = . . . = ms + αns, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü çàäàåòñÿ
(ïðèáëèæåííî) óðàâíåíèåì

aix
miyni + ajx

mjynj + . . .+ asx
msyns = 0;

êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ýòîì óðàâíåíèè ðàâíî êîëè÷åñòâó îòìå÷åííûõ òî-
÷åê, ëåæàùèõ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîãî, ÷òî ÷èñëî mi+αni = . . . = ms+αns ìèíèìàëüíî,
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äîñòàòî÷íî ïðîñò. Ïðè äàííîì α óðàâíåíèÿ m + αn = k ïðè ðàçëè÷íûõ
k çàäàþò ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè
(m,n), ïðè÷åì âåëè÷èíà k ìèíèìàëüíà äëÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
áëèæå âñåãî ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåòâÿì êðèâîé f = 0 ñî-
îòâåòñòâóþò ëèøü òå ïðÿìûå, êîòîðûå ñîäåðæàò ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà
Íüþòîíà, ïðè÷åì ìíîãîóãîëüíèê è íà÷àëî êîîðäèíàò äîëæíû ëåæàòü ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòèõ ïðÿìûõ.

Óïðàæíåíèå 4.4.3. Ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Íüþòîíà íàéòè âåòâè ñëåäóþ-
ùèõ êðèâûõ â òî÷êå (0,0):
à) x3 + y3 − 3xy = 0;
á) (x+ y)(x2 + y2) + x(x− y) = 0;
â) y2 + x2(x− y) = 0.


