
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 3. Ñêàëÿðíîå ïîëå

Ñïèñîê 1. Çàäà÷è äëÿ îáñóæäåíèÿ íà ñåìèíàðå

1. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå

S =
1

2

∫ (
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)
d4x

äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1,−1,−1)
è êîîðäèíàòàìè x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (Ñêîðîñòü ñâåòà ïîëîæåíà ðàâ-
íîé 1.)

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ φ.

á) Íàéòè åãî ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé âîëíû φ = f(x− vt).

â) Îïèñàòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè �âîëíîâîãî ïàêåòà ò.å. âîçáóæäåíèÿ, â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ëîêàëèçîâàííîé â îáëàñòè |x| < a (èëè áûñòðî ñïàäàþ-
ùåãî âíå ýòîé îáëàñòè). ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà?
Êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè åãî øèðèíà?

2. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà

L =
1

2
(∂tφ)

2 − 1

2
(∂xφ)

2 − V (φ)

à) Íàïèñàòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà L è Ãàìèëüòîíà H äëÿ ýòîãî ïîëÿ è ïîêà-
çàòü, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ åñòü p(x) = ∂tφ(x).

á) Íàéòè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ïîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H èç ïóíêòà à), ò.å. ∂φ/∂t = {H,φ}, ∂p/∂t = {H, p},
ãäå p � îáîáùåííûé èìïóëüñ èç ïóíêòà à), à ñêîáêà Ïóàññîíà çàäàåòñÿ
ôîðìóëàìè {p(x), p(x′)} = {φ(x), φ(x′)} = 0, {p(x), φ(x′)} = δ(x− x′).

â) Íàéòè èìïóëüñ P ïîëÿ φ è ïîêàçàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ, ò.å. dP/dt = {H,P} = 0.

ã) Íàéòè êàêîå-íèáóäü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèäà φ(x, t) =
f(x − vt), íå èìåþùåå îñîáåííîñòåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ðàññìîòðåòü

ñëó÷àè V (φ) =
m2

2
φ2 − g2

2
φ4 è V (φ) = −m2

2
φ2 +

g2

2
φ4.

ä) Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ è èìïóëüñ íàéäåííûõ â ïóíêòå ã) ðåøåíèé.

3. Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-
ãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1) è êîîðäèíàòàìè x0 = t è x1 = x, çàäàííóþ äåéñòâèåì

S =
∫ (

1

2
∂µφ∂

µφ− m2

β2

(
1−cos(βφ)

))
d2x

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ φ = φ(x, t).
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á) Íàéòè êàêîå-íèáóäü åãî òî÷íîå ðåøåíèå âèäà φ(x, t) = f(x − vt), íå èìå-
þùåå îñîáåííîñòåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

4. Ïóñòü äåéñòâèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ôèêñèðî-
âàííûì ñêàëÿðíûì ïîëåì φ èìååò âèä

S = −mc2
∫
ds+ λ

∫
φds

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû, è λ � êîí-
ñòàíòà ñâÿçè. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 3. Ñêàëÿðíîå ïîëå

Ñïèñîê 2. Çàäà÷è äëÿ ïèñüìåííîãî äîìàøíåãî ðåøåíèÿ

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1à, 1á, 2, 3à.

1. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå

S =
1

2

∫ (
∂µφ∂

µφ−m2φ2
)
d2x

äëÿ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî
ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1) è êîîðäèíàòàìè x0 = t, x1 = x. (Ñêîðîñòü ñâåòà ïîëîæåíà
ðàâíîé 1.)

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ φ è íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå â âèäå
èíòåãðàëà Ôóðüå.

á) Âûïèñàòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ φ.

â) Âûðàçèòü ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ φ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, âõîäÿ-
ùèå â îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

2. Äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
êîâñêîãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1,−1,−1) èìååò âèä

S =
∫ (

∂µφ∂
µφ̄−m2|φ|2

)
d4x

Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå â âèäå èíòåãðàëà
Ôóðüå. Ñðàâíèòü ñ îáùèì ðåøåíèåì äëÿ âåùåñòâåííîãî ñâîáîäíîãî ïîëÿ.

3. Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-
ãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1) è êîîðäèíàòàìè x0 = t è x1 = x, çàäàííóþ äåéñòâèåì

S =
∫ (

1

2
∂µφ∂

µφ− m2

β2

(
1−cos(βφ)

))
d2x

à) Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ φ â âèäå �êèíêà�,
ñîõðàíÿþùåãî ñâîé ïðîôèëü è äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v,
ò.å. ðåøåíèå âèäà φ(x, t) = f(x−vt), òàêîå, ÷òî lim

x→∞
(f(x)−f(−x)) = 2π/β.

á) Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ è èìïóëüñ ïîëÿ äëÿ íàéäåííîãî â ïóíêòå à) ðåøåíèÿ.
Ñðàâíèòü ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû.

4. Äåéñòâèå äëÿ ãëàâíîãî êèðàëüíîãî ïîëÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-
ñêîãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1) è êîîðäèíàòàìè x0 = t è x1 = x èìååò âèä

S =
∫
tr (∂µg∂

µg−1) d2x

Çäåñü g(t, x) ∈ SL(N) � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, à tr � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ñëåäà. Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ.
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