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Ãëàâà 6

Äèôôåðåíöèàëüíûå

1-ôîðìû íà êðèâûõ

Îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèâûõ è, áîëåå îáùèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûõ êîì-
ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé óäîáíî âûðàæàòü â òåðìèíàõ ðàçëè÷íûõ ñâÿçàí-
íûõ ñ íèìè îáúåêòîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðå÷ü èäåò î ïðîñòðàíñòâàõ ìå-
ðîìîðôíûõ ôóíêöèé, âåêòîðíûõ ïîëåé è äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ýòè
ïðîñòðàíñòâà íàäåëåíû åñòåñòâåííûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, ÷òî
ïîçâîëÿåò âûðàæàòü ñâîéñòâà êðèâûõ â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

6.1 Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãî-
îáðàçèå. Íàä êàæäûì � âåùåñòâåííûì ëè, êîìïëåêñíûì ëè � ìíîãîîá-
ðàçèåì åñòü åñòåñòâåííûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû
áóäåì ãîâîðèòü íèæå î êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðûå íàñ â ïåðâóþ
î÷åðåäü è èíòåðåñóþò. Ïðåæäå âñåãî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ðàññëîåíèå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ M × C, ãäå M � íàøå ìíîãîîáðàçèå. Ïðîåêòèðóþ-
ùåå îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ðà-
çóìååòñÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèÿ è íà âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, îäíàêî ýòà êîíñòðóêöèÿ íàì ïîêà íå
ïîíàäîáèòñÿ.

Åùå äâà åñòåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå èìåþòñÿ íàä ëþ-
áûì ìíîãîîáðàçèåì � ýòî êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Íàïîì-
íèì èõ îïðåäåëåíèÿ.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå t ìíîãîîáðàçèÿ M ìîæíî îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèìè ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, åãî ìîæíî ñ÷èòàòü êëàññîì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé D → M åäèíè÷íîãî äèñêà D â M , ïåðåâî-
äÿùèõ 0 â t. Ïðè ýòîì äâà îòîáðàæåíèÿ γ1, γ2 ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ðàññòîÿíèå ρ(γ1(x), γ2(x)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì x, ïðè x → 0;
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ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→0

ρ(γ1(x), γ2(x))/|x| = 0.

Ìåòðèêà ρ â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå áîëåå àëãåáðàè÷íî, îäíàêî ñ íèì ëåã÷å ðàáîòàòü.
Ñîãëàñíî åìó êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå t íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèå èç êîëüöà ðîñòêîâ â òî÷êå t â êîëüöî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äèôôåðåí-
öèðîâàíèå � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîëåö, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó
Ëåéáíèöà

δ(fg) = δ(f)g(t) + f(t)δ(g).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, íàïðèìåð, ÷òî âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû
â òî÷êå îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êðèâîé îäíîìåðíî.

Äâîéñòâåííîå ê êàñàòåëüíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàçûâàåòñÿ êî-
êàñàòåëüíûì. Îíî ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, íàçûâàåìûõ êîêàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè.

Â ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z íà êðèâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a d

dz . Â ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ z1, . . . , zn
íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n � â âèäå a1

∂
∂z1

+ · · ·+an
∂

∂zn
. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, êîêàñàòåëüíûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå bdz èëè, â
îáùåì ñëó÷àå, b1dz1 + · · ·+ bndzn. Êîêàñàòåëüíûé âåêòîð bdz äåéñòâóåò íà
êàñàòåëüíûé âåêòîð a d

dz ïî ïðàâèëó

bdz : a
d

dz
7→ ab.

Ñîâîêóïíîñòü êàñàòåëüíûõ (ñîîòâ., êîêàñàòåëüíûõ) ïðîñòðàíñòâ âî âñåõ
òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì (ñîîòâ., êîêàñàòåëüíûì) ðàñ-
ñëîåíèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì íàçûâà-
åòñÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà îäèí, ò.å. ðàññëîåíèå, ñëîé êîòîðîãî îäíî-
ìåðåí.

Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íàä êîìïëåêñíîé êðèâîé ëè-
íåéíû, ïîñêîëüêó èõ ñëîè îäíîìåðíû.

Âåêòîðíîå ïîëå � ýòî ñîâîêóïíîñòü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â êàæäîé
òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè ýòîì âåêòîð äîëæåí çàâèñåòü îò òî÷êè ìíîãî-
îáðàçèÿ ãîëîìîðôíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîðíîå ïîëå � ýòî ãîëîìîðô-

íîå ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ãîëîìîðôíîå ñå÷å-
íèå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
1-ôîðìîé. Àíàëîãè÷íî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî ãîëî-
ìîðôíîå ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, ò.å. ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ M × C, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ðàññëîåíèå íàä M .
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Â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå è ãîëîìîðôíàÿ
1-ôîðìà èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

a(z)
d

dz
è b(z)dz,

ãäå a, b � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè.
Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ è 1-ôîðìû

ïî-ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàòû. Ïóñòü ìû âûïîëíèëè çàìåíó
êîîðäèíàòû z = g(z1). Òîãäà â íîâîé êîîðäèíàòå 1-ôîðìà èìååò âèä

a(z)dz = a(g(z1))dg(z1) = a(g(z1))g
′(z1)dz1.

Âûïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñëîæíåå. Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì,
êàê íàøå ïîëå äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ z1:

a(z)
dz1
dz

= a(z)
dg−1(z)

dz
=

a(g(z1))

g′(z1)
.

Ïîýòîìó çàìåíà êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì îòðàæàåòñÿ íà âåêòîðíîì
ïîëå:

a(z)
d

dz
=

a(g(z1))

g′(z1)

d

dz1
.

Êàæäàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, çàïèñàííàÿ â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíà-
òå z â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè z = 0, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî
ðÿäà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé z:

a(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . . .

Îäíàêî ãîëîìîðôíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, òàê-
æå êàê è ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, íà êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ÷ðåç-
âû÷àéíî ðåäêè. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ íèìè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ìåðî-
ìîðôíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è ôóíêöèè, ò.å. ìåðîìîðôíûå ñå÷åíèÿ êàñàòåëü-
íîãî è êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèé. Ó êàæäîé òî÷êè òàêîãî ñå÷åíèÿ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, åñòü îêðåñòíîñòü, â ëþáîé ëîêàëüíîé êîîðäè-
íàòå z íà êîòîðîé êîýôôèöèåíò ïðè d/dz (ñîîòâ., ïðè dz) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Â îòäåëüíûõ æå òî÷êàõ òàêîìó êîýôôèöèåí-
òó ðàçðåøàåòñÿ èìåòü ïîëþñà. Ïîðÿäîê ïîëþñà êîýôôèöèåíòà íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîì ïîëþñà ìåðîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè.
Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû íà êðèâîé.

Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, çàïèñàííàÿ â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíà-
òå z â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ñâîåãî ïîëþñà z = 0 ïîðÿäêà k > 0, ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé z ïîðÿäêà −k è
âûøå:

a(z) =
a−k

zk
+

a−k+1

zk−1
+ · · ·+ a0 + a1z + a2z

2 + . . . .

Âñå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà äàííîé êðèâîé îáðàçóþò ïîëå � èõ ìîæíî
ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü è äåëèòü äðóã íà äðóãà. Êàæäîå èç C-ïðîñòðàíñòâ
ìåðîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-
íûì ïðîñòðàíñòâîì è íàä ïîëåì ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà êðèâîé.
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Óïðàæíåíèå 6.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ëîêàëüíîé êî-
îðäèíàòû z â îêðåñòíîñòè ñâîåãî ïîëþñà z = 0 ïîðÿäêà k > 0 ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a(z) = z−k.

Óïðàæíåíèå 6.1.3. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ëîêàëüíîé êîîð-
äèíàòû z â îêðåñòíîñòè ïîëþñà z = 0 ïîðÿäêà k > 0 äàííóþ ìåðîìîðôíóþ
1-ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó z−kdz?

Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ëè-
íåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Ìåðîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî òàêæå îïðåäå-
ëèòü, êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå èç êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â ñåáÿ.

6.2 Êàê çàäàâàòü âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåí-

öèàëüíûå ôîðìû

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Â ïðîèçâîëüíîé êîîð-
äèíàòå z íà CP1 ìåðîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå a(z)dz, ãäå a � íåêîòîðàÿ ìåðîìîðôíàÿ (ò.å. ðàöèîíàëüíàÿ) ôóíêöèÿ.
Çàìåíà êîîðäèíàò z = 1/z1 ïîêàçûâàåò, ÷òî è â ñàìîì äåëå â òî÷êå z = ∞
êîýôôèöèåíò ïðè dz1 ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé. Àíàëîãè÷íî ëþáîå
ìåðîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a(z)d/dz. Ïîñìîòðèì, êàê
âûãëÿäÿò ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû è âåêòîðíûå ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó dz íà CP1. Ïîäñòàíîâêà z =
1/z1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ó òàêîé 1-ôîðìû èìååòñÿ ïîëþñ ïîðÿäêà 2 â òî÷êå
z = ∞:

dz = − 1

z21
dz1.

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ó ëþáîé íåíóëåâîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû åñòü ïîëþ-
ñà! Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ω � ïðîèçâîëüíàÿ ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà. ×àñòíîå
ω/dz � íåíóëåâàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ; îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç f .
Òîãäà ω = fdz, è ó 1-ôîðìû åñòü ïîëþñà âî âñåõ òåõ òî÷êàõ, ãäå îíè åñòü
ó f . Åñëè æå ó f íåò ïîëþñîâ â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò z = ∞, òî ó ω îáÿçà-
òåëüíî åñòü ïîëþñ â z = ∞. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî íà ðàöèîíàëüíîé
êðèâîé íåò íåíóëåâûõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà CP1 ðàâíà íóëþ.

Óïðàæíåíèå 6.2.1. Ïîäñ÷èòàéòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé íà CP1.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ó íåíóëåâîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû íà CP1 åñòü
ïîëþñà, ìîæíî óòî÷íèòü. À èìåííî, ðàññìîòðèì ïîðÿäêè âñåõ íóëåé è âñåõ
ïîëþñîâ ïðîèçâîëüíîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû ω. Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó
ñóììîé ïîðÿäêîâ âñåõ íóëåé è ñóììîé ïîðÿäêîâ âñåõ ïîëþñîâ ðàâíà −2.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôîðìû dz ýòî òàê, à óìíîæåíèå ýòîé ôîðìû íà íåíóëå-
âóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ óâåëè÷èâàåò ñóììó ïîðÿäêîâ íóëåé íà ñòîëüêî
æå, íàñêîëüêî è ñóììó ïîðÿäêîâ ïîëþñîâ.

Óïðàæíåíèå 6.2.2. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ñóììû ïîðÿäêîâ íóëåé è ñóììû
ïîðÿäêîâ ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà CP1?
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Ìû óâèäèì âïîñëåäñòâèè, ÷òî ðàáîòàòü ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìà-
ìè ãîðàçäî ëåã÷å, ÷åì ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè; ïîýòîìó ðàçãîâîð áóäåò èäòè
â ïåðâóþ î÷åðåäü îá 1-ôîðìàõ íà êðèâûõ.

Ñ êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà êðèâîé C ìîæíî ñâÿçàòü ìåðî-
ìîðôíóþ 1-ôîðìó íà íåé. À èìåííî, ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ôóíêöèè f åå
äèôôåðåíöèàë df . Íàïðèìåð, 1-ôîðìà dz ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ìåðî-
ìîðôíîé ôóíêöèè z.

Óïðàæíåíèå 6.2.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà dz/z íå ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì íèêàêîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåì ñàìûì, ó íàñ èìååòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà ìåðî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì. Ýëåìåíòû îáðàçà
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿòî÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè 1-ôîðìàìè.
Êàê ïîêàçûâàåò ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå, íå âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà
íà êðèâîé òî÷íà.

Óïðàæíåíèå 6.2.4. Ñôîðìóëèðóéòå ïðîñòîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òîãî, ÷òîáû ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà CP1 áûëà òî÷íà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû � àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿì, íî â îòëè÷èå îò
âåêòîðíûõ ïîëåé � ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè ìíîãîîáðàçèé â íà-
ïðàâëåíèè, îáðàòíîì äåéñòâèþ îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàâàòü èõ
òåìè æå ñïîñîáàìè, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèé.

Åñëè íàøà êðèâàÿ C âëîæåíà â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìåðî-
ìîðôíóþ 1-ôîðìó íà íåé ìîæíî çàäàòü ïóòåì îãðàíè÷åíèÿ ìåðîìîðôíîé 1-
ôîðìû íà îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ
ê êðèâîé â òî÷êå åñòåñòâåííî âëîæåíà â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáúåì-
ëþùåìó ïðîñòðàíñòâó â òîé æå òî÷êå. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ â êàæäîé òî÷êå îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Îãðàíè÷èâàÿ åå íà
êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ ê êðèâîé, ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ íà êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê êðèâîé, ò.å. äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó
íà íåé.

Óïðàæíåíèå 6.2.5. Îãðàíè÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà îáúåìëþùåì ïðîåê-
òèâíîì ïðîñòðàíñòâå íà êðèâóþ, âëîæåííóþ â ýòî ïðîñòðàíñòâî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà ýòîé êðèâîé. Ïî÷åìó?

Óïðàæíåíèå 6.2.6. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà îáúåì-
ëþùåì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íà
íåì, òî åå îãðàíè÷åíèå íà êðèâóþ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îãðàíè÷åíèÿ
ôóíêöèè íà êðèâóþ.

Óïðàæíåíèå 6.2.7. Íàéäèòå ïîðÿäêè íóëåé è ïîëþñîâ îãðàíè÷åíèÿ íà êðè-
âóþ

xn + yn = 1

äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì à) xdx, á) xdy íà ïëîñêîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå g : C1 → C2 êîìïëåêñíûõ êðè-
âûõ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïî ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìå ω íà C2 ìåðîìîðôíóþ
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1-ôîðìó íà C1, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü g∗ω. Ïî îïðåäåëåíèþ, çíà-
÷åíèå òàêîé 1-ôîðìû íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå τ ðàâíî ω(dg(τ)), ãäå dg(τ)
� êàñàòåëüíûé âåêòîð â C2, îáðàç âåêòîðà τ ïðè êàñàòåëüíîì îòîáðàæå-
íèè dg. Ýòî îïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì îãðàíè÷åíèÿ
1-ôîðìû íà êðèâóþ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, òîëüêî âìåñòî âëîæåíèÿ
â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìû áåðåì îòîáðàæåíèå â äðóãóþ êðèâóþ.

Óïðàæíåíèå 6.2.8. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ êðèâîé x2+y2 = 1 íà îñü x. Âåðíî
ëè, ÷òî ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ýòîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì
1-ôîðìû ñ îñè x ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè?

Åñëè æå, êàê îáû÷íî, íà êðèâîé äèñêðåòíî äåéñòâóåò ãðóïïà åå àâòîìîð-
ôèçìîâ, òî ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ýòîé êðèâîé, èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, îïóñêàåòñÿ äî ìåðî-
ìîðôíîé 1-ôîðìû íà ôàêòîðêðèâîé. Òî æå, âïðî÷åì, ñïðàâåäëèâî è äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïðèìåð 6.2.9. Ðàññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ñ êîîðäèíàòîé z äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó dz. Ýòà 1-ôîðìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ z 7→ z + z0 êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, ïîýòîìó îíà îïóñêàåòñÿ íà ëþáóþ
ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ. Ýòà ôîðìà íå èìååò ïîëþñîâ íà C, ïîýòîìó åå îá-
ðàç íà ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà
íåé. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè íà êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïî ãîëî-
ìîðôíîé 1-ôîðìå.

Óïðàæíåíèå 6.2.10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñòðîåííîé âûøå ñ ïîñòîÿííûì êî-
ýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ãîëî-
ìîðôíûõ 1-ôîðì íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îäíîìåðíî íàä C.

Ó ïîñòðîåííîé âûøå ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
íåò íå òîëüêî ïîëþñîâ, ó íåå íåò è íè îäíîãî íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó

ëþáîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðàçíîñòü ñóììû

ïîðÿäêîâ åå íóëåé è ñóììû ïîðÿäêîâ åå ïîëþñîâ ðàâíà íóëþ.

6.3 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-

ôîðì íà ïëîñêîé êðèâîé

Ïðîâåäåííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà CP1 ðàâíà íóëþ, à íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îíà
ðàâíà 1. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïîäîçðèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà òåñíî ñâÿçàíà ñ ðîäîì êðèâîé. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì åùå îäèí
÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ýòà ðàçìåðíîñòü ïðîñòî
ðàâíà ðîäó êðèâîé. Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ãëàäêèõ ïëîñêèõ êðèâûõ. (Íàïîìíèì, ÷òî íå ëþáàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü
âëîæåíà â ïëîñêîñòü; â ÷àñòíîñòè, âëîæèìîñòü êðèâîé íàêëàäûâàåò ñèëüíîå
îãðàíè÷åíèå íà åå ðîä.)
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Òåîðåìà 6.3.1. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ãëàä-

êîé ïëîñêîé êðèâîé ðàâíà ðîäó ýòîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íå ìåíüøå ðîäà êðèâîé. Îöåíêó
â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðîâåäåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïóñòü d � ñòåïåíü ïëîñêîé êðèâîé C. Êàê ìû çíàåì, â ýòîì ñëó÷àå åå
ðîä ðàâåí g = (d − 1)(d − 2)/2. Ìû çíàåì, ÷òî êðèâûå ñòåïåíè 1 è 2 ðà-
öèîíàëüíû, è äëÿ íèõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî d ≥ 3. Ðàññìîòðèì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðÿ-
ìóþ, ïåðåñåêàþùóþ êðèâóþ C â d ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, è âûáåðåì ñèñòåìó
êîîðäèíàò (x : y : z) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèåì âûáðàííîé ïðÿìîé
áûëî z = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Sd−3 îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-
íè d − 3 îò ïåðåìåííûõ x, y, z. Ýòî � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 6.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà
(d− 1)(d− 2)/2.

Ìû ïîñòðîèì ïî êàæäîìó òàêîìó ìíîãî÷ëåíó ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó
íà C, ïðè÷åì ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå èç Sd−3 â ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðô-
íûõ 1-ôîðì áóäåò ëèíåéíûì è èíúåêòèâíûì. Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ îä-
íîðîäíûì óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0 ñòåïåíè d, êîòîðîå â êàðòå z = 1 èìååò
âèä f(x, y) = 0.

Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîìó îäíîðîäíîìó ìíîãî÷ëåíó G(x, y, z) ìíîãî-
÷ëåí g(x, y) = G(x, y, 1) è äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó

gdx

∂f/∂y
.

Ýòà 1-ôîðìà îïðåäåëåíà â òåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ÷àñòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà f ïî y íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, è åå îãðàíè÷åíèå íà C â
ýòèõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé. ×òî ïðîèñõîäèò â òåõ òî÷êàõ,
ãäå ∂f/∂y = 0? Â ñèëó òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèàë ìíîãî÷ëåíà f íà êðèâîé C
ðàâåí íóëþ, ò.å.

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = 0,

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
dx

∂f/∂y
= − dy

∂f/∂x

íà êðèâîé. Òåì ñàìûì, âûïèñàííàÿ âûøå äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà
êðèâîé ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

− gdy

∂f/∂x
.

Ïîñêîëüêó êðèâàÿ C ãëàäêàÿ, îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî y íå ìîãóò
îáðàòèòüñÿ â íóëü â îäíîé òî÷êå ýòîé êðèâîé, à çíà÷èò, óêàçàííàÿ 1-ôîðìà
ãîëîìîðôíà íà àôôèííîé ÷àñòè êðèâîé.
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà G ðàâíà d−3, òî ïîñòðî-
åííàÿ 1-ôîðìà ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C ñ
ïðÿìîé z = 0. Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (x : y : 1) ê êîîðäèíàòàì (1 : u : v),
ò.å. âûïîëíèì çàìåíó

x = 1/v; y = u/v.

Â êîîðäèíàòàõ u, v íàøà 1-ôîðìà ïðèìåò âèä

−
g( 1v ,

u
v )

dv
v2

∂f
∂y (

1
v ,

u
v )

,

èëè, ïîñëå óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà vd−1,

−
vd−3g( 1v ,

u
v )dv

vd−1 ∂f
∂y (

1
v ,

u
v )

.

×èñëèòåëü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí, ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíà g ðàâíà d−3, à çíàìåíàòåëü åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî u
ôóíêöèè F (1, u, v). Åñëè îíà ñëó÷àéíî ðàâíà 0, òî ìû ìîæåì ïåðåéòè ê
ïðîèçâîäíîé ïî v, êàê ìû ýòî óæå äåëàëè, çàìåíÿÿ y íà x, åñëè ïðîèçâîä-
íàÿ ïî y îêàçûâàëàñü ðàâíîé íóëþ. Ïîýòîìó ÷àñòíîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíà è ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò íóëÿ â âûáðàííîé òî÷êå,
à çíà÷èò, íå ìîæåò èìåòü â íåé ïîëþñà. Ïîýòîìó âñå 1-ôîðìû, êîòîðûå
ñòðîÿòñÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè d− 3, ãîëîìîðôíû.

Îòîáðàæåíèå g 7→ gdx
∂f/∂y , ñîïîñòàâëÿþùåå ìíîãî÷ëåíó 1-ôîðìó, ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åãî îãðàíè÷åíèå íà
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d−3 èíúåêòèâíî, ò.å. íå èìååò ÿäðà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò â íóëü òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà êðèâîé C. Äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè d−3 ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñòåïåíü êðèâîé C åñòü d > d−3
è èç ãëàäêîñòè êðèâîé âûòåêàåò åå íåïðèâîäèìîñòü. Ïîýòîìó íà ïëîñêîé
êðèâîé ñòåïåíè d åñòü ïî ìåíüøåé ìåðå ñòîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 1-
ôîðì, êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-
íè d− 3 îò òðåõ ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 6.3.3. Âûáîð ñîïîñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíó 1-ôîðìû íåñëó÷àåí. Íà
ñàìîì äåëå, íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èìååòñÿ âûäåëåííàÿ 2-ôîðìà ω, êî-
òîðàÿ â êàðòå z = 1 èìååò êîîðäèíàòíóþ çàïèñü dx∧dy. Cîïîñòàâèì ìíîãî-
÷ëåíó f 1-ôîðìó ω

df . Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå óêàçàííîé 1-ôîðìû íà êðèâóþ f = 0 ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåí-
íîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé. Òàêàÿ 1-ôîðìà (è åå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ)
íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ãåëüôàíäà�Ëåðå. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g íå ïðåâîñ-
õîäèò d−3, òî è 1-ôîðìà gω/df ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà êðèâîé.

6.4 Èíòåãðèðîâàíèå 1-ôîðì

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
íå áîëüøå ðîäà êðèâîé. Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ âîç-
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ìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü 1-ôîðìó ïî âåùåñòâåííîé êðèâîé íà ïîâåðõíî-
ñòè. Ïðè ýòîì ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 1-ôîðìó ñ
êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè íà âåùåñòâåííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè,

a(z)dz = a(u+ iv)(du+ idv), z = u+ iv.

Çàôèêñèðóåì íà êðèâîé C òî÷êó x0 è ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ãëàäêóþ
êðèâóþ γ : [0, 1] → C, γ(0) = x0. Òîãäà äëÿ ýòîé êðèâîé îïðåäåëåí èíòåãðàë∫

γ

ω

îò ëþáîé 1-ôîðìû ω. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòîêñà, èíòåãðàë çàâèñèò
ëèøü îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé γ â ïðîñòðàíñòâå êðèâûõ ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè êîíöàìè. Åñëè ìû áóäåì íåìíîãî ìåíÿòü êîíåö γ(1) êðèâîé, íå
ìåíÿÿ åå ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà, òî èíòåãðàë ñòàíåò ôóíêöèåé îò âòîðîãî
êîíöà êðèâîé.

Åñëè 1-ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ω = df äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f , òî,
ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, åå èíòåãðàë ïî ïóòè γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0

è êîíöîì â òî÷êå x1 ðàâåí∫
γ

ω =

∫ x1

x0

df = f(x1)− f(x0).

Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë òî÷íîé 1-ôîðìû ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó (ñ îáùèìè
íà÷àëîì è êîíöîì) ïóòè ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîé-íèáóäü íàáîð çàìêíóòûõ ïóòåé γ1, . . . , γ2g ñ
íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå x0, êëàññû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ â ãðóïïå
îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé H1(C,Z).

Ëåììà 6.4.1. Ïóñòü ω � âåùåñòâåííàÿ 1-ôîðìà íà ïîâåðõíîñòè C. Åñëè
èíòåãðàëû

∫
γi
ω 1-ôîðìû ω ïî âñåì öèêëàì γi, i = 1, . . . , 2g, ðàâíû íóëþ,

òî ôîðìà ω òî÷íà, ω = df . Çäåñü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷-

íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Ïðè ýòîì åñëè ôîðìà ω ãîëîìîðôíà,

òî è ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíäàðòíî: ìû ñòðîèì ïî 1-ôîðìå ω ôóíêöèþ f ïî
ïðàâèëó

f(x) =

∫ x

x0

ω.

Ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè x0 è x èç-çà
óñëîâèÿ íà èíòåãðàëû ïî öèêëàì. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
íà êðèâîé íå ïðåâîñõîäèò 2g. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîé òàêîé 1-ôîðìå ìû
ìîæåì ñîïîñòàâèòü íàáîð åå èíòåãðàëîâ ïî öèêëàì γi. Åñëè ó äâóõ ãîëî-
ìîðôíûõ 1-ôîðì âñå èíòåãðàëû ñîâïàäàþò, òî èõ ðàçíîñòü èìååò íóëåâûå
èíòåãðàëû, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Íî
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ïîñêîëüêó íà êîìïàêòíîé êðèâîé íåò íåïîñòîÿííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íå
áîëåå, ÷åì 2g-ìåðíî. Ìû æå õîòèì äîêàçàòü, ÷òî îíî íå áîëåå, ÷åì g-ìåðíî.

Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ ãîëîìîðôíûìè ôîðìàìè ω ðàññìîòðèì êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå ñ íèìè àíòèãîëîìîðôíûå ôîðìû ω̄. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî
åñëè ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû ω1, . . . , ωk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî êëàññû êî-
ãîìîëîãèé 1-ôîðì ω1, . . . , ωk, ω̄1, . . . , ω̄k ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.

Íåîáõîäèìîå íàì óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 6.4.2. Åñëè äëÿ ïàðû ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ω1, ω2 íà C ñóììà ω1+
ω̄2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ãëàäêîé ôóíêöèè f , òî ω1 = ω2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z íà êðèâîé ω1 = g1(z)dz,
ω2 = g2(z)dz. Åñëè z = u+ iv è z̄ = u− iv, òî dz ∧ dz̄ = −2i du∧ dv. Ïîýòîìó

i

2
ω2 ∧ ω̄2 = |g2(z)|2

i

2
dz ∧ dz̄ = |g2(z)|2du ∧ dv.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω2 ̸= 0. Òîãäà∫∫
C

i

2
ω2 ∧ ω̄2 =

∫∫
C

|g2(z)|2du ∧ dv > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ω2 ∧ ω̄2 = ω2 ∧ ω1 + ω2 ∧ ω̄2 = ω2 ∧ (ω1 + ω̄2) = ω2 ∧ df,

ïîñêîëüêó ω1∧ω2 = 0. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî

∫∫
C
ω2 ∧ df = 0, ÷åì ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

Ôóíêöèÿ g2 ãîëîìîðôíàÿ, ïîýòîìó
∂g2
∂z̄ = 0, à çíà÷èò,

dω2 = d(g2dz) = dg2 ∧ dz =

(
∂g2
∂z

dz +
∂g2
∂z̄

dz̄

)
∧ dz = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d(fω2) = df ∧ ω2 + f dω2 = df ∧ ω2.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà df ∧ω2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîýòîìó
∫∫

C
df ∧ω2 = 0.

6.5 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-

ôîðì íà êðèâîé ñ îñîáûìè òî÷êàìè

Äëÿ ïëîñêèõ êðèâûõ, êîòîðûå èìåþò îñîáûå òî÷êè, íî òîëüêî ñàìûå ïðî-
ñòûå (äâîéíûå òî÷êè, ò.å. òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ), òåîðå-
ìà 6.3.1 îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè ìû îïðåäåëÿåì ðîä êðèâîé ñ îñîáûìè òî÷êà-
ìè êàê ðîä åå íîðìàëèçàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ðàâíà g íà ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé ðîäà g.
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Òåîðåìà 6.5.1. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñ-

êîé êðèâîé ñ äâîéíûìè îñîáûìè òî÷êàìè ðàâíà ðîäó ýòîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-
ôîðì íå ïðåâîñõîäèò ðîäà êðèâîé, íå òðåáóåò íèêàêèõ èçìåíåíèé. Äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íå
ìåíüøå ðîäà êðèâîé, ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êðèâîé ñ äâîé-
íûìè òî÷êàìè íóæíî ðàññìîòðåòü íå âñå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè d − 3 îò ïåðåìåííûõ x, y, z, à âçÿòü ëèøü òå ìíîãî÷ëåíû
G(x, y, z), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü âî âñåõ äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé. Òî-
ãäà 1-ôîðìà

g(x, y) dx

∂f/∂y
= −g(x, y) dy

∂f/∂x
,

ãäå g(x, y) = G(x, y, 1), íå èìååò ïîëþñîâ â äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé. Äåéñòâè-
òåëüíî, âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè äâîéíîé
òî÷êè êðèâàÿ çàäàâàëàñü óðàâíåíèåì f(x, y) = 0, ãäå f(x, y) = ax2 + 2bxy+
cy2 + . . . , ïðè÷åì b2 − ac ̸= 0. Åñëè îòëè÷íàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êà
(x, y) ëåæèò íà âåòâè, êàñàþùåéñÿ ïðÿìîé fx = 0, òî y ≈ −ax

b , ïîýòîìó

fy(x, y) ≈ 2bx + 2cy ≈ 2 b2−ac
b x. Â òàêîì ñëó÷àå ó 1-ôîðìû g(x,y) dx

fy
íåò ïî-

ëþñà â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó g(0, 0) = 0.
Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü âî

âñåõ äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé, ðàâíà (d−1)(d−2)
2 − δ. Êàê ìû óæå çíàåì (ñì.

ï. 3.2), ýòî ÷èñëî ðàâíî ðîäó íîðìàëèçîâàííîé êðèâîé.

6.6 Âû÷åòû è èíòåãðàëû îò ìåðîìîðôíûõ 1-
ôîðì

Ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ω íà êîìïëåêñíîé êðèâîé âñåãäà çàìêíóòà, dω = 0.
Ïîýòîìó èíòåãðàë îò ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ïî ñòÿãèâàåìîé êðèâîé íà êîì-
ïëåêñíîé êðèâîé ðàâåí íóëþ. Äëÿ ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå óæå íåâåðíî. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îíî ñòàíîâèòñÿ âåðíûì, åñëè îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû ñ÷èòàòü êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, èç
êîòîðîé âûêîëîòû ïîëþñà ýòîé ôîðìû. Íà òàêîé ïîâåðõíîñòè ìàëåíüêàÿ
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â âûêîëîòîé òî÷êå x0 óæå, êàê ïðàâèëî, íåñòÿãèâàå-
ìà (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îäíà âûêîëîòàÿ òî÷êà íà ðàöèîíàëüíîé êðèâîé).
Âåëè÷èíà

1

2πi

∫
ω = Resx0 ω,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî òàêîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäèìîé â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè (�ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè�), íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì 1-ôîðìû ω
â òî÷êå x0. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ââåäåíà ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà z,
òî 1-ôîðìà ω äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ðàçëîæåíèå

ω =
(
a−kz

−k + a−k+1z
−k+1 + · · ·+ a−1z

−1 + a0 + . . .
)
dz,

è åå âû÷åò ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì a−1 ïðè z−1.
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Óïðàæíåíèå 6.6.1. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííîé çàìåíîé, ÷òî êîýôôèöèåíò
ïðè z−1 íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû z.

Âñå âû÷åòû òî÷íîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû íóëåâûå.

Òåîðåìà 6.6.2. Äëÿ ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà ãëàäêîé êðèâîé âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî
∑

Resp(ω) = 0, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì,

â êîòîðûõ âû÷åò îòëè÷åí îò 0.

Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñêëåèì íàøó ïîâåðõíîñòü èç îäíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäèí èç ïîëþñîâ íå ïîïàë íà åãî ãðà-
íèöó. Òîãäà ñóììà âû÷åòîâ 1-ôîðìû ω â åå ïîëþñàõ ðàâíà, ñ òî÷íîñòüþ
äî êîýôôèöèåíòà 1/2πi, èíòåãðàëó îò ýòîé 1-ôîðìû ïî öèêëó, îáõîäÿùåìó
ìíîãîóãîëüíèê âäîëü åãî ãðàíèöû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Âèäíî,
÷òî â ïîâåðõíîñòè, ñêëååííîé èç ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ýòîò öèêë ãîìîëî-
ãè÷åí íóëþ, ïîñêîëüêó îí äâàæäû � â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ �
ïðîõîäèò ïî êàæäîìó èç ñâîèõ îòðåçêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûðå-
çàíèè èç êðèâîé C ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ïîëþñîâ ôîðìû ω. Ôîðìà ω ãî-
ëîìîðôíà â îáëàñòè Ω, ïîýòîìó

∫
∂Ω

ω = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∫
∂Ω

ω =
−
∑

Resp(ω).

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî óæå èçâåñòíîãî íàì
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 6.6.3. Ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé è ïîëþñîâ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíê-

öèè f íà ãëàäêîé êðèâîé ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 6.6.2 ê ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìå ω = df
f .

Åñëè f(z) = azn + . . . , ãäå n � öåëîå ÷èñëî è ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû
ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ, â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ C, òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ω = df

f = ndz
z . Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷åò ôîðìû ω â òî÷êå p ðàâåí n. Òàêèì

îáðàçîì, ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé è ïîëþñîâ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f
ðàâíà ñóììå âû÷åòîâ 1-ôîðìû ω, ïîýòîìó îíà ðàâíà 0.


