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ëÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÔÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ X = ⋃∞

k=0
⊔
�∈Ik e

k
� ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ek�, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ 
k� : Dk → ek� (ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÅÔËÉ ek�; ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 
k�

∣∣
Int(Dk) : Int(Dk) → ek�

| ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ek�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
(C) çÒÁÎÉÃÁ @ek�

def= ek�\ek� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË ei� Ó i < k (Ô.Å. ÍÅÎØÛÅÊ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).

(W) íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ
ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× Ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍÉ, Ô.Å. ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÌÅÔËÉ
×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.
n-ÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ× sknX | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : X → Y Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(sknX) ⊂ skn Y . ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ
ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ: ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏ-
ÍÕ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÁ ×ÓÅÍ X.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
k� : Dk → X ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÉÓËÁ Dk ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-
ÂÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ!) Sk−1 → X, Á ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ (C) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fk� :
Sk−1 → skk−1(X). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ek−1

� ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ uk−1
� : skk−1(X) → Sk−1, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅ-

ÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ × ÔÏÞËÕ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË skk−1(X) (×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ), ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÊ ek−1
� . óÔÅÐÅÎØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

uk−1
� ◦ fk� : Sk−1 → Sk−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË ek� É ek−1

� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
[ek� : ek−1

� ].
ëÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ · · · @k+1−→ Ck @k−→ Ck−1

@k−1−→ : : : , ÇÄÅ Ck | ÁÂÅÌÅ×Á
ÇÒÕÐÐÁ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ek�, � ∈ Ik, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @k ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÏÊ @k(ek�) = ∑

�∈Ik−1
[ek� : ek−1

� ]ek−1
� . çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÒÁ×ÎÙ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØÃÅ A (ËÏÌØÃÏ ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÏÅ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ): ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ck | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
k-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ek�, � ∈ Ik; ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. (Z-ÍÏÄÕÌØ | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ;
ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.)
úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X Ó×ÑÚÎÏ ⇔ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ ⇔ sk1X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË É ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z É Z=2Z. åÓÌÉ ÄÁÎÙ Ä×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y
É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÙÌÏ
ËÌÅÔÏÞÎÙÍ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : Hk(X) → Hk(Y ) ÐÒÉ ×ÓÅÈ k.
úÁÄÁÞÁ 2. Á) X | ÔÏÒ (S1×S1); Â) X | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; ×) X | ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ; Ç) X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ; Ä) X | ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; Å) X | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; Ö) X | ÓÆÅÒÁ
Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É n ÄÙÒËÁÍÉ; Y | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, f : X → Y | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. Ú) X = R2 \ {0}, Y = S1,
f : X → S1 | ÐÒÏÅËÃÉÑ f(v) = v= |v|. É) X = Sn, Y = RPn, f : X → Y | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ
ÎÁËÒÙÔÉÅ. Ë) X = S3, Y = S2, f : X → Y | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ. Ì*) X = S2n+1 = {(z0; : : : ; zn) ∈ Cn |
|z0|2 + · · · + |zn|2 = 1}, Y = CPn, f : S2n+1 → CPn | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ (f(z0; : : : ; zn) = [z0 :
· · · : zn]). Í*) X = S2n+1 ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 2Ì; ÎÁ X ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Z=kZ = {e2�im=k | m = 0; : : : ; k − 1}
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ zs ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ e2�im=k (ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s = 0; : : : ; n). Y
| ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ × ÅÅ
ÏÒÂÉÔÕ. Î*) X = S∞ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x1; : : : ; xn; : : : ), ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ (Ó×ÏÅÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ), É ∑∞

k=1 x2
k = 1. Y = CP∞

(ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ!), f : S∞ → CP∞ | ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × S∞ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:
ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �n : Sn → S∞, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �n(x0; : : : ; xn) = (x0; : : : ; xn; 0; 0; : : : ).
íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ S∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ �−1

n (F ) ⊂ Sn ÚÁÍËÎÕÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.
1



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e1; : : : ; en. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊂ Rn ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ as(V ) = dimV ∩ 〈e1; : : : ; es〉.
úÁÄÁÞÁ 3*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a1(V ) ≤ a2(V ) ≤ · · · ≤ an(V ) = k É 1−a1(V ) ≤ 2−a2(V ) ≤ · · · ≤ n−an(V ) = n−k.
úÁÄÁÞÁ 4*. Á) îÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÄÅËÓ s ×ÅÄÕÝÉÍ, ÅÓÌÉ as(V ) > as−1(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vk ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ vi = emi + fi, ÇÄÅ mi | i-Ê ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ×ÅÄÕÝÉÊ
ÉÎÄÅËÓ, Á fi = ∑

t �
(i)
t et, ÇÄÅ × ÓÕÍÍÅ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ t ÍÅÎØÛÅ mi É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ ×ÅÄÕÝÉÈ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(b1; : : : ; bn) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V ⊂ Rn ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ai(V ) = bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ
Rm, É ÎÁÊÄÉÔÅ m. ïÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÓÌÕÞÁÑÈ k = 1 (RPn−1) É k = 2; n = 4 (G(4; 2)).
úÁÄÁÞÁ 5*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ k = 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D(a1; : : : ; an) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ RPn−1. Á) ÷Ù-
ÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ RPn−1 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z É Z=2Z. Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÓÌÕÞÁÊ k = 2, n = 4.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D(a1; : : : ; an) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ n É k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ
RG(n; k) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ.


