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Â ýòîì ëèñòêå ñîáðàíû äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è äëÿ òåõ, êîìó èõ íå õâàòèëî äëÿ
îáÿçàòåëüíîãî îò÷åòà è ðàññêàçà â ïåðâîì ïîëóãîäèè

1. ∗ Èíòåãðàë Õàíêåëÿ
∮
C

(−t)z−1e−tdt, ãäå C - êîíòóð, îõâàòûâàþùèé äåéñòâèòåëüíóþ
ïîëóîñü (0,+∞) è îáõîäÿùèé íà÷àëî êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
îñóùåñòâëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýéëåðîâà èíòåãðàëà Γ(z) =

∫∞
0
e−ttz−1dt íà âñþ

êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïåðåìåííîé z, çà èñêëþ÷åíèåì öåëûõ òî÷åê:

Γ(z) =
−1

2i sin πz

∮
C

(−t)z−1e−tdt.

(ñì. ëåêöèþ 4 íà http://www.hse.ru/data/2011/11/07/1272272421/lekciya4.pdf). Ïðåäúÿâè-
òå èíòåãðàë òèïà Õàíêåëÿ, îñóùåñòâëÿþùèé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýéëåðîâà èíòå-
ãðàëà B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x

è y.

2.∗ Äîêàæèòå, ÷òî∫ ∞
0

xs−1sin ax dx = asΓ(s) sin
π

2
s, a > 0, −1 < Re s < 1.

3.∗ Äîêàæèòå, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ζ-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s) = 1+ 1
2s

+...+ 1
ns +...

â îáëàñòü 0 < Re s < 1 ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

ζ(s) = s

∫ ∞
0

[x]− x
xs+1

dx,

ãäå [x]- öåëàÿ ÷àñòü x, à àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü −1 < Re s < 0 - ôîðìóëîé

ζ(s) = s

∫ ∞
0

[x]− x+ 1
2

xs+1
dx.

4.∗∗ Ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå íà ζ-ôóíêöèþ Ðèìàíà ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèè f(x) = [x]− x+ 1

2
. Âîññòàíîâèòå ýòî äîêàçàòåëüñòâî.

5. a)* Äîêàæèòå, ÷òî ïðè Re s > 1
∞∑
n=1

(−1)n

ns
=
(
1− 21−s) ζ(s),

∞∑
n=1

1

(2n− 1)s
=
(
1− 2−s

)
ζ(s).

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé ïðè s = 1, 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðâàÿ èç ýòèõ
ôîðìóë ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ(s) â îáëàñòü
Re s > 0 è äàæå â îáëàñòü Re s > −1.

á)* Ïóñòü f(x) - ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 1 ïðè 2n < x < 2n + 1
è −1 ïðè 2n − 1 < x < 2n. Ïîêàæèòå, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ζ(s) â
îáëàñòü −1 < Re s < 0 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ýòîé
ôóíêöèè,

ζ(s) =
1

2s(21−s − 1)

∫ ∞
0

f(x)x−s−1dx, −1 < Re s < 0.

6. ∗∗ Ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå íà ζ-ôóíêöèþ Ðèìàíà ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíèì
ñïîñîáîì, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôó-
ðüå ïåðèîäè÷åñêîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè, ðàâíîé 1 ïðè 2nπ < x < (2n + 1)π è −1 ïðè
(2n− 1)π < x < 2nπ. Âîññòàíîâèòå ýòî äîêàçàòåëüñòâî.


