
áÌÇÅÂÒÁ. 1 ËÕÒÓ. ìÉÓÔÏË 6.
¦ 6.1. V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×
V , e1; : : : ; ek | ÂÁÚÉÓ × U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ V , Ô.Å. ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ g1; : : : ; gl ∈ V , ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gl ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ V .
¦ 6.2. Á) W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, U É V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á × W , e1; : : : ; ek | ÂÁÚÉÓ × U , g1; : : : ; gl | ÂÁÚÉÓ × V , ÐÒÉÞÅÍ dimW = k + l É U ∩ V = {0}.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gl ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ W .
Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U , V É T | ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á W , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U ∩ V = U ∩ T = V ∩ T = {0} É dimU + dimV + dimT = dimW , ÔÏ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V É T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ W?
¦ 6.3. U É V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∩ V ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ W .
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U + V = {u + v; u ∈ U; v ∈ V } ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ W .
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).
¦ 6.4. f : U → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ Ker f = {0}, ÔÏ
Á) f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ (Ô.Å. ÉÚ u1 6= u2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(u1) 6= f(u2) ). Â) dimU ≤ dimV .
×) × U É V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÂÕÄÅÔ
ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ:

(
E
0

)
, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÁÑ.

¦ 6.5. ðÕÓÔØ f : U → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ × U É V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f
ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ:

(
0 E
0 0

)
, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

¦ 6.6. ðÕÓÔØ f : U → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ dimU = dim Ker f + dim Im f .
¦ 6.7. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n+1 ÞÉÓÌÏ �1; : : : ; �n+1 ∈ R, �i 6= �j. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Pn = {a0tn+a1tn−1 + : : :+an−1t+an; ai ∈ R} (Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Rn+1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f(P (t)) = (P (�1); : : : ; P (�n+1)) ∈ Rn+1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f : Pn → Rn+1

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÏÂÒÁÔÉÍÏ.
¦ 6.8. ðÕÓÔØ P2 = {at2 + bt+ c; a; b; c ∈ R} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ×ÔÏÒÏÊ,
M | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2 × 2, A | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ M .
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fA : L→ M ÔÁË: fA(P (t)) = P (A). (íÁÔÒÉÃÁ P (A) | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ aA2 +
bA+ cE, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ:
Á) A =

(
1 0
0 2

)
; Â)A =

(
1 1
0 1

)
; ×) A =

(
0 1
−1 0

)
.

Ç) ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÂÒÁÚ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ P2 ×ÚÑÔØ Pn ÉÌÉ R[x]?
¦ 6.9. ðÕÓÔØ U0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × U , V0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V ; ÄÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : U → V , ÞÔÏ Ker f ⊃ U0 É Im f ⊂ V0, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ
dimU = k, dimU0 = k0, dimV = l, dimV0 = l0.
¦ 6.10. Á) ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ
ÍÁÔÒÉÃÕ

(
1 1
0 1

)
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ

ÍÁÔÒÉÃÅÊ.
Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ai;j = �i+1;j.



¦ 6.11. îÁÐÉÛÉÔÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×:
Á) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ x+ y + z = 0;
Â) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ x = y = z;
×) ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ x = y, z = 0.
¦ 6.12. ðÕÓÔØ Pn = {a0tn + a1tn−1 + : : :+ an−1t+ an; ai ∈ R} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Pn → Pn ÔÁË: �(P (t)) = P (t + 1) − P (t). ( � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑÄÒÏ É
ÏÂÒÁÚ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ × ÂÁÚÉÓÅ 1; t; t2; : : : tn−1; tn. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �.
¦ 6.13. ðÕÓÔØ f; g | Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker(f ◦ g) ⊃ Ker g, É Im(f ◦ g) ⊂ Im f .
Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.
¦ 6.14. ðÕÓÔØ f | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ker fk = Ker fk+1, ÔÏ ∀n > k Ker fn = Ker fk.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Im fk = Im fk+1, ÔÏ ∀n > k Im fn = Im fk.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ fdimV = 0.
¦ 6.15. ðÕÓÔØ f ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker f ∩ Im f = {0}.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÂÕÄÅÔ
ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ:

(
E 0
0 0

)
, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

¦ 6.16. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f 2 = IdV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ:

(
E 0
0 −E

)
, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á 0 |

ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. (charK 6= 2.)
¦ 6.17. ðÕÓÔØ f | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V . ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en ×ÙÂÒÁÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ e1; : : : ; ek (k < n) | ÂÁÚÉÓ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f (Ô.Å. f(U) =
U) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ
×ÉÄÁ

(
A B
0 C

)
, ÇÄÅ A | k × k ÍÁÔÒÉÃÁ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

¦ 6.18. ðÕÓÔØ f | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , � ∈ K ÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V� = {v ∈ V; f(v) = �v} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ
V , ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f .
¦ 6.19. ðÕÓÔØ f | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , v1; : : : ; vk ∈
V ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ f(vi) = �ivi, i = 1; : : : ; k, ÐÒÉÞÅÍ �1; : : : ; �k ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ
v1; : : : ; vk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
¦ 6.20. ðÕÓÔØ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ Ó A, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ P (A), ÇÄÅ P (x) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

¦ 6.21. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ �E − A, A =




0 0 0 · · · 0 0 −an
1 0 0 · · · 0 0 −an−1
0 1 0 · · · 0 0 −an−2
0 0 1 · · · 0 0 −an−3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 −a3
0 0 0 · · · 1 0 −a2
0 0 0 · · · 0 1 −a1




.

¦ 6.22. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.


