
1. Ëåêöèÿ 1

Êëàññè÷åñêèå âàðèàöèîííûå çàäà÷è. Ýëåìåíòàðíûé ïîäõîä (ïðèíöèï Ôåðìà). Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

1) Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à (çàäà÷à Äèäîíû).
Ôîðìàëèçàöèÿ: (x(t), y(t)) � ðåøåíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà ïëîñêîñòè∫ T

0

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) dt 7→ min,

∫ T

0

y(t)ẋ(t) dt = C.

2) a) Âïèñàòü â òðåóãîëüíèê ïàðàëëåëîãðàìì íàèáîëüøåé ïëîùàäè. b) Çàäà÷à Øòåéíåðà äëÿ
òðåóãîëüíèêà.

3) Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. È. Áåðíóëëè 1696 ã.

Ôîðìàëèçàöèÿ: (x0, y0) � íèæíÿÿ òî÷êà æåëîáà. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè gy = |v|2
2 , v

� ñêîðîñòü. Âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ó÷àñòêà dx:
√

1 + (y′(x))2 dx
|v(x)| .∫ x0

0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx 7→ min, y(x0) = y0.

4) Ïðèíöèï Ôåðìà.
5) Ýéëåð: îáîáùåíèå çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå. Óðàâíåíèå Ýéëåðà (18.â).
6) Ëàãðàíæ. Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä â ìåõàíèêå. �Àíàëèòè÷åñêàÿ

ìåõàíèêà�, 1788.
7) Âàðèàöèîííûå çàäà÷è â ãåîìåòðèè. Ãåîäåçè÷åñêèå, ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè.
8) Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ∆u = f .
9) Ýêîíîìèêà. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Ìîíæà (19 â.). Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå Êàíòîðîâè÷à

(30-50 ãã. 20 â.).
10) Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (50-60 ãã. 20 â.)

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1

Ïðîñòðàíñòâî C1([t0, t1]). Íîðìà â C1([t0, t1]). Ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, êàê ëîêàëüíûé ýêñ-
òðåìóì â C1([t0, t1]).

Òåîðåìà 1.1. (Ýéëåð). Ïóñòü x̂(·) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì. Ïóñòü L,Lx, Lẋ
íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàñøèðåííîãî ãðàôèêà

Γx̂x̂ := {(t, x̂(t), ˙̂x(t) : t ∈ [t0, t1]}, L̂ẋ ∈ C1([t0, t1]).

Òîãäà íà [t0, t1] âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

Çäåñü L̂ẋ(t) := ∂
∂ẋL(t, x, ẋ)

∣∣∣
x=x̂(t),ẋ= ˙̂x(t)

, L̂x(t) := ∂
∂xL(t, x, ẋ)

∣∣∣
x=x̂(t),ẋ= ˙̂x(t)

.
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Çàäà÷è 1

Â çàäà÷àõ 1)-7) íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è äîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì
ìèíèìóìîì. Â çàäà÷àõ 6)-7) èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 8).

1)
∫ 1

0
(ẋ2 − x) dt→ extr, x(0) = x(1) = 0

2)
∫ e
1
tẋ2 dt→ extr, x(1) = 0, x(e) = 1

3)
∫ 1

0
exẋ2 dt→ extr, x(0) = 0, x(1) = ln 4

4)
∫ 1

0
x2ẋ2 dt→ extr, x(0) = 2, x(1) =

√
3

5)
∫ 1

0
(ẋ2 + x2 + 4x ch t) dt→ extr, x(0) = x(1) = 0

6)
∫ π/2
0

(ẋ2 − x2) dt→ extr, x(0) = 1, x(π/2) = 0

7)
∫ π/2
0

(ẋ21 + ẋ22 + 2x1x2) dt→ extr, x1(0) = x2(0) = 0, x1(π/2) = 1, x2(π/2) = −1.

8) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè h ∈ C1
0 ([0, π/2]), òî

∫ π/2
0

ḣ2 dt ≥
∫ π/2
0

h2 dt. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå èíòåãðàë∫ π/2
0

(ḣ− h · ctg t)2 dt.
9) (Èíòåãðàë ýíåðãèè) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L íå çàâèñèò îò t, à x̂ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà,

òî ôóíêöèÿ
(ẋLẋ − L)|x=x̂

ïîñòîÿííà.
10) (Âåéåðøòðàññ) Äîêàçàòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à∫ 1

0

t2ẋ2 dt→ extr, x(0) = 0, x(1) = 1

íå èìååò ðåøåíèÿ.
11) (Ãèëüáåðò) Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∫ 1

0

t2/3ẋ2 dt→ extr, x(0) = 0, x(1) = 1

íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

Â çàäà÷àõ 12)-13) íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (èñïîëüçóéòå èíòåãðàë ýíåðãèè)

12) (çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå)∫ 1

0

√
1 + ẋ2

x
dt 7→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1

13) (çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ)∫ T0

−T0

x
√

1 + ẋ2 dt 7→ extr, x(−T0) = x(T0) = ξ.
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2. Ëåêöèÿ 2

(ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðîäîëæåíèå)

Çàìå÷àíèå 2.1. Óñëîâèå L̂ẋ ∈ C1([t0, t1]) ìîæíî îïóñòèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåìîé Äþáóà-
Ðàéìîíà

Ëåììà 2.2. Ïóñòü a0, a1 � íåïðåðûâíû íà [0, 1] è äëÿ ëþáîé h ∈ C1
0 ([t0, t1])∫ t1

t0

(
a1(t)ḣ(t) + a0(t)h(t)

)
dt = 0.

Òîãäà a1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

− d

dt
a1(t) + a0(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: ṗ = a0,
∫ t1
t0
pdt =

∫ t1
t0
a1dt. Èìååì

∫ t1
t0

(a1ḣ+ a0h)dt =
∫ t1
t0

(a1 − p)ḣdt. Ïðèìåíÿåì ê

h =
∫ t1
t0

(a1 − p)dt. Ïîëó÷àåì a1 = p.

Ïðèìåð 2.3. ∫ 1

0

ẋ2 dt 7→ extr, x(0) = 1, x(1) = 0

Ïðèìåð 2.4. (Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà)∫ 3π/2

0

(ẋ2 − x2) dt 7→ extr, x(0) = 0, x(3π/2) = 0.

Çàäà÷à Áîëüöà∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt+ l(x(t0), x(t1))→ extr

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü x̂(·) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì â çàäà÷å Áîëüöà. Ïóñòü
L,Lx, Lẋ íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàñøèðåííîãî ãðàôèêà

Γx̂x̂ := {(t, x̂(t), ˙̂x(t) : t ∈ [t0, t1]},

à ôóíêöèÿ l íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x̂(t0), x̂(t1)). Òîãäà L̂ẋ � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [t0, t1] è

1) âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

2) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

L̂ẋ(t0) = l̂x(t0), L̂ẋ(t1) = −l̂x(t1).

Ïðèìåð 2.6. ∫ 1

0

(ẋ2 − x)dt+ x2(1)→ extr.
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3. Ëåêöèè 3-4

Ïðèíöèï ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷
ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ

Ïóñòü V ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, fi : V → R. Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè
f0 → extr, fi = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, λ) =

m∑
i=0

λifi(x), λ = (λ1, · · · , λm).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü fi íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Åñëè x̂ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,
òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷òî

Lx(x̂, λ) = 0 (∂xiL(x̂, λ) = 0, ∀i).

Çàäà÷à Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé
f(t, x, u)) : [t0, t1]× Rn × Rr 7→ R
ϕ(t, x, u) : [t0, t1]× Rn × Rr 7→ Rn

t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn, u ∈ Rr ðåøèòü çàäà÷ó Ëàãðàíæà ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt→ extr,

ẋ = ϕ(t, x, u), x(t0) = x0, x(t1) = x1.

x � ôàçîâûå ïåðåìåííûå, u � óïðàâëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî Z = C1([t0, t1],Rn)×C([t0, t1],Rr). Íîðìà
‖(x(·), u(·))‖Z = max(‖x(·)‖C([t0,t1],Rn), ‖ẋ(·)‖C([t0,t1],Rn), ‖u(·)‖C([t0,t1],Rr)).

Ïîíÿòèå (ñëàáîãî) ýêñòðåìóìà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L =
∫ t1
t0
L(t, x(t), ẋ(t), u(t)) dt, ãäå

L(t, x, ẋ, u) = λ0 · f(t, x, u) + p(t)(ẋ− ϕ(t, x, u)).

Òåîðåìà 3.2. (Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà) Ïóñòü (x̂(·), û(·)) � ýêñòðåìóì çàäà÷è Ëàãðàíæà.
Ïóñòü f, fx, fu, ϕ, ϕx, ϕu íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè êðèâîé {(t, x̂(t), û(t) : t ∈ [t0, t1]}, òî ñóùå-
ñòâóþò òàêîå ÷èñëî λ0 è òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ p(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) (íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî
íóëþ), ÷òî íà [t0, t1] âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïî x è u:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

L̂u(t) = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:

ṗ = −p · ϕ̂x(t) + λ0f̂x(t), p(t) · ϕ̂u(t) = λ0f̂u(t).

Çàìå÷àíèå 3.3. Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî êîíöà (óñëîâèå x(ti) = xi îòñóòñòâóåò) äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè

L̂ẋ(ti) = 0.

Ïðèìåð 3.4. ∫ 1

0

(x′′ − x)2 dt→ extr, x(0) = 0, x′(0) = 0∫ 1

0

(x′′)2 dt→ extr, x(0) = x′(0) = 0, x(1) = 1.
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Çàäà÷è 2

A) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Áîëüöà èëè ïîêàçàòü, ÷òî îíî íå ñóùåñòâóåò

1)
∫ 1

0
(ẋ2 − x) dt− x2(1)

2 → extr

2)
∫ 1

0
(ẋ2 + x2) dt− 2x(1) sh(1)→ extr

3)
∫ π/2
0

(ẋ2 − x2)dt+ x2(0)− x2(π2 ) + 4x(π2 )→ extr

4)
∫ 2

1
t2ẋ2 dt− 2x(1) + x2(2)→ extr

B) Ðåøèòü êîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

5) Ñðåäè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ n çíà÷åíèÿìè íàéòè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ íàè-
áîëüøåé ýíòðîïèåé H(ξ) = IE ln 1

ξ =
∑n
i=1 pi ln 1

pi
.

6) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé îáú¼ì ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè, èçãîòîâëåííîé èç ëèñòà
êàðòîíà ïëîùàäè S.

7) Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (Ãåëüäåðà)( 1

n

n∑
i=1

|xi|p
) 1
p ≤

( 1

n

n∑
i=1

|xi|q
) 1
q

, 0 < p ≤ q ≤ ∞.

8) Çàâîä ñîáèðàåò ïûëåñîñû Miele èç êèòàéñêèõ è íåìåöêèõ äåòàëåé. ×èñëî W ñîáðàííûõ ïûëå-
ñîñîâ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé

W = 10a
1
2 b

1
4 ,

ãäå a è b ÷èñëî êîìïëåêòîâ êèòàéñêèõ è íåìåöêèõ äåòàëåé, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîì-
ïëåêò êèòàéñêèõ äåòàëåé ñòîèò 25$, à êîìïëåêò íåìåöêèõ äåòàëåé ñòîèò 50$. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ïûëåñîñîâ, êîòîðûå ìîæíî ñîáðàòü, åñëè íà êîìïëåêòû äåòàëåé ðàçðåøàåòñÿ ïîòðàòèòü íå
áîëåå 150$.

C) Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà è íàéòè ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Äîêàçàòü, ÷òî
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì.

9)
∫ π
0

((x′′)2 − x2)→ extr, x(0) = 0, x′(0) = 1, x(π) = 0, x′(π) = −1.

10)
∫ e
1

(t+ 1)t(x′′)2 dt, x(1) = 0, x′(1) = 1, x(e) = e, x′(e) = 2.
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4. Ëåêöèÿ 5

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

f(t, x, u)) : [t0, t1]× Rn × Rr 7→ R
ϕ(t, x, u) : [t0, t1]× Rn × Rr 7→ Rn

t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn, u ∈ Rr, U ⊂ Rr.
Èùåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

J (x, u) =

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t))dt

ïðè óñëîâèè
ẋ = ϕ(t, x, u), u ∈ U

è x(t0) = x0, x(t1) = x1 (ïîñëåäíèå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè). Ïàðû
(x, u), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçîâåì äîïóñòèìûìè.

Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå PC1([t0, t1],Rn)× PC([t0, t1],Rr), ò.å. x � êóñî÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîå, à u � êóñî÷íî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (äëÿ u è ẋ äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà). Íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå òàêàÿ æå, êàê íà C1([t0, t1],Rn)×C([t0, t1],Rr).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂, û) íàçîâåì ñèëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî ε > 0 è ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû (x, u), óäîâëåòâîðÿþùåé ‖x − x̂‖C1([t0,t1],Rn) < ε âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî J (x) ≥ J (x̂).

Òåîðåìà 4.2. (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà) Ïóñòü (x̂, û) � ñèëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè f, fx, ϕ, ϕx îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå

{(t, x, u) : t ∈ [t0, t1], |x− x̂(t)| < ε, u ∈ U}
ïðè íåêîòîðîì δ > 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà) ÷èñëî λ0 è p ∈ PC1([t0, t1],Rn),
íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî íà îòðåçêå [t0, t1] âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïî x:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

è óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî u:
min
u
L(t, x̂(t), u) = L̂(t)

äëÿ ëþáîé òî÷êè t íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè û.
Ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:

ṗ = −p · ϕ̂x(t) + λ0f̂x(t), λ0f(t, x̂(t), u)− p(t) · ϕ(t, x̂(t), u) ≥ λ0f̂(t)− p(t) · ϕ̂(t), ∀u ∈ U.

Çàìå÷àíèå 4.3. Â çàäà÷å ñî ñâîáîäíûì êîíöîì (áåç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ x(t1) = x1) âûïîëíåíî åùå
óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

L̂ẋ(t1) = 0.

Çàìå÷àíèå 4.4. Óðàâíåíèå Ýéëåðà è ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîæíî ïåðåïèñàòü â "ãàìèëüòîíîâîé
ôîðìå". Äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà

H(t, x, p, u) = p · ϕ(t, x, u)− λ0f(t, x, u)

îíè ïðèíèìàþò âèä

ẋ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x

max
u

H(t, x̂(t), p(t), u) = Ĥ(t).

Ïðèìåð 4.5. ∫ π

−π
x sin t dt→ extr, |ẋ| ≤ 1, x(−π) = x(π) = 0.
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5. Ëåêöèè 6-7

Íà ýòèõ ëåêöèÿõ ðàçáèðàëèñü àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà è çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè (ñì.,
íàïðèìåð, ãë. 8 â [1]).

Çàäà÷è 3

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Èçîïåðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íàéäèòå ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Äîêàæèòå,
÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì.

1)
∫ T0

0
(ẋ2 + x) dt→ extr, |ẋ| ≤ 1, x(0) = 0

2)
∫ 1

0
x→ extr, |x′′| ≤ 2, x(0) + x(1) = 0, ẋ(0) + ẋ(1) = 0

3) T → min, |x′′| ≤ 2, x(−1) = 1, x(T ) = −1, ẋ(−1) = ẋ(T ) = 0

Ðåøèòå èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó

4)
∫ 1

0
ẋ2 dt→ extr,

∫ 1

0
x dt = 3, x(0) = 1, x(1) = 6

5) Ýíòðîïèåé Ent(ξ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
IE ln ρ(ξ) =

∫
ρ ln ρ dx (Ent(ξ) =∞, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå èìååò ïëîòíîñòè).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
Ent(ξ)→ inf, IE(ξ) = 0, Dξ = 1

(IE � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, D � äèñïåðñèÿ). Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè ξ � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî ξ èìååò ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

6) Ñèëüíûé è ñëàáûé ýêñòðåìóì.
Íàïîìíèì, ÷òî ñèëüíûì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ïî íîðìå C([t1, t2]), à ñëàáûì � ëî-

êàëüíûé ýêñòðåìóì ïî íîðìå C1([t1, t2]). Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äàåò ñëàáûé,
íî íå ñèëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å∫ 1

0

ẋ2 dt→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1.
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6. Ëåêöèÿ 8

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷å

J (x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min; x(t0) = x0; x(t1) = x1.

Âñþäó äàëåå x̂(t) � ýêñòðåìàëü (ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà), à èíòåãðàíä L(t, x, u) ïðåäïîëàãàåòñÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè.
Ñèëüíûé ìèíèìóì: ýêñòðåìàëü x̂ ∈ PC1([t0, t1]) äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ìèíèìóì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé x ∈ PC1([t0, t1]), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
‖x− x̂‖C([t0,t1]) < δ, âûïîëíåíî J(x(·)) ≥ J(x̂(·)).
Ñëàáûé ìèíèìóì: ýêñòðåìàëü x̂ ∈ C1([t0, t1]) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ìèíèìóì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-

êîå ÷èñëî δ > 0, äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé x ∈ C1([t0, t1]), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ‖x− x̂‖C1([t0,t1]) <
δ, âûïîëíåíî J(x(·)) ≥ J(x̂(·)).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òî÷êà τ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé t0, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

− d

dt
(L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh) + (L̂ẋxḣ+ L̂xxh) = 0

h(t0) = 0, ḣ(t0) = 1, h(τ) = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Íà ýêñòðåìàëè x̂ âûïîëíåíî

� óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè L̂ẋẋ = Luu(t, x, u)|x=x̂,u= ˙̂x ≥ 0, ∀t ∈ [t0, t1] (óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíä-

ðà, åñëè L̂ẋẋ = Luu(t, x, u)|x=x̂,u= ˙̂x > 0, ∀t ∈ [t0, t1]
� óñëîâèå ßêîáè, åñëè ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà â

[t0, t1) íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0 (óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, åñëè ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïî-
ëîæåíèè óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà â [t0, t1] íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0)

� óñëîâèå Âåéåðøòðàññà, åñëè E(t, x(t), ẋ(t), u) ≥ 0, ãäå

E(t, x, y, u) = L(t, x, u)− L(t, x, y)− Lu(t, x, y)(u− y)

� ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ L ãëîáàëüíî âûïóêëà ïî u, òî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è Âåéåð-
øòðàññà àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíû.
Ñãëàæèâàíèå ôóíêöèé. Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïðèáëèæåíèÿ íåãëàäêîé ôóíêöèè ãëàäêèìè

ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ñâåðòêàìè ñ ãëàäêèì áûñòðî óáûâàþùèì ÿäðîì (íàïðèìåð, ãàóññîâñêèì):
f = limh→0 fh,

fh(x) =
1√
2πh

∫ +∞

−∞
f(y)e−

(x−y)2

2h2 dy.

Åñëè f îãðàíè÷åíà, òî fh áåñêîíå÷íî äèôôåðåöèðóåìû. Åñëè f ïðè ýòîì êóñî÷íî íåïðåðûíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà, òî ïðîèçâîäíûå fh ñõîäÿòñÿ ê ïðîèçâîäíîé f â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè.

Äëÿ ôóíêöèé ïðîñòîãî âèäà íà ïðÿìîé (òèïà ìîäóëÿ) èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé ñïî-
ñîá, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ÿâíîì ñãëàæèâàíèè "óãëîâ". Íàïðèìåð, |t| ìîæíî ïðèáëèçèòü íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè fn(t) âèäà

fn(t) =

{
nt2

2 , åñëè |t| ≤ 1
n ,

|t| − 1
2n , åñëè |t| ≥ 1

n .

Òåîðåìà 6.3. (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ) Ïóñòü x̂ ∈ C2([t0, t1]).
1) åñëè x̂ � ñëàáûé ìèíèìóì, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè.
2) åñëè x̂ � ñèëüíûé ìèíèìóì, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåæàíäðà, ßêîáè è Âåéåðøòðàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 2). Çàäà÷à íà ñèëüíûé ìèíèìóì ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ (âñïîìíèì, ÷òî â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàëè èìåííî ñèëüíûé

ìèíèìóì)
∫ t1
t0
L(t, x, u) dt→ min, ẋ = u. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

−ṗ(t) + λ0L̂x = 0, p(t)u− λ0L(t, x̂(t), u) ≤ p(t)x̂(t)− λ0L̂.

Òàê êàê p(t)u − λ0L(t, x̂(t), u) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå ˙̂x, òî ïðîèçâîäíàÿ ïî u â ýòîé òî÷êå

ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî p(t) = λ0Lu(t, x̂(t), u)|u= ˙̂x = λ0L̂ẋ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì
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λ0 = 1. Ïîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ p íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì L̂ẋu − L(t, x̂(t), u) ≤ L̂ẋx̂(t) − L̂. Ýòî è

åñòü óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. Óñëîâèå Ëåæàíäðà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ˙̂x � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè
u→ p(t)u− λ0L(t, x̂(t), u), ïîýòîìó Luu(t, x̂(t), ˙̂x(t)) ≥ 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè ñëàáîãî ìèíèìóìà âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë K(h) =
∫ t1
t0
L(t, x̂+ h, ˙̂x+ ḣ) dt, h ∈ C1

0 [t0, t1]. Â ñèëó òîãî, ÷òî x̂ ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ñëàáîãî ìèíèìóìà, K(h) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â íóëå (êàê ôóíêöèîíàë íà C1
0 ([t0, t1]) ). Ðàç-

ëîæèì K(λḣ) ïî λ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ñèëó óðàâíåíèé Ýéëåðà K ′(0) = 0. Ïîýòîìó K ′′(0) ≥ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî ∫ t1

t0

L̂ẋẋ(ḣ)2 dt+ 2

∫ t1

t0

L̂ẋxḣh dt+

∫ t1

t0

L̂xxh
2 dt ≥ 0.

Ïóñòü â òî÷êå τ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Ëåæàíäðà: L̂ẋẋ(τ) < 0. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

hn(t) =

{
0, åñëè |t− τ | ≥ 1

2n ,
1

2
√
n
−
√
n|t− τ |, åñëè |t− τ | ≤ 1

2n .

Ôóíêöèè hn ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïðè ýòîì |ḣn| ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, hnḣn ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K(hn) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ìû ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðàâäà, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî hn íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè. Íî
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ëåãêî óñòðàíèòü, åñëè ïîñòðîèòü ñãëàæèâàíèÿ hn (íàïðèìåð, ïðîñòûì ñãëàæè-
âàíèåì óãëîâ) ôóíêöèÿìè hn,ε. Äîñòàòî÷íî íàéòè òàêóþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ
hn,ε, ÷òî |K(hn) − K(hn,ε)| < ε (ïðèìåíÿÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
óáåäèòåñü, ÷òî ïðè îïèñàííîì ñïîñîáå ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ).

Äîêàæåì óñëîâèå ßêîáè. Ìû çíàåì, ÷òî K(h) ≥ 0 â ïðîñòðàíñòâå C1
0 ([t0, t1]). Ïðèáëèæàÿ ôóíê-

öèþ h ∈ PC1([t0, t1]) ãëàäêèìè, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî K(h) ≥ 0 â ïðîñòðàíñòâå PC1
0 ([t0, t1]).

Ïîýòîìó K èìååò ãëîáàëüíûé (ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíûé) ìèíèìóì â PC1
0 ([t0, t1]) ïðè h = 0. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ßêîáè íàðóøàåòñÿ è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h̃, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèì óðàâíåíèÿì. Ïðîäîëæèì åå íà âåñü îòðåçîê, ïîëîæèâ h̃(t) = 0, t ≥ τ . Çàìåòèì, ÷òî K(h̃) = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì c ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé è óðàâíåíèÿ ßêîáè ïîëó÷àåì

K(h̃) =

∫ τ

t0

− d

dt

(
L̂ẋẋ

˙̃
h+ L̂ẋxh̃

)
h̃+

(
L̂ẋx

˙̃
h+ L̂xxh̃

)
h̃ dt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, h̃ òîæå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíèìóìîì. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ñîîòâåòñòâóþùèé

ìíæèòåëü Ëàãðàíæà èìååò âèä p(t) = ˆ̃Lḣ, ãäå L̃(h) = L̂ẋẋ(ḣ)2 + 2L̂ẋxḣh + L̂xxh
2. Ñëåäîâàòåëüíî

p = 2L̂ẋẋ
˙̃
h. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ßêîáè ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñèëåííîå

óñëîâèå Ëåæàíäðà, ïîýòîìó L̂ẋẋ > 0. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
˙̃
h ðàçðûâíà â òî÷êå τ (ïî÷åìó?). Íî

òîãäà ðàçðûâíà ôóíêöèÿ p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (íàïîìíèì, ÷òî p
äîëæíà ïðèíàäëåæàòü PC1([t0, t1)). �

Òåîðåìà 6.4. (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ) Ïóñòü x̂ � ýêñòðåìàëü.
1) Ïóñòü âûïîëíåíû óñèëåííûå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè. Òîãäà x̂ � ñëàáûé ìèíèìóì.
2) Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ L(t, x, u) âûïóêëà ïî u äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x), òî x̂ �

ñèëüíûé ìèíèìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ áóäåò ïîçæå.

Ïðèìåð 6.5. Íàéòè ñèëüíûé è ñëàáûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
∫ T
0

(ẋ2 − x2) dt, x(0) = 0, x(T ) = 0.

Îòâåò: x = 0 ïðè T ≤ π � ñèëüíûé ìèíèìóì. Ïðè T > π íèêàêàÿ èç ýêñòðåìàëåé íà ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìóìîì (åñòü ñîïðÿæåííûå òî÷êè). Ïðè T = π òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

9



Çàäà÷è 4

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷å.
Âûïóêëûé àíàëèç.

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèé Ëåæàíäðà, ßêîáè è Âåéåðøòðàññà èññëåäîâàòü çàäà÷è íà ñèëüíûé è ñëàáûé
ýêñòðåìóì.

1)
∫ 3π

2

0
((ẋ)2 − x2 − 2x) dt→ extr, x(0) = x

(
3π
2

)
= 0

2)
∫ 1

0
sin ẋ dt, x(0) = 0, x(1) = 1

3)
∫ T0

0
ẋeẋ dt→ extr, x(0) = 0, x(T0) = ξ

Âû÷èñëèòü ñóáäèôôåðåíöèàëû âûïóêëûõ ôóíêöèé â íóëå
4) max{ex, 1− x}
5)
∑n
i=1 |xj |

6) maxj=1,··· ,n |xj |

Íàéòè ñîïðÿæåííûå ê ôóíêöèÿì

7) |x|
p

p , p ≥ 1

8) ex−1

9) max{|x|, x2}
10) max{x1, · · · , xn}

11) Ïóñòü f : Rn → R � ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì detD2f > 0

è limx→∞
f(x)
|x| = +∞ (ñóïåðëèíåéíîñòü). Äîêàæèòå, ÷òî cîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ f∗ óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèÿì
f(x) + f∗(y) ≥ 〈x, y〉, f(x) + f∗(∇f(x)) = 〈x,∇f(x)〉,

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå x→ ∇f(x) èíúåêòèâíî.
12) Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå

(f ⊕ g)∗ = f∗ + g∗,

ãäå f ⊕ g(x) = infa+b=x(f(a) + g(b)).

13) (Ôîðìóëà Õîïôà-Ëàêñà-Îëåéíèê)
Ïóñòü u(t, x) � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

u(t, x) = inf

∫ t

0

L(ẋ(s)) ds+ g(x(0)), x(t) = x.

ãäå g � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé, L � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì
limt→∞ L(t)/|t| = +∞.

1) Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ

ut +H(ux) = 0, u(0, x) = g(x),

ãäå H = L∗.
2) Äîêàæèòå, ÷òî u èìååò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

u(t, x) = inf
{
tL
(x− y

t

)
+ g(y)

}
Óêàçàíèå: âìåñòî ðàâåíñòâà äîêàæèòå, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò ïðàâóþ è íàîáîðîò. Âîñïîëü-
çóéòåñü íåðàâåíñòâîì Èåíñåíà.
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7. Ëåêöèÿ 9

Âûïóêëûå ôóíêöèè. Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè.

X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåðíîå), X∗ � åãî ñîïðÿæåííîå.
Çíà÷åíèå x∗ ∈ X íà x ∈ X îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 〈x, x∗〉. Ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {±∞} íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé, åñëè ìíîæåñòâî

epi(f) = {(x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), f(x) <∞}
âûïóêëî.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì âûïóêëîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

δA =

{
0, x ∈ A,
+∞, x /∈ A.

ãäå A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Êîëìîãîðîâà è Ôîìèíà.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü A è B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà â X, A ∩ B = ∅, Int(B) 6= ∅. Òîãäà A è B
îòäåëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗, ÷òî supx∈A〈x, x∗〉 ≤ infx∈B〈x, x∗〉.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, x /∈ A. Òîãäà x è A ñòðîãî îòäå-
ëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗, ÷òî supx∈A〈x, x∗〉 < infx∈B〈x, x∗〉.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂f(x) = {x∗ : f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, x∗〉, ∀y ∈ X}.

Óïðàæíåíèå 7.4. Äëÿ X = Rn äîêàæèòå, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x, òî ∂f(x) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà ∇f(x).

Óïðàæíåíèå 7.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè |x|, x ∈ R â íóëå ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî [−1, 1].

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ñîïðÿæåííîé f∗ ê ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f∗(x∗) = sup
x∈X

(
〈x, x∗〉 − f(x)

)
.

Óïðàæíåíèå 7.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f(x) = x2

2 âûïîëåíî f∗ = f .
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f(x) = |x|, g(x) = δ[−1,1] âûïîëíåíî f

∗ = g, g∗ = f .

Îïðåäåëåíèå 7.8. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè epi(f) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì.

Òåîðåìà 7.9. (Ôåíõåëÿ-Ìîðî î âòîðîé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

1) ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà
2) f ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì àôôèííûõ ôóíêöèé x→ 〈x, x∗〉+ b
3) f = f∗∗.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû íåñëîæíî è ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

Òåîðåìà 7.10. Äëÿ âûïóêëîé çàìêíóòîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1) x∗ ∈ ∂f(x)
2) x ∈ ∂f∗(x∗)
3) f(x) + f∗(x∗) = 〈x, x∗〉.

Ñëåäñòâèå 7.11. Åñëè ôóíêöèè f : Rn → R, f∗ : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìû è îòîáðàæåíèÿ
x → ∇f(x), y → ∇f∗(y) âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Rn â Rn, òî èõ ãðàäèåíòû âçàèìíî
îáðàòíû: ∇f∗(∇f(x)) = x, ∇f(∇f∗(y)) = y.
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8. Ëåêöèè 10-11

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷å (ïðîäîëæåíèå).
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ïîëå ýêñòðåìàëåé. Ôîðìóëà Âåéåðøòðàññà.

Ìû îáñóäèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Íèæå áóäåò âîëüíî èçëîæåíà îñíîâíàÿ êîíñòðóê-
öèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå è ïîëíîå îáîñíîâàíèå ñì. â êíèãàõ [1], [2].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî L � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è ãåññèàí ôóíêöèè L(t, x, ẋ) ïî ïåðåìåííîé ẋ :

Lẋiẋj > 0

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé â ëþáîé òî÷êå è lim|x| L(x)/|x| = +∞ (ìû íå óòî÷íÿåì
çäåñü, êàêîé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè äîñòàòî÷åí, ñì. êîììåíòàðèè [2]).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H = L∗ (ãàìèëüòîíèàí), ÿâëÿþùóþñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ t, x ñîïðÿæåí-
íîé ê L ïî ïåðåìåííîé ẋ. Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ýòî îáû÷íî ôîðìóëèðóþò òàê:

H(t, x, p) = 〈p, ẋ〉 − L(t, x, ẋ), (1)

ãäå ïåðåìåííûå p (èìïóëüñ) è ẋ (ñêîðîñòü) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

p = Lẋ(t, x, ẋ).

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà − d
dtLẋ + Lx = 0 â íîâîé ñèñòåìå ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ p

dH = ẋdp+ pdẋ− Ltdt− Lxdx− Lẋdẋ = ẋdp− Ltdt− Lxdx.

Ïîýòîìó

Ht = −Lt, Hx = −Lx, Hp = ẋ.

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ïðèìóò âèä (êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ){
ẋ = Hp(t, x, p)
ṗ = −Hx(t, x, p).

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð: N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìàññîémi äâèæóòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé
ñèëû, çàäàííîé ñâîèì ïîòåíöèàëîì U(x). Äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà

äåéñòâèÿ
∫ t1
t0
L dt, ãäå L = T − U , ãäå T =

∑N
i=1

miẋi
2

2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.
Òîãäà

H = 〈ẋ, Lẋ〉 − L =

N∑
i=1

miẋi
2

2
+ U =

N∑
i=1

p2i
2mi

+ U

� ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, à

pi = miẋi

èìïóëüñ. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä{
mẋi = pi
ṗi = −Uxi .

Âòîðîå óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàêîí Íüþòîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé äëÿ ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è îïèðàåòñÿ íà òåõ-
íèêó äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ðàññìîòðèì ôîðìó Ïóàíêàðå-Êàðòàíà ω(x, p, t) íà R2n+1

ω =

n∑
i=1

pidxi −Hdt.

Ëåììà 8.1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà η èìååì

dω(ξ, η) = 0,

ãäå ξ = (Hp1 , · · · , Hpn ,−Hx1 , · · · ,−Hxn , 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. dω(ξ, η) = 〈Aξ, η〉, ãäå A � íåêîòîðàÿ àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ïðîâåðüòå ñ
ïîìîùüþ ÿâíûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî Aξ = 0. �
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Çàôèêñèðóåì (t0, x0) è ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (t0, x0, p) èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ âåêòîðíîãî
ïîëÿ ξ, êðèâóþ t→ (x(t), p(t), t), ãäå (x(t), p(t)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = Hp, ṗ = −Hx

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0, p(t0) = p. Ò.å., â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå,
t → (x(t), p(t)) � ðåøåíèå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùåå íåêîòîðóþ ýêñòðåìàëü x(t).
Ïîëó÷åííîå n+1 ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èìMt0,x0 . Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
ôîðìà dω çàíóëÿåòñÿ íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Mt0,x0 .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èíòåãðàë ïî ëþáîìó ãëàäêîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó γ1 ⊂M îò ω ðàâåí íó-
ëþ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì òðóáêó òðàåêòîðèé, îõâàòûâàþùóþ ýòîò êîíòóð, ò.å. ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
êîíòóðà γ1 ïðîâåäåì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ (x(t), p(t)). Ïóñòü òåïåðü γ2 � äðóãîé êîíòóð, îõâàòû-
âàþùèé ýòó òðóáêó, ïðè÷åì γ1 ∪ γ2 ÿâëÿåòñÿ (îðèåíòèðîâàííîé) ãðàíèöåé íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿM Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà∫

γ1

ω −
∫
γ2

ω =

∫
M
dω = 0.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, ïîòîìó ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M äâóìåðíî è ñîäåð-
æèò âåêòîð, çàíóëÿþùèé dω (à òàêæå êîñîñèììåòðè÷íîñòè dω). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

∫
γ
ω íå

ìåíÿåòñÿ âäîëü ãëàäêîãî ñäâèãà γ ïî òðàåêòîðèÿì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Òàê êàê âñå èíòåãðàëüíûå
êðèâûå èìåþò íà÷àëî â íåêîòîðîé òî÷êå (t0, x0, p), ñäâèíåì γ âäîëü òðóáêè òðàåêòîðèé â ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Pt0x0

= {(t0, x0, p)}. Â ðåçóëüòàòå ýòîé äåôîðìàöèè ïîëó÷èòñÿ êîíòóð γ̃ ⊂ Pt0x0
, ïðè÷åì∫

γ
ω =

∫
γ̃
ω. Îñòàëîñòü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, ïîòîìó ÷òî dω = 0 íà Pt0,x0

(â ñèëó òîãî, ÷òî ω íå ñîäåðæèò dpi, à dt, dxi ðàâíû íóëþ íà Pt0x0
).

Ïóñòü òåïåðü D ⊂Mt0,x0 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ïðè÷åì ïðîåêöèÿ D íà íåêîòîðóþ îáëàñòü G â
ïîäïðîñòðàíñòâå p = 0 âçàèìíî îäíîçíà÷íà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîãäà â G çàäàíî öåíòðàëüíîå
ïîëå ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, t0). ÒîãäàMt0,x0

çàäàåòñÿ êàê ãðàôèê ôóíêöèè p(t, x)
íà G. Â ñèëó òîãî, ÷òî dω = 0 íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Mt0,x0

, ôîðìà

ω̃ =

n∑
i=1

pi(t, x)dxi −H(t, x, p(t, x))dt,

ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì ω ïðè ýòîé ïðîåêöèè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé â G: dω̃ = 0 â G.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω̃ òî÷íà, ò.å. ω̃ = dS äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè S(t, x). Ñëåäîâàòåëüíî,

St = −H(t, x, p(t, x)), Sxi = pi(t, x).

Òàêèì îáðàçîì, S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè)

St = −H(t, x, Sx).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, S ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S(t1, x1) =

∫
γ

n∑
i=1

pi(t, x)dxi −H(t, x, p(t, x))dt.

Çäåñü γ � íåêîòîðûé (ïðîèçâîëüíûé!) ïóòü â G, ñîåäèíÿþùèé (t0, x0) è (t1, x1). Âûðàçèì S ÷åðåç
èíòåãðàë îò ôóíêöèè L. Íàéäåì ôóíêöèþ u(t, x) èç ñîîòíîøåíèÿ u(t, x) = Hp(t, x, p(t, x)). Â ñèëó
òîãî, ÷òî L è H ñîïðÿæåíû, èõ ãðàäèåíòû âçàèìíî îáðàòíû, ïîýòîìó p(t, x) = Lẋ(t, x, u(t, x)). Òîãäà
S(t1, x1) = I(γ), ãäå

I(γ) =

∫
γ

n∑
i=1

pi(t, x)dxi −H(t, x, p(t, x))dt.

Â ñèëó ôîðìóëû (1) ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî

I(γ) =

∫
γ

n∑
i=1

Lẋi(t, x, u(t, x)) dxi−
(
− L(t, x, u(t, x)) + 〈Lẋ(t, x, u(t, x)), u(t, x)〉)

)
dt. (2)

Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü òåïåðü x � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ẋ = u(t, x) = Hp(t, x, p(t, x)), x(t0) = x0, x(t1) = x1, (ò.å. x(t) � ýêñòðåìàëü). Èç (2)
ïîëó÷àåì

S(t1, x1) =

∫
γ

L(t, x, u(t, x)) dt =

∫
γ

L(t, x, ẋ) dt.
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Ïîëó÷àåì âàæíûé âûâîä: S(t, x) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

L(x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x, ẋ) dt

íà ýêñòðåìàëÿõ.
Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëèðîâêà ìíîãîìåðíîãî óñëîâèÿ ßêîáè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äàòü

îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Òî÷êà τ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé t0, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

− d

dt
(L̂ẋẋḣ+ L̂Txẋh) + (L̂xẋḣ+ L̂xxh) = 0

h(t0) = 0, ḣ(t0) = 1, h(τ) = 0.

Çäåñü L̂ẋẋ, L̂xẋ, L̂xx � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 8.3. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîãî ìèíèìóìà â òåðìèíàõ ïîëÿ ýêñòðåìàëåé) Ïóñòü
â G çàäàíî öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé è ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

L(t, x, ξ)− L(t, x, u(t, x))− p(t, x)(ξ − u(t, x))

íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ (t, x) ∈ G è ëþáûõ ξ. Ïóñòü x̂(·) � íåêîòîðàÿ ýêñòðåìàëü. Òîãäà äëÿ
ëþáîé êðèâîé x(·), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì x(t0) = x̂(t0), x(t1) = x̂(t1), x(t) ∈ G èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

L(x(·)) ≥ L(x̂(·)),
ãäå L(x(·)) =

∫ t1
t0
L(t, x, ẋ) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ðàâåíñòâî I(x̂(·)) = I(x(·)) (ò.ê. êîíöû êðèâûõ ñîâïàäàþò). Òàê êàê x̂ �
ýêñòðåìàëü, òî I(x̂(·)) = L(x̂(·)). Ïîýòîìó â ñèëó (2) âûïîëíåíà îñíîâíàÿ ôîðìóëà Âåéåðøòðàñ-
ñà

L(x(·))−L(x̂(·)) = L(x(·))−I(x(·)) =

∫ t1

t0

(
L(t, x, ẋ)−L(t, x, u(t, x))−Lẋ(t, x, ẋ)(ẋ(t)−u(t, x))

)
dt ≥ 0.

�

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è íà ñèëüíûé ýêñòðåìóì åäèíñòâåííî ïðè íàëè÷èè öåíòðàëüíîãî
ïîëÿ ýêñòðåìàëåé è íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè Âåéåðøòðàñññà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííî-
ñòè â òåðìèíàõ îäíîé ýêñòðåìàëè äîñòàòî÷íî âëîæèòü ýòó ýêñòðåìàëü â öåíòðàëüíîå ïîëå. Ïîñëåä-
íåå ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ëåììà 8.4. (î ïîãðóæåíèè) Ïóñòü íà ýñòðåìàëè x̂ âûïîëíåíû óñèëåííûå óñëîâèå Ëåæàíäðà è
ßêîáè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t0 < t̃0 < t1 ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé, îêðóæàþùåå
ìíîæåñòâî {t, x̂(t)}, t̃0 ≤ t ≤ t1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Mt0,x0
, ñîäåð-

æàùàÿ ýêñòðåìàëü x̂, x̂(t0) = x0 âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî (t, x). Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ π : (t, x(t, p0), p(t, p0)) íåâûðîæäåí ïî
ïåðåìåííûì p0. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáèW = ( ∂x̂∂p0 ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ìíîãîìåðíîãî!) ìàò-

ðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ßêîáè. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ýêñòðåìàëü x(t, p0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

− d

dt
Lẋ(t, x, ẋ) + Lx(t, x, ẋ).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå ïî p0 (íà÷àëüíûì äàííûì), ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ßêîáè

− d

dt

(
L̂ẋẋẆ + L̂TxẋW

)
+
(
L̂xẋẆ + L̂xxW

)
= 0,

ãäå T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Î÷åâèäíî, W (t0) = 0 (ò.ê. x(t0) = x0 íå çàâèñèò îò p0). Èç p = Lẋ(t, x, ẋ) ïîëó÷àåì

∂p

∂p0
= L̂ẋẋẆ + L̂TxẋW.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå t0 ñ ó÷åòîì W (t0) = 0 èìååì: I = L̂ẋẋ(t0)Ẇ (t0). Â ñèëó óñèëåííîãî óñëîâèÿ

Ëåæàíäðà ìàòðèöà Ẇ (t0) îáëàäàåò îáðàòíîé. Îòñóòñòâèå ñîïðÿæåííûõ òî÷åê âëå÷åò íåâûðîæäåí-
íîñòü W (t) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ∈ (t0, t1] (ñì. óïðàæíåíèÿ). Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè êàæäàÿ

14



òî÷êà {t, x̂(t), p̂(t)} îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóþùåéñÿ íà (t, x). Îáú-
åäèíåíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé äàåò èñêîìîå ðåøåíèå. �

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.4. Â ïðåäûäóùåé ëåììå ìû ôàêòè÷åñêè ïîñòðîèëè èñêîìîå
öåíòðàëüíîé ïîëå ýêñòðåìàëåé â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îòðåçêà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
ñàìà íà÷àëüíàÿ òî÷êà (t0, x0), â êîòîðîé W (t0) = 0. Äëÿ áîðüáû ñ ýòèì ÿâëåíèåì ïðèìåíÿåòñÿ íåêî-
òîðûé òðþê (ëåììà îá îòñòóïëåíèè), ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîäîëæèòü ýêñòðåìàëü x̂
íà îòðåçîê (t0−δ, t1], è, äîêàçàâ îòñóòñòâèå ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, âëîæèòü ýòî ðåøåíèå â öåíòðàëüíîå
ïîëå ýêñòðåìàëåé, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåé ëåììå (äåòàëè ñì. â [1], [2]).

Èç ôîðìóëû Âåéåðøòðàññà ñðàçó ñëåäóåò äîñòàòî÷íîñòü çàÿâëåííûõ óñëîâèé äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî-
ãî ìàêñèìóìà. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîãî ìàêñèìóìà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà íà x áëèçêèõ ê û ïî íîðìå C1([t0, t1]) è òîãî,

÷òî L̂ẋẋ ñòðîãî áîëüøå íóëÿ (ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî �ëîêàëüíàÿ� âûïóêëîñòü L).
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Çàäà÷è 5

Äâîéñòâåííîñòü. Óðàâíåíèå ßêîáè. Ãåîäåçè÷åñêèå. Ñîïðÿæåííûå òî÷êè.

1) Íàéäèòå ìèíèìóì âûïóêëûõ ôóíêöèé
1.1 x2 + y2 + 4 max(x, y)

1.2 x2 + y2 + 2
√

(x− a)2 + (y − b)2

2) Îïîðíîé ôóíêöèåé p ê çàìêíóòîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ pA(y) =
sup{〈x, y〉, x ∈ A}. Äîêàæèòå, ÷òî pA = δ∗A.

3*) Ïóñòü A � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂A è íåíóëåâîé êðè-
âèçíîé k â êàæäîé òî÷êå, H(θ) = pA(cos θ, sin θ) � åãî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ, ñóæåííàÿ íà îêðóæíîñòü
S1 = {cos θ, sin θ} ðàäèóñà 1. Èñïîëüçóÿ àïïàðàò òåîðèè äâîéñòâåííîñòè,

3.1) äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå N(x) : x → n(x) (x ∈ ∂A, n(x) � íîðìàëü ê ∂A â
òî÷êå x) ãðàíèöû ∂A â îêðóæíîñòü S1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ

θ → H(θ)(cos θ, sin θ) +H ′(θ)(− sin θ, cos θ).

3.2) âûðàçèòå k ÷åðåç H.
3.3) äîêàæèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ãàóññà:

∫
∂A
k dl = 2π.

4) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîé òî÷êè ðàâíîñèëüíî äàííîìó ðàíåå.
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ßêîáè

− d

dt
(L̂ẋẋU̇ + L̂TxẋU) + (L̂xẋU̇ + L̂xxU) = 0,

ãäå U � ìàòðèöà n× n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

U(t0) = 0, U̇(t0) = Id.

Òî÷êà τ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ t0, åñëè detU(τ) = 0.

5) Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñ ìåòðèêîé gij íàçûâàåòñÿ ýêñòðå-
ìàëü ôóíêöèîíàëà

L(x(t)) =

∫ t1

t0

√√√√ n∑
i,j=1

gij(x(t))ẋiẋj dt.

5.1) Íàéäèòå ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå x = cosϕ cosψ, y = sinϕ cosψ, z = sinψ
5.2) Êàê óñòðîåíà ïàðà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà ãåîäåçè÷åñêîé íà ñôåðå?

6) (Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ßêîáè è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ) Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ßêîáè

J̈ + R(t)J(t) = 0 ïðè t ∈ [0, 1]. Çäåñü J è R � ìàòðèöû n × n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R ñèììåòðè÷íà.
Ïóñòü íà [0, 1] âûïîëíåíî det J 6= 0

1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè J̇(0)J−1(0) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî òàêîâà æå J̇(t)J−1(t) ïðè âñåõ t
2) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) = − log detJ(t), ãäå J(0) = I, J ′(0) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

ϕ̈ ≥ 1

n
(ϕ̇)2 + Tr(R).

7*) (ßêîáèåâû ïîëÿ) Óðàâíåíèå ßêîáè âîçíèêàåò â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè êàê äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íà âàðèàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ.

Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå. Ïóñòü γs(t), t ∈ [0, 1], s ∈ [0, ε] � ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãåîäåçè-
÷åñêèõ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M ñ ìåòðèêîé gij . Ïîëîæèì J(t) = d

dsγs|s=0 � âåêòîðíîå ïîëå

âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ = γ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) � çàäàíèå γ(t) â êîîðäèíà-
òàõ. Òîãäà

∇2
ẋJ

i +Rijklẋ
j ẋkJ l = 0,

ãäå ∇2
ẋ � âòîðàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü γ, Rijkl � òåíçîð Ðèìàíà.
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