
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ëèñòîê 6.

Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü ñäàòü çàäà÷è ïî ëèñòêàì 5-6 óñòíî áóäåò íà 1-2 ïàðàõ 16 äåêàáðÿ!!!

Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ìàðêîâñêèå öåïè.

1) Ïóñòü B ⊂ F � íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ p ∈ [1,∞]
îòîáðàæåíèå ξ → IE(ξ|B), ãäå ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíàäëåæàùàÿ Lp(P ) (c êîíå÷íûì
p-ì ìîìåíòîì), çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð íîðìû 1 â ïðîñòðàíñòâå Lp(P ). Åñëè p = 2, òî
ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì â L2(P ).

2) Ïóñòü P = ρ(r) dxdy � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ïëîñêîñòè, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèé. Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ IE(f(x, y)|F)
îò ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f(x, y) îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F , ïî-
ðîæäåííîé ôóíêöèåé 1) r =

√
x2 + y2, 2) x

y .

Âñþäó äàëåå IE(η|ξ) := IE(η|Fξ) îáîçíà÷àåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñè-
òåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ξ.

3) Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ïîêàçàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ôîð-
ìóëó äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ IE(f(ξ, η)|ξ + η).

4) Ðàññìàòðèâàåòñÿ n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Íàçîâåì î÷åðåäüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ãåðáîâ (ðåøåòîê), íå âêëþ÷åííóþ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ãåðáîâ (ðåøåòîê) áîëüøåé äëèíû. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÃÃÐÃÃÐÐÃ
ñîäåðæèò 5 î÷åðåäåé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà î÷åðåäåé. Óêàçàíèå: çàïèøèòå
ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòîãî ìàò. îæèäàíèÿ.

5) Ïóñòü {Xn} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Êàêèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñè ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè? Íàéòè ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ òåõ èç íèõ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè. 1) Sn =

∑n
i=1Xi, 2) Mn = max{X1, · · · , Xn}, 3) Ln =

min{X1, · · · , Xn}, 4) Kn = Xn +Xn−1.
6) Â áèáëèîòåêå ðàçðåøåíî èìåòü íà ðóêàõ íå áîëåå îäíîé êíèãè. Êàæäîå âîñêðåñåíüå ÿ èäó

â áèáëèîòåêó è ëèáî áåðó íîâóþ êíèãó, ëèáî ïðîäëåâàþ ñòàðóþ (åñëè åå åùå íå ïðî÷èòàë).
Êíèãà ñ íîìåðîì r òðåáóåò Wr íåäåëü äëÿ ÷òåíèÿ, ãäå Wr � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü Xn � ÷èñëî ïðîäëåíèé êíèãè, ñ
êîòîðîé ÿ âûõîæó èç áèáëèîòåêè â n-å âîñêðåñåíüå. Äîêàçàòü, ÷òî {Xn} � ìàðêîâñêàÿ öåïü
è íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

7) A,B,C èãðàþò â òåííèñ. Ñíà÷àëà èãðàþò äâîå, ïîòîì ïîáåäèòåëü èãðàåò â ñëåäóþùåé èãðå ñ
òðåòüèì ó÷àñòíèêîì è òàê äàëåå. Âåðîÿòíîñòü ïîáåäû â ïàðòèè x ïðîòèâ y ðàâíà Sx/(Sx+Sy)
(SA, SB , SC � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷åòâåðòîé
èãðå áóäóò èãðàòü òå æå, êòî èãðàë â ïåðâîé. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò
ñîñòàâà èãðîêîâ ïåðâîé ïàðòèè.

8) Âèðóñ ìîæåò íàõîäèòñÿ â N ñîñòîÿíèÿõ. Çà åäèíèöó âðåìåíè îí ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − α ñî-
õðàíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå, à â ëþáîå äðóãîå ïåðåõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ α/(N − 1). Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷åðåç n åäèíèö âðåìåíè îí ñîõðàíèò ñâîå ñîñòîÿíèå?
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