
Ëèñòîê 6. Îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà

1. Òðè êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà êâàíòîâîé ÷àñòèöû â äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàòàõ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

L1 = x2p3 − x3p2, L2 = x3p1 − x1p3, L3 = x1p2 − x2p1,

ãäå xi è pi ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò èìïóëüñà ÷à-

ñòèöû ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàçèòå îïåðàòîðû Li â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è íàéäèòå

âûðàæåíèå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ êâàäðàòà îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà

L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3.

2. Ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå R3:

x1 = r cosφ sin θ, x2 = r sinφ sin θ, x3 = r cos θ.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð −i~ ∂
∂r íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå L2(R3) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà R3 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìî-

æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå r,
íåñìîòðÿ íà âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

[r,−i~ ∂
∂r

] = i~ 1.

(b) Â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà R3 íàéäèòå ýðìèòîâ

îïåðàòîð pr, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå r:

[r, pr] = i~ 1, p†r = pr.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ýðìèòîâ îïåðàòîð pr íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå L2(R3) è íå èìååò òàì ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ (âîñïîëü-

çóéòåñü òåîðåìîé îá èíäåêñàõ äåôåêòà ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà, ñôîðìóëèðîâàííîé

â çàäà÷å 1-d Ëèñòêà 5)

(d) Âûðàçèòå îïåðàòîð pr ÷åðåç äåêàðòîâûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà è äåêàðòîâû êî-

îðäèíàòû ÷àñòèöû, è ïîêàæèòå, ÷òî pr åñòü ýðìèòîâ îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé êëàñ-

ñè÷åêîìó âûðàæåíèþ äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû èìïóëüñà

p̄ · r̄
r
,

ãäå p̄ · r̄ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êëàññè÷åñêîãî èìïóëüñà è ðàäèóñ-âåêòîðà

÷àñòèöû.

3. Âûðàçèòå îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 1 è 2 äîêàæèòå ðà-

âåíñòâî
p2

2m
=

1
2m

(
p2

r +
L2

r

)
,

ãäå L2 � êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà êâàíòîâîé ÷àñòèöû.

4. Ðîòàòîðîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ìàññîé m1 è m2, ñâÿçàííûõ

æåñòêèì ïðÿìîëèíåéíûì íåâåñîìûì ñòåðæíåì äëèíû l.
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(a) Äîêàæèòå, ÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé ãàìèëüòîíèàí ðîòàòîðà â ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ åãî öåíòðîì ìàññ, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

H =
L2

2I
,

ãäå L2 è I åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, êâàäðàò ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ðîòàòîðà è

ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ:

I =
m1m2

m1 +m2
l2.

(b) Íàéäèòå óðîâíè ýíåðãèè è ñòàöèîíàðíûå âîëíîâûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî

ðîòàòîðà, çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíîì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Êàêîâà êðàòíîñòü

âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè?

5. Ââåäåì ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî îïåðàòîðà (íàáëþäàåìîé). Îïåðàòîð S íà-

çûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ êîìïîíåíòàìè óãëîâîãî ìîìåíòà:

[La, S] = 0, a = 1, 2, 3.

Òðè îïåðàòîðà Vi íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðíîãî îïåðàòîðà V̄ , åñëè âûïîííåíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè ñ êîìïîíåíòàìè óãëîâîãî ìîìåíòà:

[La, Vb] = iεabcVc,

ãäå εabc � êîìïîíåíòû ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà è ïî

ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó ïðîèçîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äåêàðòîâû êîìïîíåíòû êîîðäèíàò xi è èìïóëüñà pi êâàíòîâîé

÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ, à îïåðàòîðû r2, p2 è

r̄ · p̄ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè.

(b) Ïóñòü ψl,m ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðîâ L2 è L3 ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè l(l + 1) è m ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

ëþáîãî ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà S ïî âåêòîðàì ψl,m èìåþò âèä:

(ψl,m, Sψl,m′) = δmm′s(l),

ãäå δmm′ åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà, à "ïðèâåäåííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò"s(l) îïðå-
äåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì îïåðàòîðà S è íå çàâèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîìïîíåíò ëþáîãî âåêòîðíîãî îïåðàòîðà

èìåþò âèä

(ψl,m, Vkψl,m′) = v(l)(ψl,m, Lkψl,m′), k = 1, 2, 3.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ V3 èìååì

(ψl,m, V3ψl,m′) = v(l)mδmm′ .

Çäåñü ïðèâåäåííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò v(l) îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ òðåõ êîìïî-

íåíò îïåðàòîðà V̄ è íå çàâèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m

Ïðèâåäåííûå â ïóíêòàõ b) è c) óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàê íàçûâàåìîé

òåîðåìû Âèãíåðà-Ýêêàðòà äëÿ òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòà òåîðåìà èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå

äëÿ ðàáîòû ñ êîíêðåòíûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷íàÿ ñòðóê-

òóðà òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ íå èçâåñòíà.
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6. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè ψl,m, âåêòîð êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà êâàäðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà L2 è åãî òðåòüåé êîìïîíåíòû L3

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè l(l + 1) è m ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå

ïðîåêöèè âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ óãîë α ñ òðåòüåé îñüþ

ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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