
Ãëàâà 7

Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ,

ëèíåéíûå ñèñòåìû è

äèâèçîðû

Íàì óæå âñòðå÷àëèñü ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä êðèâûìè � òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå, êàñàòåëüíîå, êîêàñàòåëüíîå è èõ òåíçîðíûå ñòåïåíè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � åñòü ëè íàä äàííîé êðèâîé äðóãèå
ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ. Ñêàæåì, íàä ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè âñå óïîìÿíó-
òûå âûøå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû, è ïîñòàâëåííûé âîïðîñ îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, åñòü ëè íàä äàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íåòðèâèàëüíûå
ðàññëîåíèÿ.

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè íàä
êðèâîé è íàáîðàìè òî÷åê íà íåé � äèâèçîðàìè. ßçûê äèâèçîðîâ ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü âñå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ðàáîòàòü ñ íèìè. Ìû
òàêæå îáñóäèì, êàê ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä êðèâîé ñòðîèòü
åå îòîáðàæåíèÿ â ðàçëè÷íûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà.

7.1 Äèâèçîð ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ

Ñ êàæäûì ìåðîìîðôíûì ñå÷åíèåì ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä êðèâîé C
åñòåñòâåííî ñâÿçàíû äâà íàáîðà òî÷åê � íóëè è ïîëþñà ýòîãî ñå÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì êàæäîé òî÷êå ýòèõ íàáîðîâ ïðèïèñàíà öåëî÷èñëåííàÿ êðàòíîñòü. Â
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ñå÷åíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ìå-
ðîìîðôíîé ôóíêöèåé, è êðàòíîñòü òî÷êè ýòî ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäîê íóëÿ
èëè ïîðÿäîê ïîëþñà ýòîé ôóíêöèè. Ïîðÿäîê íóëÿ ìû ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëü-
íûì, à ïîðÿäîê ïîëþñà � îòðèöàòåëüíûì. Ôîðìàëüíàÿ ñóììà íóëåé ñå÷å-
íèÿ σ ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì íóëåé ñå÷åíèÿ è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç (σ)0. Ôîðìàëüíàÿ ñóììà ïîëþñîâ ñå÷åíèÿ σ ñ ó÷åòîì èõ ïî-
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ðÿäêîâ íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì ïîëþñîâ ñå÷åíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (σ)∞.
Ôîðìàëüíàÿ ñóììà íóëåé è ïîëþñîâ ñå÷åíèÿ σ ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ íàçû-
âàåòñÿ äèâèçîðîì ñå÷åíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (σ) = (σ)0 + (σ)∞.

Ïðèìåð 7.1.1. Ïóñòü C = CP1 � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ñ êîîðäèíàòîé z.
Äèâèçîð ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé ôóíêöèè íà íåé ðàâåí íóëþ, (const) = 0.
Äèâèçîð ôóíêöèè z ðàâåí (z) = 1 · 0 − 1 · ∞, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ z èìååò
íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå 0 è ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå ∞. Äè-
âèçîð äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû ω = dz ðàâåí (dz) = −2 · ∞, à äèâèçîð
äâîéñòâåííîãî åé âåêòîðíîãî ïîëÿ ∂/∂z ðàâåí (∂/∂z) = 2 · ∞.

Óïðàæíåíèå 7.1.2. Ïóñòü p, q � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé C. Ìîæåò ëè äèâèçîð ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íà C èìåòü âèä p− q?

Óïðàæíåíèå 7.1.3. Îïðåäåëèòå äèâèçîðû íóëåé è ïîëþñîâ ñëåäóþùèõ îáú-
åêòîâ: à) ìíîãî÷ëåíà z íà CP1; á) 1-ôîðìû (z − 1)dz íà CP1; â) âåêòîðíîãî
ïîëÿ d/dz íà CP1; ã) ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé; ä)
ôóíêöèè, çàäàííîé ïðîåêöèåé íà îñü x êðèâîé Ôåðìà xn+ yn = 1; å) ôóíê-
öèè, çàäàííîé ïðîåêöèåé íà îñü x êâàäðèêè Êëåéíà xy3 + yz3 + zx3 = 0.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå äèâèçîðà íà êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Äèâèçîðîì íà êðèâîé C íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ êî-
íå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

∑
aixi òî÷åê ýòîé êðèâîé.

Äðóãîé, è çà÷àñòóþ áîëåå óäîáíûé, ñïîñîá îáîçíà÷åíèÿ äèâèçîðîâ ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû çàïèñûâàòü èõ â âèäå ñóììû

∑
x∈C axx ïî âñåì òî÷êàì

êðèâîé C, â êîòîðîé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íî îò íóëÿ.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äèâèçîðû ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ai ∈ Z.

Äèâèçîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü � ñóììèðîâàíèå äèâèçîðîâ ñâîäèòñÿ ê
ñóììèðîâàíèþ êîýôôèöèåíòîâ ó òî÷åê êðèâîé, � è îíè îáðàçóþò êîììó-
òàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Íóëåì â ýòîé ãðóïïå
ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé äèâèçîð.

Ïóñòü òåïåðü σ1 : C → E è σ2 : C → E � äâà íåíóëåâûõ ìåðîìîðôíûõ
ñå÷åíèÿ îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ E íàä êðèâîé C. Ïîñêîëüêó
ðàññëîåíèå E ëèíåéíî (ò.å. åãî ñëîè îäíîìåðíû), êàæäîå èç ýòèõ ñå÷åíèé
ïðîïîðöèîíàëüíî äðóãîìó, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ äðóãîãî
ñå÷åíèÿ íà ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ, σ2 = fσ1 äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f .
Çàïèñûâàÿ ñå÷åíèÿ σ1, σ2 è ôóíêöèþ f â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå, óáåæäàåì-
ñÿ, ÷òî (σ2) = (σ1) + (f) � äèâèçîð ñå÷åíèÿ σ2 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äèâèçîðîâ
ñå÷åíèÿ σ1 è ôóíêöèè f .

Íàîáîðîò, åñëè σ : C → E � ñå÷åíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ è f � ïðî-
èçâîëüíàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé C, òî fσ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñå÷å-
íèåì ðàññëîåíèÿ E, ïðè÷åì (fσ) = (f) + (σ). Òåì ñàìûì, äèâèçîðû ëþáûõ
äâóõ ñå÷åíèé äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã íà äðóãà íà
äèâèçîð ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, à ïðèáàâëÿÿ ê äèâèçîðó ñå÷åíèÿ äèâèçîð
íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, ìû òàêæå ïîëó÷àåì äèâèçîð ñå÷åíèÿ òî-
ãî æå ðàññëîåíèÿ.
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Ïîýòîìó â ãðóïïå äèâèçîðîâ åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè: äâà äèâèçîðà D1, D2 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíò-

íûìè, åñëè íà êðèâîé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f ñ äèâèçîðîì
D1 −D2.

Óïðàæíåíèå 7.1.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëîæåíèå äèâèçîðîâ èíäóöèðóåò ñòðóê-
òóðó ãðóïïû íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ.

Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äèâèçîðîâ êðèâîé C ïî îòíîøåíèþ ëèíåéíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ åå ãðóïïîé Ïèêàðà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pic(C).
Âñÿêîìó ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ íàä äàííîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò
åå ãðóïïû Ïèêàðà � êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ ãîëîìîðô-
íûõ ñå÷åíèé ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

7.2 Ñòåïåíü äèâèçîðà è ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ

Ó äèâèçîðà åñòü âàæíàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà � åãî ñòåïåíü.
Ñòåïåíüþ äèâèçîðà D =

∑
aipi íàçûâàåòñÿ ñóììà

∑
ai åãî êîýôôèöèåí-

òîâ. Ýòî öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå îáû÷íî îáîçíà÷àþò degD. Ñòåïåíü ÿâëÿåò-
ñÿ ýïèìîðôèçìîì èç ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ â ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë ïî
ñëîæåíèþ. Îòñþäà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êëàññû äèâèçîðîâ ñòåïåíè 0
îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ. Äëÿ äàííîé êðèâîé C ýòà
ïîäãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pic0(C); áîëåå îáùèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü
êëàññîâ äèâèçîðîâ äàííîé ñòåïåíè d, d ∈ Z, îáîçíà÷àåòñÿ Picd(C), è âñÿ
ãðóïïà Ïèêàðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ

Pic(C) = · · · ⊔ Pic−2(C) ⊔ Pic−1(C) ⊔ Pic0(C) ⊔ Pic1(C) ⊔ Pic2(C) ⊔ . . . .

Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Picd(C) â ãðóïïå Ïèêàðà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå Picd(C) = D+Pic0(C), ãäå D ∈ Picd(C) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ äèâèçî-
ðîâ. Ïîýòîìó ñòðóêòóðà ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Picd(C) ñîâïàäàåò, ïî ñóòè
äåëà, ñî ñòðóêòóðîé ãðóïïû Pic0(C), õîòÿ îòîæäåñòâëåíèå è íå ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì, à çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà D ∈ Picd(C). Êàê ñëåäñòâèå,
çíàíèå ãðóïïû Pic0(C) äàåò îïèñàíèå è âñåé ãðóïïû Pic(C).

Ñòåïåíü äèâèçîðà ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ðàâíà 0, ïîñêîëüêó êî-
ëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ íóëÿ è êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ áåñêîíå÷íîñòè, ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò è ðàâíû åå ñòåïåíè. Ïîýòîìó
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå äèâèçîðû èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü, à çíà÷èò âñå
ñå÷åíèÿ äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ òàêæå èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.
Ýòà îáùàÿ ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàññëîåíèÿ.

Äèâèçîðû ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè äèâèçîðàìè.
Îíè ñîñòàâëÿþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íóëÿ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè g ≥ 0 èç òîãî, ÷òî ñòåïåíü äèâèçîðà ðàâíà
íóëþ, íå âûòåêàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Óïðàæíåíèå 7.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà äèâèçîðà îäèíàêîâîé ñòåïå-
íè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóï-
ïà Pic0(CP1) òðèâèàëüíà, à ãðóïïà Pic(CP1) èçîìîðôíà Z.
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Ïðèìåð 7.2.2. Åñëè êðèâàÿ âëîæåíà â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî íà íåé
ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññ äèâèçîðîâ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïðåäñòàâèòå-
ëåì ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ëþáîé äèâèçîð ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ, íå ñîäåðæàùåé ýòîé êðèâîé. Ëþáûå äâà òàêèõ äèâèçîðà ëèíåéíî
ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äâå ãèïåðïëîñêîñòè çàäàþòñÿ îäíîðîä-
íûìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè F1 = 0 è F2 = 0. Òîãäà îãðàíè÷åíèå ÷àñòíîãî
F1/F2 íà íàøó êðèâóþ ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà íåé, óñòàíàâ-
ëèâàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ äèâèçîðîâ. Àíàëîãè÷íî, íà ïðîåêòèâíîé
êðèâîé îïðåäåëåí êëàññ äèâèçîðîâ, îòâå÷àþùèõ åå ñå÷åíèÿì ãèïåðïîâåðõ-
íîñòÿìè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè k.

Óïðàæíåíèå 7.2.3. Âûðàçèòå ñòåïåíü êëàññà äèâèçîðîâ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷å-
íèé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ÷åðåç ñòåïåíü ñàìîé êðèâîé.

Ñòåïåíü êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê êðèâîé ðîäà g ðàâíà ýéëåðîâîé õà-
ðàêòåðèñòèêå ïîâåðõíîñòè C, ò.å. deg(TC) = χ(C) = 2− 2g. Äåéñòâèòåëüíî,
ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ñóììó èí-
äåêñîâ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà íåì. Â ñâîþ
î÷åðåäü, îñîáûå òî÷êè ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êðèâîé ýòî â òî÷-
íîñòè åãî íóëè è ïîëþñà, ïðè÷åì èõ èíäåêñû � ýòî ïîðÿäêè íóëåé è ïîëþñîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 7.2.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà
êðèâîé â îêðåñòíîñòè ñâîåé îñîáîé òî÷êè èìååò âèä zk∂/∂z, òî èíäåêñ ýòîãî
ïîëÿ â ýòîé òî÷êå ðàâåí k.

Ïðè òåíçîðíîì óìíîæåíèè ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êëàññû äèâèçîðîâ â ãðóïïå Ïèêàðà ñêëàäûâàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèE →
C è F → C � ãîëîìîðôíûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è σ : C → E, τ : C → F
� èõ ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ, òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå E ⊗ F → C äî-
ïóñêàåò ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå σ ⊗ τ : C → E ⊗ F . Äèâèçîð ýòîãî òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äèâèçîðîâ ñîìíîæèòåëåé,
(σ⊗ τ) = (σ) + (τ), ÷òî è äàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ðàçóìååòñÿ, ñòåïåíè
ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ïðè èõ òåíçîðíîì óìíîæåíèè òàêæå ñêëàäûâàþòñÿ.

Ïîñêîëüêó êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê êðèâîé äâîéñòâåííî êàñàòåëüíî-
ìó, èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ëèíåéíûì ðàññëîå-
íèåì. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åãî ñòåïåíü ðàâíà 0. Ïîýòîìó ñòåïåíü
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàâíà −χ(C) = 2g(C) − 2; îíà ïîëîæèòåëüíà
ïðè g(C) ≥ 2. Êëàññ äèâèçîðîâ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêèì êëàññîì, à åãî ýëåìåíòû � êàíîíè÷åñêèìè äèâèçîðàìè.

7.3 Òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä

ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

Íàä ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ëþáîé ðàçìåðíîñòè åñòü òàê íàçûâàåìîå
òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ â âåêòîðíîì
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ïðîñòðàíñòâå Cn+1. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå O(−1) íàä CPn ýòî ðàññëîåíèå,
ñëîåì êîòîðîãî íàä äàííîé òî÷êîé ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ
òà ñàìàÿ ïðÿìàÿ â Cn+1, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ýòó òî÷êó. Òîòàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ O(−1) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ïîäìíîãîîáðà-
çèå â CPn ×Cn+1, ñîñòîÿùåå èç ïàð (òî÷êà â CPn, òî÷êà íà ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðÿìîé â Cn+1).

Ïðè n = 1 îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äàåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå O(−1) íàä
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1. Ñå÷åíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü, âçÿâ
ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ℓ â C2, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòà
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò â îäíîé òî÷êå êàæäóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷à-
ëî êîîðäèíàò, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîé ïðÿìîé ℓ′, êîòîðàÿ ïàðàëëåëü-
íà ïðÿìîé ℓ.

Óïðàæíåíèå 7.3.1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ ñ ïðÿìûìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþò ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå
CP1 → O(−1) ðàññëîåíèÿ O(−1). Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ñå÷åíèå íå èìååò íóëåé
è èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ â òî÷êå ℓ′ ∈ CP1, ïðè÷åì ïîðÿäîê ýòîãî ïîëþñà
ðàâåí 1.

Ýòî óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññëîåíèå O(−1) èìååò ñòåïåíü −1.
Îíî íå ìîæåò, òåì ñàìûì, áûòü òðèâèàëüíûì, êàñàòåëüíûì èëè êîêàñà-
òåëüíûì. Äâîéñòâåííîå ê òàâòîëîãè÷åñêîìó ðàññëîåíèþ ðàññëîåíèå O(1)
èìååò ñòåïåíü 1. Òåíçîðíûå ñòåïåíè ýòèõ ðàññëîåíèé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç
O(−1)⊗d = O(−d) è O(1)⊗d = O(d), ãäå d � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ O(d) ðàâíà d. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ðàññëîåíèå O(2)
èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ ê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, à O(−2) �
êîêàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ ê íåé.

7.4 Âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ïî

êëàññó äèâèçîðà

Îêàçûâàåòñÿ, ñîïîñòàâëåíèå ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ êëàññà äèâèçîðîâ åãî
ñå÷åíèé îáðàòèìî � êàæäîìó êëàññó ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, êëàññ äèâè-
çîðîâ ñå÷åíèé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííûì. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ äàäèì, íàêîíåö, ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ. Ãîëîìîðô-
íîå îòîáðàæåíèå π : E → C äâóìåðíîé êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè â C íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè â C ñóùåñòâóåò îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ C, òàêàÿ, ÷òî ïðîîáðàç π−1(U) äîïóñêàåò òðèâèà-
ëèçàöèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå φ : U ×C → π−1(U),
ïðè÷åì äëÿ âñåõ x ∈ U

• π ◦ φ(x, c) = x äëÿ âñåõ c ∈ C;

• îòîáðàæåíèå c 7→ φ(x, c) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðÿìîé C íà ñëîé
π−1(x).
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Äâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿ π1 : E1 → C è π2 : E2 → C íàä êðèâîé C
íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
h : E1 → E2, òàêîå, ÷òî π2 = h ◦ π1.

Ïóñòü π : E → C � ãîëîìîðôíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, U, V � äâà îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâà â C è çàäàíû òðèâèàëèçàöèè φU : U × C → π−1(U),
φV : V × C → π−1(V ) ðàññëîåíèÿ E íàä U è íàä V ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
íàä ïåðåñå÷åíèåì U ∩ V âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå

φ−1
V ◦ φU (x, c) = (x, fUV (x)).

Çäåñü fUV (x) � íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè fUV äëÿ äàííî-
ãî íàáîðà òðèâèàëèçàöèé íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà. Åñëè êðèâàÿ C
ïîêðûòà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè U1, . . . , Um, òî íàáîð ôóíêöèé ïåðåõîäà
ìåæäó òðèâèàëèçàöèÿìè íàä ýòèìè ìíîæåñòâàìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå.

Óïðàæíåíèå 7.4.2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè òðåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
U, V,W ôóíêöèè ïåðåõîäà äëÿ òðèâèàëèçàöèé äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîå-
íèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

fUV (x)fVW (x)fWU (x) = 1.

Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, íå äîêàçûâàÿ ýòîò ôàêò, ÷òî ó êàæäîãî ãîëî-
ìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ åñòü õîòÿ áû îäíî ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå
(ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü òàêèõ
ðàññëîåíèé).

Òåîðåìà 7.4.3. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçî-

ðîâ D ∈ Pic(C) íà äàííîé ãëàäêîé êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé êðèâîé C ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä C, êëàññ äèâèçîðîâ ñå÷åíèé
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ D.

Ðàññëîåíèå, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â òåîðåìå, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç O(D).
Ïîñêîëüêó íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé âñå äèâèçîðû îäèíàêîâîé ñòåïåíè ëè-
íåéíî ýêâèâàëåíòíû, ýòî îáîçíà÷åíèå ñîãëàñîâàíî ñ îáîçíà÷åíèåì O(d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ðàññëîåíèå O(D) ÿâíî. Ïóñòü x1, . . . , xm �
òî÷êè êðèâîé C, âõîäÿùèå â äèâèçîð D ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå U1, . . . , Um,W êðèâîé C îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè,
ñîñòîÿùåå èç m ìàëåíüêèõ äèñêîâ Ui ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xi è êðèâîé C,
ïðîêîëîòîé â ýòèõ òî÷êàõ, W = C \ {x1, . . . , xm}. Ïðè ýòîì äèñêè Ui ìû
âûáèðàåì íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òîáû íèêàêèå äâà èç íèõ íå ïåðåñåêàëèñü
ìåæäó ñîáîé.

Âûáåðåì â êàæäîì äèñêå Ui ïðîèçâîëüíóþ ãîëîìîðôíóþ ëîêàëüíóþ êî-
îðäèíàòó zi. Íàä êàæäûì ïðîêîëîòûì äèñêîì Ui ∩W ñêëåèì òðèâèàëüíûå
ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä Ui è íàä W ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïåðåõîäà z−ai

i ,
ãäå ai � êðàòíîñòü òî÷êè xi â äèâèçîðå D, D =

∑
aixi, ai ∈ Z. Ïðè òàêîé

ñêëåéêå òîæäåñòâåííîå ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä W
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ïðîäîëæàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîãî ëèíåéíîãî ðàññëî-
åíèÿ íàä C, äèâèçîð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ D. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî
ðàññëîåíèå ÷åðåç O(D).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, êëàññ äèâèçîðîâ ñå÷åíèé êî-
òîðîãî ðàâåí íóëþ, òðèâèàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü σ � êàêîå-íèáóäü
ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ; åãî äèâèçîð (σ) ñîâïàäàåò ñ äèâè-
çîðîì íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f , (σ) = (f). Ïîýòîìó ñå÷åíèå 1

f σ
íå èìååò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ, à çíà÷èò òðèâèàëèçóåò íàøå ðàññëîåíèå.

Ïóñòü òåïåðü êëàññ äèâèçîðîâ ñå÷åíèé äàííîãî ðàññëîåíèÿ E → C ðà-
âåí D ∈ Pic(C). Òîãäà êëàññ äèâèçîðîâ ñå÷åíèé ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ E ⊗
O(−D) ðàâåí íóëþ, ò.å. ýòî ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó E = O(D), à
çíà÷èò, ìû îïèñàëè âñå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä C.

7.5 Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ â ïðîåêòèâíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè ðàññëî-

åíèÿìè

Åñëè ìû çàôèêñèðîâàëè ëèíåéíîå ðàññëîåíèå è âûáðàëè p+ 1 åãî ñå÷åíèé,
òî ïî ýòèì äàííûì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå íàøåé êðèâîé â p-
ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü L → C � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
íàä êðèâîé, σ0, σ1, . . . , σp � íàáîð åãî ìåðîìîðôíûõ ñå÷åíèé. Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå C → CPp, x 7→ (σ0(x) : σ1(x) : · · · : σp(x)) îïðåäåëåíî êîððåêòíî
âñþäó, êðîìå òåõ òî÷åê, ãäå âñå ñå÷åíèÿ îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü
èëè â áåñêîíå÷íîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé òî÷êå êðèâîé ëþáûå äâà âåê-
òîðà â ñëîå íàøåãî ðàññëîåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó ñ êîìïëåêñíûì
êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.5.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñå÷åíèé σi íå ðàâ-
íî íóëþ òîæäåñòâåííî, òî îòîáðàæåíèå êðèâîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,
îïðåäåëåííîå èçíà÷àëüíî íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó îáùèõ íóëåé è ïîëþ-
ñîâ âñåõ ñå÷åíèé, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ âñåé êðèâîé.

Òàêîå îòîáðàæåíèå îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíî è åñòåñòâåííî âûãëÿäèò â
ñëó÷àå, êîãäà L � êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, à â êà÷åñòâå ñå÷åíèé ìû âû-
áèðàåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ω1, . . . , ωg ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì.
Îáðàç òàêîãî îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâ-
íîé çàìåíû êîîðäèíàò: òàêàÿ çàìåíà îïðåäåëÿåòñÿ çàìåíîé âûáðàííîãî áà-
çèñà â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Â ñèëó ïîäîáíîé îäíîçíà÷íîñòè
ýòîò îáðàç íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êðèâîé, à ñàìî îòîáðàæåíèå êðèâîé
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì. Êàê ìû óâèäèì âïîñëåäñòâèè,
êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïî÷òè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Óïðàæíåíèå 7.5.2. Ïî÷åìó êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ ïî êîêàñà-
òåëüíîìó ðàññëîåíèþ, à íå ïî òðèâèàëüíîìó èëè êàñàòåëüíîìó?

Îòîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå êàíîíè÷åñêîìó, ìîæíî ïîñòðîèòü è ïî òåí-
çîðíûì ñòåïåíÿì êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Îíè íàçûâàþòñÿ ïëþðèêà-
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íîíè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Åñëè òåíçîðíóþ ñòåïåíü âçÿòü äîñòàòî÷íî
âûñîêîé (íàïðèìåð, ðàâíîé 3), òî ïëþðèêàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå áóäåò
âëîæåíèåì óæå íà ëþáîé êðèâîé (ïðè g ≥ 2).

7.6 Ëèíåéíûå ñèñòåìû è îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ

Ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû � íå åäèíñòâåííîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ êîìïëåêñíîé êðèâîé. Åñëè ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê
åñòåñòâåííîñòè, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íàä êðèâîé ìíîãî ðàçíûõ êîíå÷-
íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà
ñâÿçûâàþòñÿ ñ äèâèçîðàìè íà êðèâîé.

Íàçîâåì äèâèçîð
∑

aixi ýôôåêòèâíûì, åñëè âñå åãî êîýôôèöèåíòû ai
ïîëîæèòåëüíû, ai > 0 (èëè íåîòðèöàòåëüíû, åñëè ìû ñóììèðóåì ïî âñåì
òî÷êàì êðèâîé). Íóëåâîé äèâèçîð òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíûì. Ýô-
ôåêòèâíîñòü äèâèçîðà D ìû áóäåì âûðàæàòü çàïèñüþ D ≥ 0. Ýôôåêòèâ-
íûå äèâèçîðû îáðàçóþò êîíóñ � èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îäíàêî ðàçíîñòü äâóõ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ ìîæåò
áûòü íå ýôôåêòèâíûì äèâèçîðîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîå-
íèÿ íàä êðèâîé C è ôèêñèðîâàííîãî äèâèçîðà D ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ìíîæåñòâî òàêèõ ñå÷åíèé σ ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ÷òî (σ) +D ≥ 0. Ýòî ìíîæå-
ñòâî ñå÷åíèé îáðàçóåò êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé íà ñå÷åíèÿõ. Òàêèì ñïîñîáîì ìû çíà÷èòåëüíî ðàñ-
øèðÿåì íàáîð âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ äàííîé êðèâîé.

Ïóñòü D � äèâèçîð íà êðèâîé C. Ðàññìîòðèì âñå ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè f , äëÿ êîòîðûõ äèâèçîð (f) +D ýôôåêòèâåí. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L(D).
Åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ëèíåéíîãî
ðàññëîåíèÿ O(D). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L(D) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l(D).

Ïðèìåð 7.6.1. Ïóñòü D � äèâèçîð íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè íà ñôåðå Ðèìà-
íà. Çàïèøåì åãî â âèäå D =

∑
aipi + a∞∞. Ïîëîæèì fD(z) =

∏
(z− ai)

−pi .
Òîãäà ïðîñòðàíñòâî L(D) ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà P (z)fD(z), ãäå P (z) �
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå degD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òîãäà (P ) ≥ −n∞.
ßñíî òàêæå, ÷òî (fD) =

∑
(−aipi)+(

∑
ai)∞. Ïîýòîìó (PfD)+D ≥

∑
(−aipi)+

(
∑

ai)∞+
∑

(−aipi) + (
∑

ai)∞− n∞ ≥ (
∑

ai + a∞ − n)∞ = (degD − n)∞.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè n ≤ degD, òî (PfD) +D ≥ 0, ò.å. PfD ∈ L(D).

Íàîáîðîò, ïóñòü h ∈ L(D) � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ P (z) = h(z)/fD(z). Òîãäà (P ) = (h) − (fD) ≥ −D − (fD) =
(−

∑
ai−a∞)∞ = −degD∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ôóíêöèè P (z) íåò ïîëþñîâ

â êîíå÷íîé îáëàñòè, à â áåñêîíå÷íîñòè ó íåå ìîæåò áûòü ïîëþñ ïîðÿäêà íå
âûøå degD. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P (z)� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå degD.

Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çàäàííîìó äèâèçîðó, äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ. Ðàññìîò-
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ðèì âñå ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû, êîòîðûå ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû äèâèçî-
ðó D. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî äèâèçîðîâ ÷åðåç |D|. Îíî çàâåäîìî ïóñòî,
åñëè ñòåïåíü äèâèçîðà D îòðèöàòåëüíà. Ìíîæåñòâî |D| åñòåñòâåííî îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L(D). Äåéñòâè-
òåëüíî,

|D| = {(f) +D|f ∈ L(D) \ {0}},

ïðè÷åì
(f) +D = (g) +D ⇔ g = λf,

ãäå λ � íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ðàçìåðíîñòü ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà |D| ðàâíà l(D)− 1.

Îïðåäåëåíèå 7.6.2. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (èëè ëèíåéíûé ðÿä) íà êîìïëåêñ-
íîé êðèâîé C ýòî ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â |D|. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà,
ñîâïàäàþùàÿ ñ |D|, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé.

Ïðèìåð 7.6.3. Íà êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå äèâèçîðû ãèïåðïëîñ-
êèõ ñå÷åíèé îáðàçóþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó.

Ïðèìåð 7.6.4. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ìåðî-
ìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé (ò.å. îòîáðàæåíèå êðèâîé â ïðîåêòèâíóþ ïðÿ-
ìóþ). Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì äèâèçîðîì, è âñå òàêèå äèâèçîðû ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû. Îíè îáðàçóþò
ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèâèçîðîâ íà êðèâîé.

Ïðèìåð 7.6.5. Êàíîíè÷åñêèå äèâèçîðû îáðàçóþò ïîëíóþ ëèíåéíóþ ñèñòå-
ìó.

Âñå äèâèçîðû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå, èìåþò îäèíà-
êîâóþ ñòåïåíü. Ýòî îáùåå çíà÷åíèå ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ëèíåéíîé

ñèñòåìû. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñòåïåíè d ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà n ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé gnd .

Ïðèìåð 7.6.6. Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè d íà êðèâîé îïðåäå-
ëÿåò ëèíåéíóþ ñèñòåìó g1d íà íåé. Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåé ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà g12 .


