
Ëèñòîê 7

Èíâàðèàíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé. I

Ñðîê ñäà÷è � 3 ôåâðàëÿ. 8 çàäà÷ íà 10 áàëëîâ.

1) Åñòü ëè ñõîäèìîñòü ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ ñëåäóþùèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé?
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2) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ öåïè ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè èìååòñÿ ñëåäóùàÿ àëüòåðíàòèâà: 1) öåïü

ýðãîäè÷íà, 2) ñîñòîÿíèÿ íå ñîîáùàþòñÿ, 3) P =

�
0 1
1 0

�
.

3) N áëîõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû íà äâóõ ñîáàêàõ. Êàæäóþ ñåêóíäó ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàåòñÿ îäíà áëîõà èç N âîçìîæíûõ. Ýòà áëîõà ïåðåïðûãèâàåò íà äðóãóþ
ñîáàêó. Ïóñòü Xn � ÷èñëî áëîõ íà ïåðâîé ñîáàêå â n-óþ ñåêóíäó. Äîêàçàòü, ÷òî fXng �
ìàðêîâñêàÿ öåïü è íàéòè åå èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

4) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé (ïîêîìïîíåíòíî),
íåíóëåâîé ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1.

5) Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå fXng íà Z+ = f0; 1; 2; � � � g. Äëÿ 0 < p < 1 ïîëîæèì:
p00 = 1 � p; p0;1 = p; pn;n+1 = p; pn;n�1 = 1 � p. Ïðè êàêèõ p ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå?

6) Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåêëàäûâàåòñÿ ñ îäíîé ãðàíè ðàâíîâåðîÿòíî íà ëþáóþ
èç ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåãî. Ê êàêîìó ïðåäåëó ñòðåìèòñÿ ïðè t!1
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè t-ì ïåðåêëàäûâàíèè êîñòü îêàæåòñÿ íà ãðàíè 6, åñëè ñíà÷àëà îíà
íàõîäèëàñü â ýòîì æå ïîëîæåíèè?

7) Ïóñòü �1; �2; � � � � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, P (�1 = 1) =
P (�1 = �1) = 1=2, z0 = 0; zk = zk�1 + zk, k = 1; 2; � � � . Ïîëîæèì �N = minfn � 1 : jznj = Ng.
Íàéòè M�1;M�2;M�3.

8) Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà Xn, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé çàíóìåðîâàíû îò 1 äî 3.
Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà öåïè ðàâíà 0
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Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé öåïè. Ïóñòü n ! 1. Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ äîëÿ
ïîñåùåíèé ñîñòîÿíèÿ 3, åñëè öåïü èñõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ 1? À åñëè èç ñîñòîÿíèÿ 2?

9) Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ öåïü ÌàðêîâàXn ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè è ïåðåõîäíîé ìàòðèöåé
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Ïðè n!1 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Íàéòè ýòó êîíñòàíòó.

Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà: êëàññ ñîñòîÿíèé B ñëåäóåò çà êëàññîì ñîñòîÿíèé A;A ! B, åñëè õîòÿ áû îäíî
ñîñòîÿíèå j 2 B ñëåäóåò çà êàêèì-ëèáî ñîñòîÿíèåì i 2 A.

10) Äîêàçàòü, ÷òî A! B, B ! A) A = B.
11) Åñëè i è j äâà ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèÿ, òî:

1) Îíè îáà ëèáî ðåêóððåíòíû, ëèáî òðàíçèòèâíû.
2) Îíè îáà èìåþò îäèí è òîò æå ïåðèîä.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î êëàññàõ ðåêóððåíòíûõ èëè òðàíçèòèâíûõ ñîñòîÿíèé
è î ïåðèîäå êëàññà.

Íåïðèâîäèìîñòü è àïåðèîäè÷íîñòü öåïåé Ìàðêîâà.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå j îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ñëåäóåò çà

ñîñòîÿíèåì i ýòîé öåïè (è áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî i ! j), åñëè ñóùåñòâóåò n � 0 òàêîå, ÷òî
(Pn)ij > 0, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî P (Xn = jjX0 = i) > 0. Åñëè i ! j è j ! i,
òî ñîñòîÿíèÿ i è j íàçûâàþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ: i � j. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò, ÷òî êàæäîå

ñîñòîÿíèå ñîîáùàåòñÿ ñ ñàìèì ñîáîé (ìîæíî ïîëîæèòü n = 0 è P (X0 = ijX0 = i) = 1 > 0).
Äàëüíåéøàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ñîñòîÿíèå i 2 E íàçûâàåòñÿ:

�) Ïîãëîùàþùèì, åñëè pii(1) = 1,
�) Ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì d > 1, åñëè ÍÎÄ ft : pii(t) > 0g = d,
�) Íåïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ÍÎÄ ft : pii(t) > 0g = 1,
�) Íåñóùåñòâåííûì (òðàíçèòèâíûì), åñëè 9j 2 E : i ! j; j 6! i (èíà÷å ãîâîðÿ, èç ýòîãî

ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ¾óéòè è íå âåðíóòüñÿ¿)
�) Ñóùåñòâåííûì (ðåêóððåíòíûì), åñëè 8j 2 E : i! j ) j ! i,
�) Âîçâðàòíûì, åñëè P (9t <1 : Xt = ijX0 = i) = 1,
�) Âîçâðàòíûì íóëåâûì, åñëè ïðè ýòîì pii(t)! 0, t!1,

�) Âîçâðàòíûì ïîëîæèòåëüíûì, åñëè limt!1pii(t) > 0. (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå óïîòðåáëÿþò
òåðìèíû null recurrent è positive recurrent)

Ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó ìîæíî
ãîâîðèòü î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

Çàìå÷àíèÿ. Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé. Êàæäîå ïîãëîùàþùåå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì (ðåêóððåíòíûì) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíûé êëàññ, ñîñòîÿùèé
èç îäíîãî ýëåìåíòà. Êàæäîå ñîñòîÿíèå i 2 E, äëÿ êîòîðîãî pii(1) > 0, ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì
(íåïåðèîäè÷åñêèì). Ìíîæåñòâî âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé (íóëåâûõ èëè ïîëîæèòåëüíûõ) ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì ñóùåñòâåííûõ (ðåêóððåíòíûõ) ñîñòîÿíèé.
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