
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 7. Êðèâèçíà.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1à, 1á, 2à, 2á

1. Â ïðîñòðàíñòâàõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà (äàëåå ïðîñòî
òåíçîð Ðèìàíà) ñâîäèòñÿ ê áîëåå ïðîñòûì îáúåêòàì.

à) ×òî òàêîå òåíçîð Ðèìàíà â 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

á) Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èìååò òåíçîð Ðèìàíà â 2-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Âûðàçèòü òåíçîð Ðèìàíà â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç ìåò-
ðèêó è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó (ñêàëÿð Ðè÷÷è).

â)∗ Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èìååò òåíçîð Ðèìàíà â 3-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Âûðàçèòü òåíçîð Ðèìàíà â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç ìåò-
ðèêó è òåíçîð Ðè÷÷è.

ã)∗ Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èìååò òåíçîð Ðèìàíà â D-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðè D ≥ 4?

2. Âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà, òåíçîðà Ðè÷÷è è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó
äëÿ

à) 2-ìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà r â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ,

ds2 = r2(dθ2 + sin2 θ dφ2)

á) 2-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ìåòðèêîé ds2 = dt2−t2dx2. Íàéòè ÿâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ê ïëîñêîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè.

â) 2-ìåðíîãî êîíôîðìíî-ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé gµν(x) = e2u(x)δµν ,
ãäå u(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû:

ds2 =
dx2

1 + dx2
2

(1− |x|2)2
, ds2 =

dx2
1 + dx2

2

(1 + |x|2)2

ãäå |x|2 = x2
1 + x2

2, è îáñóäèòü èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

ã)∗ D-ìåðíîãî êîíôîðìíî-ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé gµν(x) = e2u(x)δµν

3. Äîêàçàòü ôîðìóëó∇αRαβ = 1
2
∂βR äëÿ êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè òåíçîðà Ðè÷-

÷è. (Ïîäñêàçêà: èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî Áèàíêè.)

4. Ðàññìîòðèì òåíçîð Gαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ (îí íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì Ýéíøòåéíà).

Äîêàçàòü, ÷òî à) ∇αGαβ = 0, á) â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð Ýéíøòåéíà
òîæäåñòâåííî ðàâåí 0.
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