
Ëèñòîê 7. Ìîìåíò èìïóëüñà, ñëîæåíèå ìîìåíòîâ è ñïèí.

1. Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà l íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψlm:

L2ψlm = l(l + 1)ψlm, L3ψlm = mψlm.

(a) Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ íà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ â ñîñòîÿíèè

ψlm

〈L1〉ψlm
= 〈L2〉ψlm

= 0, 〈L2
1〉ψlm

= 〈L2
2〉ψlm

, 〈L1L2 + L2L1〉ψlm
= 0.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî

〈L2
1〉ψlm

=
l(l + 1)−m2

2
.

(c) Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ l = 1 íàéäèòå 〈Ln1 〉ψ1m , ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî.

2. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû Ïàóëè ïîñòðîèòü ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû P±
n íà ÷èñòûå ñîñòîÿ-

íèÿ, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèþ ïðîåêöèè ñïèíà ±1/2 íà íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà

n = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ). Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ïîäåé-

ñòâîâàâ ïðîåêòîðàìè íà âåêòîð ψ =

(
1
0

)
.

3. Ñèñòåìà äâóõ ñïèíîâ s = 1/2 íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âåêòîðîì Ψ = χ1⊗
χ2, ãäå χ1 è χ2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ, íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà

V1/2 = C2. Îïðåäåëèòå:

(a) Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñóììàðíîãî ñïèíà 〈S2〉Ψ;
(b) Âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êâàäðàòà ñóììàðíîãî ñïèíà S â ñîñòîÿíèè Ψ.

Ðàññìîòðèòå, òàêæå, ÷àñòíûé ñëó÷àé χ1 = χ2.

4. Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñèñòåì, õàðàêòåðèçóåìûõ çíà÷åíè-

ÿìè ìîìåíòà èìïóëüñà l1 (ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé Vl1) è l2 (ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

Vl2). Îáîçíà÷èì ψl1m1 è ψl2m2 áàçèñíûå íàáîðû â Vl1 è Vl2 ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòîÿùèå

èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà è åãî òðåòüåé êîìïîíåíòû äëÿ

êàæäîé èç ïîäñèñòåì.

(a) Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ âåêòîðîì Ψ = ψl1m1 ⊗ ψl2m2 (ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè m1 è m2) èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Vl1 ⊗ Vl2 . Íàéäèòå â ýòîì ñîñòîÿíèè

ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà 〈Li〉Ψ, i = 1, 2, 3, è ñðåäíåå

çíà÷åíèå åãî êâàäðàòà 〈L2〉Ψ.
(b) Äëÿ ñëó÷àÿ m1 = l1, m2 = l2 − 1 (òî åñòü, Ψ = ψl1l1 ⊗ ψl2l2−1) íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L2 â

ñîñòîÿíèè Ψ.

5. Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäñèñòåì ñ îäèíàêîâûì ìîìåíòîì èìïóëüñà l1 = l2 =
l ïîñòðîèòü íîðìèðîâàííûé íà åäèíèöó âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ψ

(ll)
00 , îòâå÷àþùèé çíà÷åíèþ

ïîëíîãî ìîìåíòà L = 0 (âûðàçèòü ψ
(ll)
00 â âèäå ÿâíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ

âåêòîðîâ ψlm1 ⊗ ψlm2).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâîì L±ψ
(ll)
00 = 0.
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6. Âûïèøèòå ÿâíî áàçèñíûå âåêòîðû ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà è åãî òðåòüåé êîìïî-

íåíòû äëÿ ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñà l1 è l2 â ñëó÷àå:

(a) l1 = 1, l2 = 1/2.

(b) l1 = 1, l2 = 1.

Âûïèøèòå òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäàíà äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.

7. ×àñòèöà ñïèíà s = 1/2 íàõîäèòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè Oz
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðîå îñöèëëèðóåò ïî âðåìåíè ñîãëàñíî çàêîíó:

H̄(t) = (0, 0,H0 cosωt).

Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû ñ ïîëåì äàåòñÿ âûðàæå-

íèåì

H = −µ(H̄ · s̄),

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à (H̄ · s̄) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ è âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ñïèíà ÷àñòèöû.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñïèí ÷àñòèöû íàïðàâëåí âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà n (òî åñòü,

ïðîåêöèÿ òðåòüåé êîìïîíåíòû ñïèíà íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà n èìååò çíà÷åíèå 1/2).
Îïðåäåëèòå ýâîëþöèþ íàïðàâëåíèÿ ñïèíà âî âðåìåíè.
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