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Ãëàâà 9

Ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû

Ðèìàíà�Ðîõà

Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ðîõà

l(D)− l(K −D) = d+ 1− g

è ðàçëè÷íûå åå îáîáùåíèÿ èìåþò ìíîãîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ è âûñòóïàþò
â êà÷åñòâå ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî èíñòðóìåíòà â ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè. Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóæäàåì ïðîñòåéøèå, íî îò òîãî íå ìåíåå
âàæíûå, ïðèëîæåíèÿ ýòîé ôîðìóëû. Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì l(K −D) ìû
áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì i(D) äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì, äèâèçîð êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì D.

9.1 Çàäà÷à Ìèòòàã-Ëåôôëåðà

Çàäà÷à Ìèòòàã-Ëåôôëåðà ñòàëà èñòî÷íèêîì, èç êîòîðîãî çàðîäèëàñü òåî-
ðèÿ ïó÷êîâ. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Äëÿ äàííîãî íàáîðà ãëàâíûõ ÷àñòåé ëîêàëüíûõ ôóíêöèé â ïîëþñàõ íà

êðèâîé îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ãëàâíûìè ÷àñòÿìè íåêîòîðîé ìå-

ðîìîðôíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà âñåé êðèâîé è íå èìåþùåé äðóãèõ

ïîëþñîâ.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, è ìû ïåðåéäåì ê íåîáõîäè-
ìûì îïðåäåëåíèÿì. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñëó÷àé
ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èòàê, ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, x ∈ C �
òî÷êà íà íåé è ìû ðàññìàòðèâàåì ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x è èìåþùèå â ýòîé òî÷êå ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà èëè
íå èìåþùèå â íåé ï�îëþñà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òàêèå ôóíêöèè f1, f2
èìåþò îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷àñòè â òî÷êå x, åñëè èõ ðàçíîñòü íå èìååò
ï�îëþñà â òî÷êå x. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå �èìåòü îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷à-
ñòè� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå òàêèõ ôóíêöèé.
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Ãëàâíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ f .

Åñëè ââåñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó z ñ öåíòðîì
â òî÷êå x, òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f , èìåþùàÿ ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé
òî÷êå èëè íå èìåþùàÿ â íåé ïîëþñà, çàïèøåòñÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà

f(z) =
a−1

z
+ a0 + a1z + . . . .

Äâå òàêèå ôóíêöèè f1, f2 èìåþò îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷àñòè â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè z−1 â èõ ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà
ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü f1 − f2 íå èìååò
ï�îëþñà â x.

Çàìå÷àíèå 9.1.1. Ôóíêöèÿ f , èìåþùàÿ â òî÷êå x ∈ C ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà
èëè íå èìåþùàÿ â íåé ï�îëþñà, îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ëîêàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x: êàæäîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìå ω ìîæíî ñîïîñòàâèòü âû÷åò
Resx fω. Åñëè ôóíêöèÿ f íå èìååò ïîëþñà â òî÷êå x, òî òàê îïðåäåëåííûé
ôóíêöèîíàë îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Åñëè æå ó f åñòü â òî÷êå x ïîëþñ, òî
çíà÷åíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà 1-ôîðìå ω îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ω(x) = 0. Òåì ñàìûì, çíà÷åíèå ýòîãî ôóíêöèî-
íàëà íà 1-ôîðìå ω çàâèñèò ëèøü îò êîêàñàòåëüíîãî âåêòîðà, îïðåäåëÿåìîãî
ýòîé 1-ôîðìîé. Ïîýòîìó ôóíêöèè f ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà êîêàñàòåëüíîé ïðÿìîé â òî÷êå x, à çíà÷èò, êàñàòåëüíûé âåêòîð â ýòîé
òî÷êå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò êàñàòåëüíûé âåêòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-
ñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè f â òî÷êå x. Òåì ñàìûì, ãëàâíóþ ÷àñòü ôóíê-

öèè â ïîëþñå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîíèìàòü êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð

â ýòîé òî÷êå.

Ïóñòü òåïåðü f : C → CP1 � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé C ñ
ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x1, . . . , xd, íå èìåþùàÿ äðóãèõ ïîëþñîâ.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d∑
i=1

Resxi fω = 0,

ò.å. ñóììà âû÷åòîâ 1-ôîðìû fω â åå ïîëþñàõ ðàâíà 0. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî
ïîíèìàòü è òàê: åñëè ñîïîñòàâèòü ôóíêöèè f íàáîð f1, f2, . . . , fd åå ãëàâíûõ
÷àñòåé â åå ïîëþñàõ x1, . . . , xd, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d∑
i=1

Resxi fiω = 0.

(Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç òî÷åê x1, . . . , xd ìîãóò íå îêàçàòüñÿ ïîëþñàìè
1-ôîðìû fω. Òàê ïðîèñõîäèò, åñëè 1-ôîðìà ω îáðàùàåòñÿ â 0 â íåêîòîðûõ
èç òî÷åê xi.) Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå, äàâàÿ, òåì ñàìûì, ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ìèòòàã�Ëåôôëåðà
äëÿ ãëàâíûõ ÷àñòåé ôóíêöèé ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Òåîðåìà 9.1.2 (Ðèìàí). Äëÿ äàííîãî íàáîðà f1, f2, . . . , fd ãëàâíûõ ÷àñòåé

ôóíêöèé ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xd êðèâîé C (ò.å.
äëÿ íàáîðà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â ýòèõ òî÷êàõ) ôóíêöèÿ f ñ òàêèì íà-

áîðîì ãëàâíûõ ÷àñòåé ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

d∑
i=1

Resxi fiω = 0 (9.1)

äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà êðèâîé ðîäà g êîíå÷-
íîìåðíî è èìååò ðàçìåðíîñòü g, äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (9.1)
äîñòàòî÷íî âûáðàòü áàçèñ ω1, . . . , ωg â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
è ïðîâåðèòü åãî âûïîëíåíèå äëÿ íèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñ-
ëè ðàâåíñòâî (9.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì, òî ôóíêöèÿ
ñ òàêèìè ãëàâíûìè ÷àñòÿìè ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíûé äèâèçîð
D = x1 + · · · + xd. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà ôóíêöèé ñ ïîëþñàìè íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x1, . . . , xd, íå
èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ, ðàâíà

l(D) = i(D) + d+ 1− g.

Çäåñü i(D) � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì, îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íóëü â êàæäîé èç òî÷åê xi äèâèçîðà D. Ýòè 1-ôîðìû íå íàêëàäû-
âàþò îãðàíè÷åíèé íà ãëàâíûå ÷àñòè ôóíêöèé â ýòèõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà
ãëàâíûå ÷àñòè ôóíêöèé â òî÷êàõ x1, . . . , xd ðàâíà g − i(D). Ðàçìåðíîñòü
æå ïðîñòðàíñòâà ýòèõ ãëàâíûõ ÷àñòåé ðàâíà d. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà
Ðèìàíà�Ðîõà ïîêàçûâàåò, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íåò: ðàçìåð-
íîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ñ ó÷åòîì ïîäïðîñòðàíñòâà êîíñòàíò,
ðàâíà (d+1)− (g− i(D)), à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà
ãëàâíûõ ÷àñòåé, çàíóëÿþùèõ ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû.

Çàìå÷àíèå 9.1.3. Åñëè äâå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè f, g íà êðèâîé C èìåþò
îäèí è òîò æå íàáîð ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷à-
ñòè â ýòèõ ïîëþñàõ, òî èõ ðàçíîñòü f − g ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé
áåç ïîëþñîâ, ò.å. êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â åå ïîëþñàõ îïðåäåëÿåò åå îäíîçíà÷-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.

Óïðàæíåíèå 9.1.4. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ðèìàíà�Ðîõà ñëåäóþùåå ðåøåíèå
îáùåé çàäà÷è Ìèòòàã�Ëåôôëåðà: äëÿ íàáîðà ãëàâíûõ ÷àñòåé f1, . . . , fd â
òî÷êàõ x1, . . . , xd êðèâîé C ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèì íàáîðîì ãëàâíûõ
÷àñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ ïîëþñîâ, ñóùåñòâóåò â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

Resx1 f1ω + · · ·+Resxd
fdω = 0
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äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C. Çäåñü ïîä ãëàâíîé ÷àñòüþ ôóíê-
öèè â ïîëþñå ìû ïîíèìàåì ñóììó �÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè� åå ðàçëî-
æåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïîëþñà: ãëàâíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè, èìåþùåé ðàçëîæåíèå

f(z) =
a−k

zk
+

a−k+1

zk−1
+ · · ·+ a−1

z
+ a0 + a1z + . . .

â îêðåñòíîñòè ïîëþñà ïîðÿäêà k â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòå z, ðàâíà

a−k

zk
+

a−k+1

zk−1
+ · · ·+ a−1

z
.

Òî÷íåå ãîâîðÿ, äâå ôóíêöèè f1, f2 èìåþò îäèíàêîâóþ ãëàâíóþ ÷àñòü â ñâîåì
îáùåì ïîëþñå, åñëè èõ ðàçíîñòü f1−f2 íå èìååò ïîëþñà. Ãëàâíîé æå ÷àñòüþ
íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé ñ ïîëþñàìè îòíîñèòåëüíî òà-
êîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó âû÷åò 1-ôîðìû fω â ïîëþñå
ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ýòîé ôóíêöèè, êîððåêòíî îïðå-
äåëåí è âû÷åò ïðîèçâåäåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè è ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû. Êàê
è â ñëó÷àå ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé ôóíêöèè â åå
ïîëþñàõ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåò åå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé êîíñòàíòû.

9.2 Ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ÷àñòî óïîìèíàëè î òîì, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP1 � åäèí-
ñòâåííàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ ðîäà íóëü. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.2.1. Ëþáàÿ ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ íóëåâîãî

ðîäà èçîìîðôíà CP1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íà êîìïëåêñíîé êðèâîé íóëåâîãî ðîäà äèâè-
çîðD, ñîñòîÿùèé èç îäíîé òî÷êè x, âçÿòîé ñ êðàòíîñòüþ 1. Ðàçìåðíîñòü i(D)
ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëåì â òî÷êå x ðàâíà íóëþ, ïîñêîëü-
êó ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà íà êðèâîé ðîäà g = 0 ðàâíà 2g−2 = −2.
Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äàåò äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L(D) ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé íà òàêîé êðèâîé ñ ïîëþñîì íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x
çíà÷åíèå

l(D) = d− g + i(D) + 1 = 1− 0 + 0 + 1 = 2.

Âûáðàâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L(D) áàçèñ èç äâóõ ôóíêöèé f0, f1, ïåð-
âàÿ èç êîòîðûõ êîíñòàíòà, f0 = 1, ìû ïîëó÷àåì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f1
íà íàøåé êðèâîé. Ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè ðàâíà 1, ïîñêîëüêó ó íåå îäèí
ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à çíà÷èò îíà îñóùåñòâëÿåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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9.3 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîñî-
áîé ïëîñêîé êóáè÷åñêîé êðèâîé.

Òåîðåìà 9.3.1. Ëþáóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ, ò.å. êðèâóþ, ãîìåîìîðô-

íóþ òîðó, ìîæíî âëîæèòü â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü.

Èç ôîðìóëû äëÿ ðîäà ïëîñêîé êðèâîé âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü âëî-
æåííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðàâíà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðô-
íûõ 1-ôîðì íà êðèâîé ðîäà 1 ðàâíà 1. Ïðè ýòîì îáðàçóþùàÿ ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íå èìååò íóëåé, ïîýòîìó íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
íåò íåòðèâèàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëÿìè è áåç ïîëþñîâ. Âû÷èñ-
ëèì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûì
ïîëþñîì íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ. Ïî òåîðå-
ìå Ðèìàíà�Ðîõà ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà

d− g + i(D) + 1 = 1− 1 + 0 + 1 = 1,

ò.å. âñå òàêèå ôóíêöèè � êîíñòàíòû. À âîò ôóíêöèè ñ îäíèì ïîëþñîì ïî-
ðÿäêà äâà ñóùåñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äèâèçîðà D = 2x èìååì

l(D) = d− g + i(D) + 1 = 2− 1 + 1 = 2.

Ïîýòîìó íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïîëþñîì ïîðÿäêà äâà â ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷êå, íå èìåþùàÿ äðóãèõ
ïîëþñîâ. Ïîäíÿòèå òàêîé ôóíêöèè íà êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ C ïðè ôàêòîðè-
çàöèè ïî ðåøåòêå C → C, êàê è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó è ñäâèãà.
Îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà, ñì. ðàçäåë 5.4.
Ýòî ïðîñòåéøàÿ èç ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà P(z) âûäåëÿåòñÿ ñâîèì ðàçëîæåíèåì ïðè z = 0.
Îíà èìååò â ýòîé òî÷êå ïîëþñ ïîðÿäêà 2, à êîýôôèöèåíò ïðè 1/z â ýòîì
ðàçëîæåíèè ðàâåí 0, ïîñêîëüêó èíà÷å 1-ôîðìà P(z)dz èìåëà áû íåíóëåâîé
âû÷åò â íóëå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ÷åòíàÿ: èíà-
÷å ôóíêöèÿ P(z) − P(−z) áûëà áû íåïîñòîÿííîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé
íà êðèâîé. Äîáàâèâ ê P(z) ïðè íåîáõîäèìîñòè àääèòèâíóþ êîíñòàíòó, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå â íóëå èìååò âèä

P(z) =
1

z2
+ a2z

2 + a4z
4 + . . . .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà îïðåäåëåíà íà C, îïðåäåëåíà è åå
ïðîèçâîäíàÿ P ′(z), êîòîðàÿ òàêæå îïóñêàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëëèï-
òè÷åñêóþ êðèâóþ. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà èìååò ðàçëîæåíèå

P ′(z) = − 2

z3
+ 2a2z + 4a4z

3 + . . . .
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Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ôóíêöèþ

4P3(z)− (P ′(z))2.

Ýòî ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à åå ðàçëîæåíèå â òî÷êå z = 0 èìååò â íåé ïîëþñ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà è åäèíè÷íîé ôóíêöèè. Òåì ñàìûì, ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî

(P ′(z))2 = 4P3(z) + aP(z) + b

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a è b. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðîéêà ôóíêöèé (P(z) :
P ′(z) : 1), îáðàçóþùàÿ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L(3·0), îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ïëîñêóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ
èç ýòèõ ôóíêöèé ÷åòíà, à âòîðàÿ íå÷åòíà, îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì íà ñâîé îáðàç. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà a è b â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè
ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè êðèâîé; îíè çàâèñÿò îò âûáðàííîé ðåøåòêè (ò.å. îò
âåêòîðà τ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè).

Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ çàäàåòñÿ â àôôèííîé êàðòå z = 1 óðàâíåíèåì

y2 = 4x3 + ax+ b.

Ïðîåêöèÿ ýòîé êóáè÷åñêîé êðèâîé íà îñü x ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Âåéåð-
øòðàññà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, à ïðîåêöèÿ íà îñü y � ñ åå ïðîèçâîäíîé.

Óïðàæíåíèå 9.3.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê íà ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 2, èìåþùàÿ â ýòèõ
òî÷êàõ ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âûðàçèòå ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç ôóíêöèþ
Âåéåðøòðàññà.

Óïðàæíåíèå 9.3.3. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé äèâèçîð ñòåïåíè íóëü íà ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ à) ãëàâíûì (ò.å. äèâèçîðîì íåêîòîðîé ìåðîìîðô-
íîé ôóíêöèè); á) êàíîíè÷åñêèì (ò.å. äèâèçîðîì íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé
1-ôîðìû)?

9.4 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è êðèâûå ðî-

äà 2

Íàïîìíèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì êðèâîé C ðîäà ≥ 2 íàçûâà-
åòñÿ åå îòîáðàæåíèå φ : x 7→ (ω1(x) : · · · : ωg(x)) â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî CPg−1, çàäàííîå âûáîðîì áàçèñà (ω1, . . . , ωg) â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðô-
íûõ 1-ôîðì íà C (ñì. ðàçäåë 7.5). Ñ áîëåå èíâàðèàíòíîé òî÷êè çðåíèÿ,
ðàññìîòðèì äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî PΛ∨ ê ïðîåêòèâèçè-
ðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó PΛ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà äàííîé êðèâîé C.
Òîãäà ïî÷òè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ C îïðåäåëÿåò òî÷êó â PΛ∨: äëÿ ëþáûõ äâóõ
íåíóëåâûõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ω1, ω2 íà C îòíîøåíèå ω1(x) : ω2(x) èõ
çíà÷åíèé â ïî÷òè êàæäîé òî÷êå x åñòü êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ÷èñëî.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé òî÷êè íà êðèâîé C, â êîòî-
ðîé âñå ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè áû òàêàÿ òî÷êà x ñóùåñòâîâàëà, òî, ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà,
ñóùåñòâîâàëà áû ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà C ñ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà
â ýòîé òî÷êå (è áåç äðóãèõ ïîëþñîâ):

l(x) = 1− g + i(x) + 1 = 2, ïîñêîëüêó i(x) = g.

Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî íàøà êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà.

Òåîðåìà 9.4.1. Ïóñòü φ : C → CPg−1 � êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðè-

âîé C ðîäà g. Åñëè
φ(x1) = φ(x2)

äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, x2 êðèâîé C, òî ýòà êðèâàÿ ãèïåðýëëèïòè-

÷åñêàÿ, ò.å. íà íåé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì â òî÷êå x2

ïðîïîðöèîíàëüíû èõ çíà÷åíèÿì â òî÷êå x1 ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè, îáùèì äëÿ âñåõ 1-ôîðì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðô-
íûõ 1-ôîðì ñ íóëåì â òî÷êå x1 ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëÿìè â òî÷êàõ x1, x2. Ïîýòîìó òåîðåìà Ðèìàíà�
Ðîõà äàåò çíà÷åíèå 2 äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé
ñ ïîëþñàìè íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x1, x2:

l(x1 + x2) = 2− g + (g − 1) + 1 = 2.

Òåì ñàìûì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïîñòîÿííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, à åå
ñòåïåíü ðàâíà 2.

Óïðàæíåíèå 9.4.2. Âåðíî ëè, ÷òî íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé êàíîíè-
÷åñêîå îòîáðàæåíèå èìååò ñòåïåíü 2?

Óïðàæíåíèå 9.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ òî÷åê x1, x2 íà êðèâîé
(êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé)
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòèõ òî÷êàõ è áåç äðó-
ãèõ ïîëþñîâ, òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ýòè äâå òî÷êè â îäíó.

Òåîðåìà 9.4.4. Âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ ðîäà 2 ãèïåðýëëèïòè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðèâîé ðîäà 2 ÿâëÿåòñÿ ðàç-
âåòâëåííûì íàêðûòèåì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ñòåïåíü ýòîãî íàêðûòèÿ ðàâ-
íà 2. Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà íà êðèâîé ðîäà 2 ðàâ-
íà 2, çíà÷èò ó âñÿêîé íåíóëåâîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû èìååòñÿ äâà íóëÿ
(ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ïðè÷åì äâå ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå 1-ôîðìû íå ìîãóò
èìåòü îáùèõ íóëåé. Ïîýòîìó ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè x 7→ (ω1(x) :
ω2(x)) òî÷êà (0 : 1) èìååò â òî÷íîñòè äâà ïðîîáðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà 2, è îíî îñóùåñòâëÿåò ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.
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Óïðàæíåíèå 9.4.5. Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 2 íà êîìïëåêñ-
íîé êðèâîé îïðåäåëÿåò íà ýòîé êðèâîé èíâîëþöèþ � àâòîìîðôèçì âòîðîãî
ïîðÿäêà, ïåðåñòàâëÿþùèé ïðîîáðàçû êàæäîé òî÷êè èç CP1. Íåïîäâèæíûå
òî÷êè ýòîé èíâîëþöèè � êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè. Íàéäèòå ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà L(D) ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ðîäà g ≥ 2 äëÿ ñëó÷àåâ à) D = 2x, ãäå x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èí-
âîëþöèè; á) D = 2x, ãäå x íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èíâîëþöèè; â)
D = x1 + x2, ãäå òî÷êè x1, x2 îáðàçóþò îðáèòó èíâîëþöèè; ã) D = x1 + x2,
ãäå òî÷êè x1, x2 íå îáðàçóþò îðáèòó èíâîëþöèè.

9.5 Âû÷èñëåíèå Ðèìàíà

Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü � ïî êðàéíåé ìåðå ãðóáî �
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ äàííîãî ðîäà. Ìû çíàåì ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà 0 � îíà ðàâíà íóëþ, è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
êðèâûõ ðîäà 1 � îíà ðàâíà 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå äëÿ êðèâûõ
ðîäà g ≥ 2 âûïîëíåíî Ðèìàíîì.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè d íà êðèâûõ
ðîäà g. Ó îáùåé ôóíêöèè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ ïðî-
ñòûå. Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà�Ãóðâèöà ÷èñëî ýòèõ ïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ
ðàâíî 2d+2g− 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé ñòåïåíè d íà êðèâûõ ðîäà g ðàâíà 2d+2g−2. Äåéñòâèòåëüíî,
òåîðåìà Ðèìàíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ è çàäàííûìè â íèõ ïîðÿäêàìè âåòâëåíèÿ
êîíå÷íî, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé ëîêàëüíî ïàðàìåòðèçóåòñÿ
èõ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. À çíà÷èò, åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà òàêèõ òî÷åê.

Òåì ñàìûì, ìû çíàåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé
ñ d ïîëþñàìè ïîðÿäêà íå âûøå ïåðâîãî íà êðèâûõ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà g. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïîäñ÷èòàòü, ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà, ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ôóíêöèé íà êàæäîé îòäåëüíîé êðèâîé ðîäà g.
Ïðè d ≥ 2g ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2d−g+1. Äåéñòâèòåëüíî, ó ãîëîìîðôíî-
ãî äèôôåðåíöèàëà íà êðèâîé ðîäà g èìååòñÿ 2g−2 íóëåé, ïîýòîìó i(D) = 0
äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D ñòåïåíè, íå ìåíüøåé 2g−1. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé ðîäà g (à, çíà÷èò, è ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà íåé)
êîíå÷íà. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g ≥ 2 ðàâíà

(2d+ 2g − 2)− (2d− g + 1) = 3g − 3.

Åñòåñòâåííûé ñïîñîá ñäåëàòü ïîäîáíóþ ôîðìóëó �îáùåé�, ò.å. ðàñïðî-
ñòðàíèòü åå òàêæå íà êðèâûå ðîäà 0 è 1, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ýòè
êðèâûå �æåñòêèìè�, �óáèâ� èõ íåïðåðûâíûå àâòîìîðôèçìû. Òàêîé ýôôåêò
äîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü êðèâûå ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Îòìåòèì
íà êðèâîé n òî÷åê x1, . . . , xn, è áóäåì ñ÷èòàòü äâå êðèâûå ñ îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
îäíîé èç íèõ íà äðóãóþ, ïåðåâîäÿùåå îòìå÷åííûå òî÷êè â îòìå÷åííûå.
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Çàìå÷àíèå 9.5.1. Ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà ýòîé êîíñòðóêöèè. Â ïåðâîì îò-
ìå÷åííûå òî÷êè ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé, âî âòîðîì îíè íåðàçëè÷èìû.
Ñîîòâåòñòâåííî, â ïåðâîì âàðèàíòå èçîìîðôèçìàìè ñ÷èòàþòñÿ òàêèå áè-
ãîëîìîðôèçìû, êîòîðûå ïåðåâîäÿò êàæäóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó â òî÷êó ñ
òàêîé æå îòìåòêîé, à âî âòîðîì èçîìîðôèçì ìîæåò ïåðåñòàâëÿòü îòìå÷åí-
íûå òî÷êè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâûé âàðèàíò.

Íà êðèâûõ ðîäà g ≥ 2 äîáàâëåíèå î÷åðåäíîé îòìå÷åííîé òî÷êè ïî-
âûøàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ êðèâûõ íà åäèíèöó: ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðàâíà 3g − 3 + n.
Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ êðèâûõ ìëàäøèõ ðîäîâ, îäíàêî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà äîáàâëåííûõ òî÷åê. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå (g = 1)
ïðèîáðåòàþò æåñòêîñòü óæå ïðè äîáàâëåíèè îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êè, è
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ êðèâûõ ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðàâ-
íà 3g − 3 + n = n ïðè n ≥ 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàëà æåñòêîé ðàöèîíàëüíàÿ
êðèâàÿ, íà íåé íàäî îòìåòèòü òðè òî÷êè: äëÿ ëþáûõ äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ
òðîåê òî÷åê íà ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àâòîìîð-
ôèçì êðèâîé, ïåðåâîäÿùèé ïåðâóþ òðîéêó âî âòîðóþ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿä-
êà. Ïðè n ≥ 3 ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ n îòìå-
÷åííûìè òî÷êàìè òàêæå ðàâíÿåòñÿ 3g− 3+n = n− 3. Ëîêàëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ñëóæèòü êîîðäèíàòû òî÷åê x4, . . . , xn

îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòû, â êîòîðîé x1 = ∞, x2 = 0, x3 = 1.

9.6 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è êðèâûå ðî-

äà 3

Òåïåðü íåòðóäíî óñìîòðåòü, ÷òî íå âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, íà âñÿêîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùå-
ñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 2. Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà�Ãóðâèöà, òà-
êàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé ðîäà g èìååò 2g+2 ïðîñòûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.
Íà ïðîñòðàíñòâå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äåéñòâóåò ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà 3. Ôóíêöèè, ïåðåõîäÿ-
ùèå äðóã â äðóãà ïðè òàêîé çàìåíå, îïðåäåëåíû íà îäíîé è òîé æå ãèïåð-
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ðîäà g èìååò ðàçìåðíîñòü 2g − 1.

Ïðè g = 2 ðàçìåðíîñòü 2g − 1 = 3 ïðîñòðàíñòâà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ 3g − 3 = 3 ïðîñòðàíñòâà âñåõ êðèâûõ,
÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ äîêàçàííûì íàìè ðàíåå óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî âñÿêàÿ
êðèâàÿ ðîäà 2 ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ. Ïðè g = 3 ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
âñåõ êðèâûõ ðàâíà 3g − 3 = 6, òîãäà êàê ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ëèøü
îáðàçóþò ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2g − 1 = 5, ò.å. ãèïåðïîâåðõíîñòü,
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d = 4 èìååò ðîä (d−1)(d−2)/2 = 3. Ïîñìîòðèì,
âñÿêàÿ ëè êðèâàÿ ðîäà 3 ðåàëèçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì. Êàíîíè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå îòïðàâëÿåò êðèâóþ ðîäà 3 â ïëîñêîñòü. Íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
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êðèâûõ êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà îáðàç, ïîýòî-
ìó âñÿêàÿ íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 âêëàäûâàåòñÿ â ïëîñêîñòü.
Ñòåïåíü îáðàçà êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà 4, ïîñêîëüêó èíà÷å ýòîò
îáðàç ïðåäñòàâëÿë áû êðèâóþ äðóãîãî ðîäà.

Óïðàæíåíèå 9.6.1. Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ïëîñêèõ
êðèâûõ ñòåïåíè 4 è ïðîâåðüòå òåì ñàìûì, ÷òî ïî÷òè âñÿêàÿ òàêàÿ êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ êðèâîé ðîäà 3.

Óïðàæíåíèå 9.6.2. Äîêàæèòå, ÷òî íå âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ ðîäà 10
ðåàëèçóåòñÿ êàê ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ.


