
"Ñïåöôóíêöèè". Òåçèñû 7-îé ëåêöèè.
Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Øèðîêî èçâåñòíû òðè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: f(x) 7→ f̂(λ) =
∫ +∞
−∞ f(t)eiλxdx;

2. ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà f(t) 7→ F (p) =
∫∞
0
f(t)e−ptdt;

3. ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ϕ(τ) 7→ ϕ̌(s) =
∫∞
0
ϕ(τ)τ s−1dτ

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
â îñîáåííîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ìû
óæå èñïîëüçîâàëè íåñêîëüêî ðàç ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ Γ-ôóíêöèè Ýéëåðà è ζ-ôóíêöèè
Ðèìàíà.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè îöåíêå èíòåãðàëîâ ìåòîäîì
ïåðåâàëà; íî ÷àùå îíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òèïà çàäà÷è Êîøè â îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ. Ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íîñèò èìÿ îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Èíòåðåñíà èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òåõíèêó îïåðàòîðíîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèäóìàë è ðàçðàáîòàë Îëè-
âåð Õåâèñàéä â êîíöå 19 âåêà, çíàìåíèòûé ó÷åíûé-ñàìîó÷êà, ðàáîòàâøèé â òî âðåìÿ â
àíãëèéñêîé òåëåãðàôíîé êîìïàíèè. Èñõîäíàÿ èäåÿ Õåâèñàéäà âåñüìà ïðîñòà è ïðîçðà÷íà:
ê ïðèìåðó, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå anx

(n) + an−1x
(n−1) + ...+ a1x

′+ a0x = f(t) ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ðåùåíèå óðàâíåíèÿ L(x(t)) = f(t), ãäå L - ëèíåéíûé îïåðàòîð
íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå L = anp

n + · · · a1p1 +a0p
0. Çäåñü p = d

dt
-

îïåðàòîð äèôôåðåíöèèðîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî îáðàòèòü îïå-
ðàòîð L. Â ÷àñòíîñòè, ïðèäåòñÿ îáðàùàòü îïåðàòîð äèôôèðåíöèèðîâàíèÿ p. Èìåÿ â âèäó
â äàëüíåéøåì çàäà÷ó Êîøè â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàòî-
ðà p−1 ê ôóíêöèè f(t) åñòü èíòåãðàë (p−1f)(t) =

∫ t
0
f(τ)dτ . Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå p−1

ê åäèíè÷íîé ôóíêöèè åñòü
∫ t
0
dτ = t, p−2(1) =

∫ t
0
τdτ = t2/2, ... p−n(1) = tn/n!.

Ïðèìåð. Ðåøèì òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó Êîøè x′ − x = 1, x(0) = 0. Çàìåíÿÿ äèôôåðåí-
öèèðîâàíèå íà p, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (p− 1)x = 1, îòêóäà

x =
1

p− 1
=

1

p(1− p−1)
= p−1 + p−2 + · · · p−n = t+ ...+

tn

n!
+ ... = et − 1.

Ýòîò ìåòîä âíà÷àëå áåç ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ áûë äîâåäåí â ýëåêòðîòåõ-
íèêå äî àëãåðèòìîâ, ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùèõ òîêè è íàïðÿæåíèÿ â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ
è ëèøü â 20-õ ãîäàõ 20 âåêà Áðîìâè÷ è Êàðñîí ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîðíûé ìåòîä ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ïðîèç-
âîäíîé. Ïóñòü f(t) - ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå íåêîòîðîé
ýêñïîíåíòû, |f(t)| < eMt. Ïóñòü F (p) =

∫∞
0
f(t)e−ptdt - ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè

f(t) (F (p) ïðèíÿòî íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì, à f(t) - îðèãèíàëîì). Òîãäà ôóíêöèÿ F (p)
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè Re p > M . Íàïðèìåð, èíòåãðàë, çàäàþùèé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
ôóíêöèè eλt, ñõîäèòñÿ ïðè Re p > Reλ è ðàâåí â ýòîì ñëó÷àå 1

p−λ . Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

îò f ′(t) â îáëàñòè åãî àíàëèòè÷íîñòè åñòü∫ ∞
0

f ′(t)e−ptdt = f(t)e−pt|∞t=0 + p

∫ ∞
0

f(t)e−ptdt = f(0) + pF (p).
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Èòåðèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ′′(t) åñòü p2F (p)−
pf(0)− f ′(0).

Ïðèìåð. Ðåøèì ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà çàäà÷ó Êîøè x(0) = x′(0) = 0
äëÿ óðàâíåíèÿ x′′− x = e2t. Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò x(t) ÷åðåç X(p). Òîãäà

(p2 − 1)X(p) =
1

p− 2
, îòêóäà X(p) =

1

(p− 2)(p2 − 1)
.

Ðàçëàãàÿ ïîñëåäíþþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå, ïîëó÷èì

X(p) =
1

6(p+ 1)
− 1

2(p− 1)
+

1

3(p− 2)
, îòêóäà x(t) =

1

6
e−t − 1

2
et +

1

3
e2t.

2. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïóñòü F (p) - ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíê-
öèè f(t), àíàëèòè÷åñêîå â ïîëóïëîñêîñòè Re p > M . Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)eptdp, (1)

ãäå c > M , ò.å., êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ - ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ìíèìîé îñè è öåëèêîì
ëåæàùàÿ â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè F (p). Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ, ò.å., ∫ c+i∞

c−i∞
F (p)eptdp = lim

R→∞

∫ c+iR

c−iR
F (p)eptdp.

Ïðîâåðèì ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè f(t) = eλt. Â ýòîì ñëó÷àå F (p) = 1
p−λ , òàê ÷òî ðå÷ü

èäåò î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

p− λ
eptdp, c > Re p.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ìåòîäàìè ÒÔÊÏ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü äî
çàìêíóòîãî, òàê, ÷òî áû â ïðåäåëå R→∞ èíòåãðàë ïî äîïîëíåííîìó êîíòóðó óñòðåìèëñÿ
ê íóëþ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Æîðäàíà:

Åñëè íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã îêðóæíîñòåé CRn: |z| = Rn, Im z > −a
(Rn → ∞, a ôèêñèðîâàíî) ôóíêöèÿ g(z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
arg z, òî äëÿ ëþáîãî λ > 0

lim
n→∞

∫
CRn

g(z)eiλzdz = 0.

Çäåñü âàæíî óñëîâèå λ > 0 - îíî ãàðàíòèðóåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ ýêñ-
ïîíåíòû îòðèöàòåëüíà íà áîëüøåé ÷àñòè äóãè èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê ÷òî ñàìà ýêñïîíåíòà
ìàëà â ïðåäåëå R→∞.

Â íàøåé ñèòóàöèè (çàìåíÿÿ p íà ip) ëåììàÆîðäàíà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè t > 0 êîíå÷-
íûé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàìêíóòü äóãîé CR îêðóæíîñòè ðàäèóñà R â ëåâîé îò
ïðÿìîé Re p = c ïîëóïëîñêîñòè, à ïðè t < 0 - â ïðàâîé îò ïðÿìîé Re p = c ïîëóïëîñêîñòè.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà äîáàâëåííûõ äóãàõ Re pt < 0. Â êà÷åñòâå g(p) ôèãóðèðóåò ôóíêöèÿ
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1
p−λ , ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè p→∞. Âî âòîðîì ñëó÷àå ó ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íåò
ïîëþñîâ âíóòðè çàìêíóòîãî êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, â ïåðâîì æå∫ c+iR

c−iR

ept

p− λ
dp+

∫
CR

ept

p− λ
dp = 2πiResp=λ

ept

p− λ
dp = 2πieλt.

Òàêèì îáðàçîì,
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

1

p− λ
eptdp =

{
eλt, t > 0,
0, t < 0.

Ýòî íàïîìèíàåò íàì î òîì, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ áûëà ðàâíà eλt ïðè t > 0 è íóëþ ïðè
t < 0.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà. Åñëè â ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà

ϕ(τ) 7→ ϕ̌(s) =

∫ ∞
0

ϕ(τ)τ s
dτ

τ

ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ = e−t, òî ïîëó÷èâøååñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà âåñüìà íàïîìèíàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ôóíêöèè
g(t) = ϕ(e−t) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå òåïåðü âåäåòñÿ ïî âñåé ïðÿìîé, íà
êîòîðîé ôóíêöèÿ g(t) íåòðèâèàëüíà âñþäó:

ϕ̌(s) = −
∫ ∞
−∞

ϕ(e−t)e−stdt, τ = e−t.

Òàêîé èíòåãðàë èíîãäà íàçûâàþò äâóñòîðîííèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè ϕ(τ) ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ äâóñòîðîí-
íèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè g(t) = ϕ(e−t).

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ïðåîáðàçîâàíèè Ìåëëèíà èìååò äâå îñîáåííîñòè - â íóëå
è íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ϕ(t) = O(t−a) ïðè t → 0, òî èíòåãðàë â íóëå ñõîäèòñÿ ïðè
Re s > a, åñëè æå ϕ(t) = O(t−b) ïðè t → ∞, òî èíòåãðàë â íóëå ñõîäèòñÿ ïðè Re s < b, è
ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà áóäåò àíàëèòè÷íî â ïîëîñå a < Re s < b.

Â äâóñòîðîííåì ïðåîáðàçàâàíèè Ëàïëàñà ôóíêöèè g(t) èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íà +∞ ïðè
Re s > a, åñëè g(t) = O(eta) ïðè t→ +∞ è ñõîäèòñÿ íà −∞ ïðè Re s < b, åñëè g(t) = O(etb)
ïðè t → −∞. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà àíàëèòè÷íî â òîé æå ïîëîñå a <
Re s < b, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñâÿçüþ ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó ñîáîé.

Äëÿ äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èìååò ìåñòî òà æå ôîðìóëà îáðàùåíèÿ,
÷òî è äëÿ îäíîñòîðîííåãî, ñ òåì óñëîâèåì, ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæåí öåëèêîì
ïðîõîäèòü â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè îáðàçà F (p), êîòîðûé òåïåðü óæå íå ïîëóïëîñêîñòü,
à ïîëîñà a < Re s < b.

Ïîëüçóÿñü ñâÿçüþ äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà,
ïîëó÷àåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà:

ϕ(τ) = (t = − log τ) = ϕ(e−t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̌(s)estds =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̌(s)τ−sds.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, è ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû äâóñòîðîí-
íåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ëèøü çàìåíîé p íà iλ (÷òî îáúÿñíÿåò îòñóòñòâèå ïîâîðîòà
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êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå), òàê ÷òî ôîðìóëû îáðàùåíèÿ
âñåõ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî ñóòè ñîâïàäàþò.

Ñóùåñòâåííà ðàçíèöà â êëàññàõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ýòî ôóíêöèè, ðàâíûå íóëþ íà ïîëó-
ïðÿìîé, çà ñ÷åò ÷åãî èõ îáðàç àíàëèòè÷åí â ïîëóïëîñêîñòè; äëÿ äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà è ýêâèâàëåíòíîãî åìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ýòî ôóíêöèè ñ óìåðåííûì
ðîñòîì íà îáîèõ êîíöàõ âåùåñòâåííîé - èõ îáðàç àíàëèòè÷åí â ïîëîñå.

Íàêîíåö, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ ëèáî ê êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûì ôóíê-
öèÿì íà ïðÿìîé ñ òàêèì æå îáðàçîì, ëèáî ê îñöèëèðóþùèì ôóíêöèÿì ñ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè íà ïðÿìîé â êà÷åñòâå îáðàçà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü î êîìïëåêñíîé àíàëèòè÷-
íîñòè îáðàçà îáû÷íî íå èäåò.

4. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îò ôóíê-

öèè
τdϕ(τ)

dτ
:

τ
d

dτ
ϕ(τ) 7→

∫ ∞
0

τ
d

dτ
ϕ(τ)τ s

dτ

τ
=

∫ ∞
0

τ sdϕ(τ) = τ sϕ(τ)|∞τ=0−s
∫ ∞
0

τ sϕ(τ)
dτ

τ
= −sϕ̌(s)−ϕ(0),

åñëè s íàõîäèòñÿ â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ϕ̌(s). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó ïðåîáðàçîâà-
íèå Ìåëëèíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ,
ñîäåðæàùèõ îäíîðîäíûå ïðîèçâîäíûå τ d

dτ
.

Äðóãîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà óæå èñïîëüçîâàëîñü íàìè äëÿ àíàëèçà
ñóìì âèäà

∑
n≥1 f(nz). Îíî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå:

ϕ(nτ) 7→
∫ ∞
0

ϕ(nτ)τ s
dτ

τ
=

∫ ∞
0

ϕ(nτ)
(nτ)s

ns
dnτ

nτ
=

1

ns

∫ ∞
0

ϕ(τ)τ s
dτ

τ
=

1

ns
ϕ̌(s).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îò ôóíêöèè

f(τ) =
∑
n≥1

ϕ(nτ)

åñòü ïðîèçâåäåíèå
ζ(s)ϕ̌(s)

ζ-ôóíêöèè Ðèìàíà íà ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà èñõîäíîé ôóíêöèè. Äàëåå ìû ïðèìåíèì
ýòî ñâîéñòâî äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ ñóìì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ëîãàðèôìà Γ-ôóíêöèè Ýéëåðà.
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