
Ëèñòîê 9

Ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î ñâÿçè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñî ñðåäíèì âðåìåíåì âîçâðàùåíèÿ/ñðåäíèì ÷èñëîì ïîñåùåíèé äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ.

1) Øàõìàòíàÿ ôèãóðà (êîíü, ëàäüÿ, êîðîëü, ôåðçü, ñëîí) íà÷èíàåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå èç
óãëà øàõìàòíîé äîñêè, ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàÿ ëþáîå äîñòóïíîå ïîëå. Êàêîâî
ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, êîòîðîå ñäåëàåò ôèãóðà, äî òîãî êàê âåðíåòñÿ íà ìåñòî ñòàðòà?

2) ×àñòèöà ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà âåðøèíàõ òðåõìåðíîãî êóáà. Â åäèíèöó âðåìåíè
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1=4 îíà îñòàåòñÿ íà ìåñòå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1=4 ïåðåìåùàåòñÿ íà ñîñåäíþþ
âåðøèíó. Ïóñòü a; b � äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êóáà, ÷àñòèöà íà÷èíàåò ñâîé ïóòü
èç a. Íàéòè: 1) ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ â a, 2) ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ b, 3) ñðåäíåå
÷èñëî ïîñåùåíèé b äî âîçâðàùåíèÿ â a.

Óêàçàíèå äëÿ ïóíêòà 2): ïóñòü ta � âðåìÿ äîñòèæåíèÿ öåëè èç ñîñòîÿíèÿ a. Ðàñïèñàòü ta
÷åðåç òàêèå æå âåëè÷èíû äëÿ ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé è ðåøèòü ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

3) (Çàäà÷à î ðàçîðåíèè). Âû ïðèõîäèòå â êàçèíî ñ k$. Çà îäíó ïàðòèþ âû âûèãðûâàåòå 1$ ñ
âåðîÿòíîñòüþ p èëè ïðîèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1� p, p < 1=2. Åñëè ó âàñ îñòàåòñÿ
0$, âû óõîäèòå. Åñëè âû ïðèîáðåòàåòå K$, ãäå K > k � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ñóììà,
âû òîæå óõîäèòå. Íàéòè 1) âåðîÿòíîñòü p(k) òîãî, ÷òî âû óéäåòå íè ñ ÷åì. 2) ñðåäíþþ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû.

Óêàçàíèå äëÿ ïóíêòà 1): âûâåñòè ðåêóððåíòíîå ñîîîòíîøåíèå p(k) = pp(k+1)+ qp(k� 1).
Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ p(0) = 1; p(K) = 0, âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ p(k).

4) Áëîõà/ïüÿíèöà/ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà/: : : âûõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ 0 è ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå
áëóæäàíèÿ íà öåëûõ ÷èñëàõ f� � � ;�1; 0; 1; � � � g. Ïðè êàæäîì äâèæåíèè ïðîèñõîäèò íà îäèí
øàã âïðàâî ñ âåðîÿòíîñòüþ p èëè íà äâà øàãà âëåâî. Ïóñòü Tn � âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ n (äîïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå +1).

1) Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ: 'n(s) =
P

k
skP (Tn = k). Äîêàæèòå, ÷òî 'n =

('1)
n

2) Äîêàæèòå, ÷òî '1(s) = ps+ (1� p)s('1(s))
3

3) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p > 2=3 ñîñòîÿíèå 1 (ïüÿíèöà ïàäàåò â ïðîïàñòü) áóäåò äîñòèãíóòî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

4) Ïðè p > 2=3 íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ 1. Óêàçàíèå:
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü '1 â åäèíèöå.

5) Â äâóõ óðíàõ íàõîäÿòñÿ 4øàðà. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0; 1; 2; � � � ñëó÷àéíî, ðàâíîâåðîÿòíî
è íåçàâèñèìî îò ïðåäûñòîðèè âûáèðàåòñÿ îäèí èç øàðîâ è ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè
1=2 îí ëèáî îñòà¼òñÿ â òîé æå óðíå, ëèáî ïåðåìåùàåòñÿ â äðóãóþ óðíó. Ïóñòü �t � ÷èñëî
øàðîâ â 1-îé óðíå â ìîìåíò t, t = 0; 1; 2; � � � . Íàéòè ïðåäåë ïðè n ! 1 äîëè òåõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè, â êîòîðûå ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîé óðíå ðàâíî óòðîåííîìó ÷èñëó øàðîâ âî âòîðîé
óðíå.

1


