
Ãëàâà 10

Òî÷êè Âåéåðøòðàññà

Íà êðèâûõ ðîäà g ≥ 2 òî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íàïðèìåð, êàæ-
äûé íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì òàêîé êðèâîé èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåïîäâèæíû-
ìè òî÷êàìè êàêîãî-ëèáî íåòðèâèàëüíîãî àâòîìîðôèçìà, òàêæå êîíå÷íî. Â
ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì åùå îäèí ñïîñîá âûäåëÿòü òî÷êè, îáëàäàþùèå ñïå-
öèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ýòîò ñïîñîá, ïðèíàäëåæàùèé Âåéåðøòðàññó, òàê-
æå âûäåëÿåò íà âñÿêîé êðèâîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ òî÷åê. Ýòî
ìíîæåñòâî òåñíî ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåòðèâèàëüíûõ
àâòîìîðôèçìîâ, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ íèì. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè
Âåéåðøòðàññà íà êðèâîé ñóùåñòâóþò, äàæå åñëè ó íåå íåò íåòðèâèàëüíûõ
àâòîìîðôèçìîâ.

Êàê ìû óæå âèäåëè, íà âñÿêîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé åñòü êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü ïîëþñàìè âòîðîãî ïîðÿä-
êà äëÿ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ. Îïðåäåëåíèå òî÷åê Âåéåð-
øòðàññà îñíîâàíî íà îáîáùåíèè ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

10.1 Îïðåäåëåíèå òî÷åê Âåéåðøòðàññà

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà g ≥ 2 êîíå÷-
íà, ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ìàëîãî ðîäà, äâå ñëó÷àéíî âçÿòûå òî÷êè
òàêîé êðèâîé, êàê ïðàâèëî, íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé: íå ñóùåñòâó-
åò èçîìîðôèçìà êðèâîé, ïåðåâîäÿùåãî ïåðâóþ òî÷êó âî âòîðóþ. Îáñóäèì,
êàêèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êå x êîìïëåêñíîé
êðèâîé C.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ïîñìîòðèì íà ðàçìåðíîñòü l(k · x) ïðîñòðàí-
ñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà íå âûøå k â òî÷êå x, íå
èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ. Ýòà ðàçìåðíîñòü ñâÿçàíà ñ ðàçìåðíîñòüþ i(k ·x)
ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëåì íå íèæå k-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x
ôîðìóëîé Ðèìàíà�Ðîõà

l(k · x) = k − g + i(k · x) + 1.
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Ïðè k ≥ 2g − 1 çíà÷åíèå i(k · x) ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó íåíóëåâàÿ ãîëî-
ìîðôíàÿ 1-ôîðìà íå ìîæåò èìåòü íóëåé ïîðÿäêà âûøå 2g−2. Ïîýòîìó ïðè
òàêèõ k èìååì l(k · x) = k − g + 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè x. Òåì ñàìûì, òî÷êè
êðèâîé íå ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì l(k · x) ïðè k ≥ 2g − 1. Ñèòóàöèÿ, îäíà-
êî, ðàçèòåëüíî ìåíÿåòñÿ, åñëè ìû áóäåì ñìîòðåòü íà ôóíêöèþ l(k · x) ïðè
k ≤ 2g − 2.

Êàê ìû çíàåì, l(x) = 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè x êðèâîé C ïîëîæèòåëüíî-
ãî ðîäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà êðèâîé ðîäà g ≥ 2 òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé
l(2 · x) = 2, ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòà êðèâàÿ ãèïå-
ðýëëèïòè÷åñêàÿ.

Óïðàæíåíèå 10.1.1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥
2 òî÷åê x, äëÿ êîòîðûõ l(2 · x) = 2, ïî êðàéíåé ìåðå 2g + 2.

Óïðàæíåíèå 10.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥
2 òî÷êè x, äëÿ êîòîðûõ l(2 · x) = 2, ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè.

Ñâÿæåì ñ êàæäîé òî÷êîé x êîìïëåêñíîé êðèâîé C íåóáûâàþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë l(x), l(2 · x), l(3 · x), . . . , l(k · x), . . . . Ïðè
g > 0 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåòñÿ ñ 1, è íà÷èíàÿ ñ k = 2g − 1 îíà
ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ k − g + 1.

Çíà÷åíèå l(k · x) ìîæåò ëèáî ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì l((k − 1) · x), ëèáî
áûòü áîëüøå ïîñëåäíåãî íà 1. Âòîðîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, åñëè íà êðè-
âîé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà â òî÷íîñòè k â
òî÷êå x, íå èìåþùàÿ äðóãèõ ïîëþñîâ. Ïîñêîëüêó ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàâåí 1, à ýëåìåíò ñ íîìåðîì 2g−1 ðàâåí g, ñðåäè ïåðâûõ 2g−1
åå ýëåìåíòîâ åñòü â òî÷íîñòè g, íà êîòîðûõ ñêà÷êà íå ïðîèñõîäèò. Ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , ag èç ýòèõ g íîìåðîâ, 1 = a1 < a2 < · · · <
ag ≤ 2g − 1. Îíè íàçûâàþòñÿ ëàêóíàìè òî÷êè x.

Ïðèìåð 10.1.3. Íàéäåì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí â òî÷êå x íà
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, â êîòîðîé l(2 · x) = 2. Ïîñêîëüêó íà êðèâîé
ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x,
íà íåé ñóùåñòâóþò è ôóíêöèè ñ ïîëþñàìè ïîðÿäêîâ 4, 6, 8, . . . � â êà÷åñòâå
òàêîâûõ ìîæíî âçÿòü êâàäðàò, êóá, ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü è ò.ä. ôóíêöèè ñ
ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Òåì ñàìûì, âñå ÷åòíûå çíà÷åíèÿ k íå ÿâëÿþòñÿ
ëàêóíàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ 1, 3, 5, . . . , 2g − 1 ÿâëÿþòñÿ ëàêóíà-
ìè: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëàêóí áûëî áû ìåíüøå, ÷åì g. Ïîýòîìó âñå ìíî-
æåñòâî íåëàêóí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ÷åòíûõ ÷èñåë
îò 2 äî 2g − 2 è ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ 2g.

Óïðàæíåíèå 10.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåëàêóí â ëþáîé òî÷êå (ò.å.
òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïî-
ëþñîì â òî÷íîñòè k-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x), îáðàçóåò ïîëóãðóïïó: âìåñòå ñ
ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè k1, k2 îíî ñîäåðæèò èõ ñóììó k1 + k2.

Çàäà÷à Ãóðâèöà î íåçàâèñèìîì îïèñàíèè âñåõ ïîëóãðóïï, êîòîðûå ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ â êà÷åñòâå ïîëóãðóïïû íåëàêóí òî÷êè Âåéåðøòðàññà, äî ñèõ
ïîð íå ðåøåíà ïîëíîñòüþ.
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Óïðàæíåíèå 10.1.5. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿòåîðåìó Êëèô-
ôîðäà: åñëè êðèâàÿ C íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ C
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî l(kx) < k

2 + 1 ïðè k = 1, . . . , 2g − 1.

Â îáùåé òî÷êå êðèâîé C èìååì ai = i, ïðè i = 1, . . . , g, ò.å. ïîäñêîêè
íà÷èíàþòñÿ ñ (g+1)-ãî ýëåìåíòà. Åñëè ýòî íå òàê, ò.å. l(k · x) = 2 äëÿ íåêî-
òîðîãî k ≤ g, òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà. Ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå òî÷êè Âåéåðøòðàññà ñîñòîèò â òîì, ÷òî l(g · x) ≥ 2, ò.å. íà C
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå x, ïîðÿäîê êîòîðîãî
íå ïðåâîñõîäèò g. Òî÷êà, â êîòîðîé ëàêóíû èìåþò âèä

1, 2, 3, . . . , g − 1, g + 1,

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé òî÷êîé Âåéåðøòðàññà.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò íà ëþáîé êðè-
âîé ðîäà g ≥ 2.

10.2 Òî÷êè Âåéåðøòðàññà êðèâûõ ðîäà 3 è òî÷-
êè ïåðåãèáà ïëîñêèõ êâàðòèê

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êâàðòèêà, ò.å. êðèâàÿ ñòåïåíè 4 íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Êàê ìû çíàåì, ðîä êâàðòèêè ðàâåí 3 ·2/2 = 3. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ðèìàíà-Ðîõà, äëÿ ëþáîé òî÷êè êâàðòèêè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì
ïîðÿäêà 4 â ýòîé òî÷êå.

Ïóñòü òåïåðü A ∈ C � ïðîñòàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ýòîé êðèâîé (ñì. ïàðà-
ãðàô 2.3). Êàñàòåëüíàÿ ê C â òî÷êå A òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò êðèâóþ C
åùå â îäíîé òî÷êå, òî÷êå B. Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ êðèâîé C èç òî÷êè B ÿâëÿåò-
ñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñòåïåíè 3 ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì îäíà
èç òî÷åê îáðàçà (à èìåííî, îòâå÷àþùàÿ ïðÿìîé AB) èìååò åäèíñòâåííûé
ïðîîáðàç. Âûáðàâ êîîðäèíàòó â ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, îáðàçîâàííîé ïðÿìû-
ìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó B, òàê, ÷òî ïðÿìàÿ AB èìååò êîîðäèíàòó ∞,
ìû ïîëó÷àåì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñòåïåíè 3 íà êðèâîé C, èìåþùóþ
ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
Âåéåðøòðàññà êðèâîé C.

Íà îáùåé ãëàäêîé êâàðòèêå èìååòñÿ 3 ·4 ·2 = 24 ïðîñòûõ òî÷åê ïåðåãèáà,
è êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà. Òî÷êè ïåðåãèáà íåîáùèõ
êâàðòèê íåîáÿçàòåëüíî ïðîñòû.

Ãëàäêèå ïëîñêèå êâàðòèêè ýòî êàíîíè÷åñêèå êðèâûå ðîäà 3. Òî÷êè Âåé-
åðøòðàññà êðèâûõ áîëåå âûñîêèõ ðîäîâ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè òî÷åê ïå-
ðåãèáà êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ.

Óïðàæíåíèå 10.2.1. Âû÷èñëèòå ëàêóíû â ïðîñòîé òî÷êå ïåðåãèáà ïëîñêîé
êâàðòèêè.
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10.3 Âåñà òî÷åê Âåéåðøòðàññà

Çàôèêñèðóåì íà êðèâîé C áàçèñ èç ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì è íåêîòîðóþ êîîð-
äèíàòó z â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ïóñòü áàçèñíûå 1-ôîðìû â ýòîé êîîðäèíàòå
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå φ1(z)dz, . . . , φg(z)dz. Íàçîâåì âåñîì òî÷êè x ïîðÿäîê
íóëÿ â íåé ôóíêöèè

W (z) =

∣∣∣∣∣∣∣
φ1(z) φ′

1(z) . . . φ
(g−1)
1 (z)

. . . . . . . . . . . .

φg(z) φ′
g(z) . . . φ

(g−1)
g (z)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
íàçûâàåìîé âðîíñêèàíîì ñèñòåìû ôóíêöèé ϕ1(z), . . . , ϕg(z) (à ìàòðèöà, ñòî-
ÿùàÿ ïîä çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âðîíñêîãî). Ïîñêîëü-
êó ëþáîé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êðèâîé
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëþáîé äðóãîé áàçèñ è ýòî âûðàæåíèå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé ϕi(z), ïîðÿäîê íóëÿ
âðîíñêèàíà â òî÷êå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Óòâåðæäåíèå 10.3.1. Òî÷êà x êðèâîé C ðîäà g ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

Âåéåðøòðàññà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå âåñ áîëüøå íóëÿ, ò.å.

åñëè âðîíñêèàí áàçèñà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì îáðàùàåòñÿ â x â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà èçìåíèì âûáðàííûé áàçèñ â ïðîñòðàí-
ñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñëåäóþùèì îáðàçîì (ýëåìåíòû íîâîãî áàçèñà
áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè). Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà áàçèñà
âîçüìåì ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó ω1, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x îòëè÷íî îò
íóëÿ (êàê ìû çíàåì, âñå ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû íå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü
îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó òàêàÿ 1-ôîðìà ñóùåñòâóåò). Ïðîñòðàíñòâî Ω1(C) ãî-
ëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó 1-ôîðì, ïðîïîð-
öèîíàëüíûõ ω1, è (g− 1)-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 1-ôîðì, îáðàùàþùèõñÿ
â íóëü â òî÷êå x.

Ïóñòü òåïåðü b2 � ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê íóëÿ â òî÷êå x ó 1-ôîðì, ëåæà-
ùèõ â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Âûáåðåì 1-ôîðìó ω2, ïîðÿäîê íóëÿ êîòîðîé
â òî÷íîñòè ðàâåí b2. Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî Ω1(C) â âèäå ïðÿìîé ñóììû
ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà 1-ôîðìû ω1 è ω2, è (g − 2)-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì, ïîðÿäîê íóëÿ êîòîðûõ ñòðîãî
áîëüøå b2. Â êà÷åñòâå 1-ôîðìû ω3 âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ 1-ôîðìó èç ýòî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà, èìåþùóþ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê íóëÿ b3.

Ïîñëåäóþùèå ïîðÿäêè íóëåé bi îïðåäåëÿþòñÿ è 1-ôîðìû ωi âûáèðàþò-
ñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë bg > bg−1 > · · · > b2 > b1 = 0 è áàçèñ ω1, . . . , ωg â
ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì, òàêîé, ÷òî ïîðÿäîê íóëÿ 1-ôîðìû ωi â
òî÷êå x ðàâåí bi, i = 1, 2, . . . , g. Ìàòðèöà Âðîíñêîãî â òî÷êå x â ýòîì áàçèñå
îêàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, ïîñêîëüêó bi ≥ i−1 äëÿ âñåõ i. Áîëåå òîãî,
ýòà ìàòðèöà ñòóïåí÷àòàÿ, ïðè÷åì âûñîòà êàæäîé íåíóëåâîé ñòóïåíüêè â íåé
ðàâíà 1. Âðîíñêèàí æå îòëè÷åí îò íóëÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
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äëÿ âñåõ i = 2, . . . , g âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî bi = i−1. Äåéñòâèòåëüíî, òîëü-
êî â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû
Âðîíñêîãî íåíóëåâûå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì ïî-
ðÿäêà g â òî÷êå x íà êðèâîé C ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé ãëàâíîé ÷àñòè

f(z) =
c−g

zg
+

c−g+1

zg−1
+ · · ·+ c−1

z

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Resz=0 fωi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , g. Åñëè bg = g−1,
ò.å. bi = i − 1 äëÿ âñåõ i, òî óñëîâèå Resz=0 fωg = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
óñëîâèåì íà êîýôôèöèåíò c−g, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ýòîò êîýôôèöèåíò
ðàâåí íóëþ. Òîãäà èç óñëîâèÿ Resz=0 fωg−1 = 0 âûòåêàåò, ÷òî è êîýôôèöè-
åíò c−g+1 ðàâåí íóëþ. Ðàññóæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè f , à çíà÷èò è ñàìà ýòà ãëàâíàÿ ÷àñòü,
ðàâíû íóëþ.

Åñëè æå bg > g − 1, òî óðàâíåíèå Resz=0 fωg = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè, à ñèñòåìà óðàâíåíèé Resz=0 fωi = 0, i = 1, . . . , g − 1, ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé èç g− 1 îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà g íåèçâåñòíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ c−1, . . . , c−g è èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Îáðàùåíèå âðîíñêèàíà â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ C îçíà÷àåò, ÷òî â
ýòîé òî÷êå êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ �èíôèíèòåçèìàëüíî óïëîùàåòñÿ� � àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ ïåðåãèáà ïëîñêîé êâàðòèêè.

Ñëåäñòâèå 10.3.2. Cóììà âåñîâ âñåõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà êðèâîé ðî-

äà g ðàâíà (g − 1)g(g + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîðÿäîê íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî â îïðåäåëå-
íèè âåñà òî÷êè Âåéåðøòðàññà, íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû
â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Ïîýòîìó äëÿ ïîäñ÷åòà ñóììàðíîãî âåñà âñåõ òî÷åê
Âåéåðøòðàññà äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ñóììó ïîðÿäêîâ íóëåé âðîíñêèàíà.
Âñÿêàÿ 1-ôîðìà ω åñòü ñå÷åíèå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Åå ïðîèçâîä-
íàÿ åñòü íå ÷òî èíîå êàê ñå÷åíèå òåíçîðíîãî êâàäðàòà ýòîãî ðàññëîåíèÿ.
Åñëè â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z 1-ôîðìà ω èìååò âèä ω = φ(z)dz, òî åå
ïðîèçâîäíàÿ ýòî φ′(z)(dz)2. Àíàëîãè÷íî, i-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòî φ(i)(z)(dz)i+1.

Òåì ñàìûì, íóëè âðîíñêèàíà ýòî íóëè ñå÷åíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïåðâîé, âòîðîé, . . . , g-îé òåíçîðíûõ ñòåïåíåé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
Äèâèçîð íóëåé òàêîãî ñå÷åíèÿ èìååò ñòåïåíü

(2g − 2) + 2 · (2g − 2) + 3 · (2g − 2) + · · ·+ g · (2g − 2)

= (2g − 2)(1 + 2 + · · ·+ g) = (2g − 2)
g(g + 1)

2
= (g − 1)g(g + 1),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óïðàæíåíèå 10.3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà ëþáîé
êðèâîé êîíå÷íî.
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Ïðèìåð 10.3.4. Íà îáùåé ïëîñêîé êâàðòèêå ìû íàøëè 24 òî÷êè Âåéåð-
øòðàññà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììàðíûé âåñ âñåõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà
êðèâîé ðîäà 3 ðàâåí 2 · 3 · 4 = 24. Ïîýòîìó âåñ êàæäîé èç òî÷åê ïåðåãèáà
ðàâåí 1, è äðóãèõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà êâàðòèêå íåò.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î âðîíñêèàíå ìû ñîïîñòàâèëè
êàæäîé òî÷êå êðèâîé âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë 0 = b1 < b2 < · · · < bg � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå ïîðÿäêè íóëåé
áàçèñíûõ 1-ôîðì â ýòîé òî÷êå. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ëàêóí 1 = a1 < a2 < · · · < ag âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã
äðóãà. Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå êðèâîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë bi èìååò âèä 0, 1, . . . , g− 1, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëàêóí � âèä 1, 2, . . . , g. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñâÿçü èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Óòâåðæäåíèå 10.3.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí a1, . . . , ag è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîðÿäêîâ íóëåé áàçèñíûõ 1-ôîðì b1, . . . , bg ñëåäóþùèì îáðàçîì

âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà:

ag = g +

g∑
i=1

(bi − i+ 1);

ag−1 = (g − 1) +

g−1∑
i=1

(bi − i+ 1);

. . . = . . .

a2 = 2 + (b2 − 1 + 1);

a1 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè � åñëè ðàç-
íîñòü bi+1 − bi ïðåâîñõîäèò 1, òî óñëîâèå íà âû÷åò Resz=0 fω = 0 íå íàêëà-
äûâàåò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè f ,
è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òàê, a2 = 2 ïðè
b2 = 1, ò.å., åñëè ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà, ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êå x,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ýòîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ, è a2 = 3, åñëè b2 = 2.
Ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ëàêóí âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 10.3.6. Âåñ òî÷êè Âåéåðøòðàññà ðàâåí
∑g

i=1(ai−i), ãäå a1, . . . , ag
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí ýòîé òî÷êè.

Â ÷àñòíîñòè, âåñ íîðìàëüíîé òî÷êè Âåéåðøòðàññà, ò.å. òî÷êè ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ëàêóí 1, 2, . . . , g − 1, g + 1 ðàâåí

(1− 1) + (2− 2) + · · ·+ ((g − 1)− (g − 1) + ((g + 1)− g) = 1.

Òåì ñàìûì, åñëè âñå òî÷êè Âåéåøòðàññà íà êðèâîé ðîäà g íîðìàëüíûå, òî
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî (g − 1)g(g + 1).

Óïðàæíåíèå 10.3.7. Íàéäèòå âåñ òî÷åê Âåéåðøòðàññà, äëÿ êîòîðûõ l(2·x) =
2, íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì, óáåäè-
òåñü â òîì, ÷òî äðóãèõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
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íåò. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðèâûõ äàííîãî ðîäà ýòè òî÷êè èìåþò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé âåñ.

Óïðàæíåíèå 10.3.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî êðèâàÿ Ôåðìà x4 + y4 = 1 èìååò 12 òî-
÷åê �äâîéíîãî� ïåðåãèáà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà
âåñà 2.

Óïðàæíåíèå 10.3.9. Íàéäèòå ÷èñëî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 2.

Óïðàæíåíèå 10.3.10. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà
g ≥ 2 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 2g + 6 òî÷åê Âåéåðøòðàññà.

Íàøå îáñóæäåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû îá ýêâèâàëåíò-
íîñòè òî÷åê íà êðèâûõ:

• íèêàêàÿ òî÷êà êðèâîé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà, íå ýêè-
âàëåíòíà íèêàêîé òî÷êå Âåéåðøòðàññà;

• åñëè äâå òî÷êè Âåéåðøòðàññà ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, òî ó íèõ
îäèíàêîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëàêóí.

Ðàçóìååòñÿ, ýòîò íàáîð èíâàðèàíòîâ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê äà-
ëåêî íå ïîëîí.

Óïðàæíåíèå 10.3.11. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êðèâîé è äâóõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà
ñ ñîâïàäàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ëàêóí íà íåé, ïðè÷åì ýòè òî÷êè
íåýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

10.4 Òî÷êè Âåéåðøòðàññà è êîíå÷íîñòü ãðóï-

ïû àâòîìîðôèçìîâ

Âñÿêèé àâòîìîðôèçì êðèâîé ðîäà g ≥ 2 äîëæåí ïåðåâîäèòü ìíîæåñòâî òî-
÷åê Âåéåðøòðàññà êðèâîé â ñåáÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ôàêòîì, ìû ìî-
æåì äîêàçàòü òåïåðü êîíå÷íîñòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé, îñòàâëÿ-
þùèõ âñå òî÷êè Âåéåðøòðàññà íåïîäâèæíûìè.

Ëåììà 10.4.1. Íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì êðèâîé ðîäà g ≥ 2 íå ìî-

æåò èìåòü áîëüøå 2g + 2 íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àâòîìîðôèçì η êðèâîé èìååò s íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Ïóñòü D � äèâèçîð, ñîñòîÿùèé èç g + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, íèêàêàÿ
èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé àâòîìîðôèçìà η. Ïðèìåíåíèå
òåîðåìû Ðèìàíà�Ðîõà ê ýòîìó äèâèçîðó

l(D)− l(K −D) = (g + 1)− g + 1 = 2

ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â òî÷êàõ äèâèçîðà D (õîòÿ, áûòü ìîæåò, íå âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ).
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Ôóíêöèÿ f−f ◦η íåïîñòîÿííà è èìååò íå áîëåå, ÷åì 2g+2 ïîëþñîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà è ïî êðàéíåé ìåðå s íóëåé (êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àâòîìîð-
ôèçìà η ÿâëÿåòñÿ íóëåì ýòîé ôóíêöèè). Ïîýòîìó s ≤ 2(g + 1).

Ñëåäñòâèå 10.4.2. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà g ≥ 2 êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåñ òî÷êè Âåéåðøòðàññà x, äëÿ êîòîðîé l(2 · x) = 2,

ðàâåí g(g−1)
2 , è ýòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âåñ òî÷êè Âåéåðøòðàññà. Ïî-

ýòîìó íà êðèâîé ðîäà g ≥ 2 èìååòñÿ íå ìåíåå 2(g + 1) òî÷åê Âåéåðøòðàññà,
ïðè÷åì òàêîå êîëè÷åñòâî òî÷åê äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé. Åñëè êðèâàÿ íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ, òî êîëè÷åñòâî òî÷åê
Âåéåðøòðàññà íà íåé ïðåâîñõîäèò 2(g + 1), çíà÷èò ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ,
ñîõðàíÿþùèõ ýòè òî÷êè, òðèâèàëüíà, à çíà÷èò ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé êîíå÷íà.

Åñëè æå êðèâàÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ, òî åäèíñòâåííûì åå íåòðèâèàëü-
íûì àâòîìîðôèçìîì, ñîõðàíÿþùèì âñå òî÷êè Âåéåðøòðàññà, ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f : C → CP1 � ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå, η : C → C � àâòîìîðôèçì êðèâîé C, ñîõðà-
íÿþùèé òî÷êè Âåéåðøòðàññà, ò.å. òî÷êè âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà
ôóíêöèÿ f ◦ η : C → CP1 èìååò òå æå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ÷òî è f , à
çíà÷èò ñîâïàäàåò ëèáî ñ f , ëèáî ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê f ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêîé èíâîëþöèè.

Óïðàæíåíèå 10.4.3. Äîêàæèòå ëåììó Øåíáåðãà (Schoeneberg): åñëè ÷èñ-
ëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåòðèâèàëüíîãî àâòîìîðôèçìà êðèâîé ðîäà g ≥ 2
áîëüøå 4, òî ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Âåéåðøòðàññà.


