
áÌÇÅÂÒÁ. ìÉÓÔÏË 8.
÷ÎÉÍÁÎÉÅ! éÓÐÒÁ×ÌÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8.23.
÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, An | ÇÒÕÐÐÕ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË, Dn | ÇÒÕÐÐÕ ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË (ÇÒÕÐÐÁ
ÄÉÜÄÒÁ). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÉ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞËÏÍ & , ÄÏÌÖÎÙ ÓÄÁ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÀ. óÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÓÄÁ×ÛÉÍ Ë
10.02 ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÔÒÅÔÅÊ ÏÔ ÓÐÉÓËÁ ÚÁÄÁÞ Ó 13 ÐÏ 29 (ÓÞÉÔÁÑ ÐÏÄÐÕÎËÔÙ), ÏÃÅÎËÁ ÚÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË
×ÙÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÎÅÓÄÁÎÎÙÈ ÅÝÅ ÚÁÄÁÞ 1-12.

¦ 8.1. & äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÕ G ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H É K, ÞÔÏ:
1) H ∩K = {e} (e | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G); 2) ∀h ∈ H É ∀k ∈ K h · k = k · h;
3) ∀g ∈ G ÜÌÅÍÅÎÔ g ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ g = h · k, ÇÄÅ h ∈ H É k ∈ K.

¦ 8.2. & ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ.

¦ 8.3. & äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ × Sn. ëÁËÏ× ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË?

¦ 8.4. & ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÒÑÄËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ. (óÄÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÕÎËÔÏ× ÐÏ ×ÙÂÏÒÕ
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ.)
Á) ord(a) = ord(b−1ab). Â) åÓÌÉ am = e, ÔÏ ord(a) | m. ×) åÓÌÉ m | ord(a), ÔÏ ord(am) = ord(a)

m
Ç) åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ m É ord(a) ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ord(am) = ord(a). Ä) ∀m ord(am) = ord(a)

îïä(ord(a);m) .

¦ 8.5. & òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ R∗ = R \ {0}, C∗ = C \ {0},
R∗+ = {x ∈ R; x > 0}, S1 = {z ∈ C; |z| = 1}, {±1}.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R∗ ∼= R∗+ × {±1}. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C∗ ∼= R∗+ × S1.

¦ 8.6. & ëÁËÉÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐ Z∗n, n ≤ 15, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ? ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÅÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ (ÐÏ ×ÙÂÏÒÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ) ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ
ÇÒÕÐÐ.

¦ 8.7. & ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ 36.

¦ 8.8. & ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ Á) 4; Â) 6; *×) 8.

¦ 8.9. & òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ SL(2;C): E =
(

1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
,

K =
(

0 i
i 0

)
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q8 = {±E;±I;±J ± K}. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ×

SL(2;C). ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÏÒÑÄËÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Q8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D4 É Q8 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. Q8 ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×.

¦ 8.10. & ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × ÇÒÕÐÐÅ Á) S4; Â) S5.

¦ 8.11. & ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÃÉËÌ (123 : : : n) ∈ Sn × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ n− 1 ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ.

¦ 8.12. & äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ Ä×Á ×ÓÅÇÄÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

¦ 8.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÇÒÕÐÐÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó
ÔÁËÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ ax = b ÉÌÉ ya = b ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ.

¦ 8.14. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÇÒÕÐÐÙ Dn × Z2 É D2n ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ m > 2 ÇÒÕÐÐÙ Dn × Zm É Dmn ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

¦ 8.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË Ä×Á, ÁÂÅÌÅ×Á.



¦ 8.16. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × ÇÒÕÐÐÅ D4. îÁÊÄÉÔÅ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÎÉÈ (ÐÏ ÕËÁÚÁÎÉÀ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ).

¦ 8.17. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × ÇÒÕÐÐÅ Á) S3; Â) S4 ×) S5.

¦ 8.18. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × ÇÒÕÐÐÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Q8, ÕËÁÖÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ,
É ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÐÏ ÕËÁÚÁÎÉÀ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ).

¦ 8.19. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕÐÐ G1 É G2 É ÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H1 ⊂ G1
É H2 ⊂ G2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ H1 ∼= H2 É G1=H1 ∼= G2=H2.

¦ 8.20. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ d ÞÉÓÌÁ 24 ÕËÁÖÉÔÅ × S4 ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ d. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ? äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÙ.

¦ 8.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÇÒÕÐÐÅ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË A4 ÎÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ 6.

¦ 8.22. äÁÎÏ ÛÅÓÔØ ÇÒÕÐÐ: Z6, Z∗7, D3, GL(2;Z2), S3, ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ SL(2;Z3).
ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?

¦ 8.23. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ (Ô.Å. ab = ba),
ÔÏ ord(ab) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ îïë(ord a; ord b).
Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ab = ba É ord(a) = ord(b) = m, ÔÏ ord(ab) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÞÉÓÌÁ m.
**×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ ∀k; l;m ∈ N∪ {∞}, k; l;m > 1,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b × ÎÅÊ, ÞÔÏ ord a = k, ord b = l, ord(ab) = m.
*Ç) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ k = l = 2.

¦ 8.24. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅ×Á?

¦ 8.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2p, ÇÄÅ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ.

¦ 8.26. äÁÎÙ Ä×Å ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ G É H. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N ÇÒÕÐÐÙ G É
H ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÒÑÄËÁ k, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∀ k ∈ N ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ G É H ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÐÏÒÑÄËÁ k, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?
Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ G É H ÁÂÅÌÅ×Ù?

¦ 8.27. ëÁËÉÅ ÉÚ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ × ËÁÖÄÏÍ ÒÑÄÕ ÇÒÕÐÐ ÐÏÐÁÒÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?
Á) D8, D4 × Z2, Q8 × Z2; Â) S4, D12, D6 × Z2, D3 × Z2 × Z2, D3 × Z4, Q8 × Z3, D4 × Z3.

¦ 8.28. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ:
Á) Z5; Â) Z8; ×) Z15; Ç) Z2 ×Z2; Ä) D3; Å) D4; Ö) Q8; Ú) Zp, ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ; É) Z2n.

¦ 8.29. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Á) ÐÏÒÑÄËÁ 21; Â) ÐÏÒÑÄËÁ 27; ×) ÐÏÒÑÄËÁ 12, ÎÅ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ A4 É D6; Ç) ÐÏÒÑÄËÁ 18, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ D9;


