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Памяти Филиппа Флажоле

Дискретную математику можно определить как науку, изучающую ко-
нечные множества. При таком определении она становится всепроникаю-
щей — трудно представить себе раздел математики, не связанный с конеч-
ными множествами, — и необъятной. Поэтому всякий курс дискретной ма-
тематики, как начальный, так и более сложный, поневоле ограничивается
какими-то аспектами этой науки. Выбор излагаемых аспектов обычно опи-
рается на вкусы автора. В настоящем курсе я следовал своим пристрастиям
и исследовательскому опыту. Я также стремился связать курс дискретной
математики с другими математическими курсами. Так, изучение произво-
дящих функций поддерживает изучение разложений функций в ряд в курсе
математического анализа.

Курс разбит на три части. Первые две посвящены перечислительной
комбинаторике и графам. В третей, посвященной конечным автоматам,
формальным языкам и грамматикам, дается представление о том, как под-
ходы, описанные в первых двух частях, могут применяться для построения
простейших вычислительных моделей. В свою очередь, эти модели дают но-
вые подходы к решению перечислительных задач. В приложениях даются
решения задач, сопровождающих каждую главу, и образцы контрольных и
экзаменационных работ.

Разумеется, вводный характер изложения сказывается и на содержании
каждой из частей. Так, из всего богатства результатов о конечных графах
я излагаю лишь начальные сведения об их перечислении и инвариантах. В
то же время я стремился к тому, чтобы в изложении присутствовал матери-
ал, активно используемый в современных математических исследованиях,
например в топологии и статистической физике.

При работе с конечными объектами — конечными множествами, графа-
ми, словами и т.д. — ключевую роль играют действующие на них группы, в
первую очередь, симметрические группы, или группы перестановок. Любые
другие конечные группы являются подгруппами в группах перестановок.
Свойства объектов в значительной мере определяются комбинаторикой со-
ответствующих групп, что позволяет этим группам играть связующую роль
между частями книги. Оказывается, однако, что несмотря на многолетние
усилия по изучению конечных групп, даже в комбинаторике симметриче-
ских групп остается много неизведанного, а некоторые вопросы еще и не
поставлены.

В основе первой части книги лежат мои “Лекции о производящих функ-
циях” (первое издание вышло в 2002 г. при поддержке РФФИ, в 2007 г.
издательство Московского центра непрерывного математического образо-
вания выпустило их 4-м изданием, а в 2003 г. в издательстве Американ-
ского математического общества вышел их перевод на английский язык).
Эти лекции читались первокурсникам Независимого Московского универ-
ситета. Для курса “Введение в дискретную математику”, который читается
на факультете математики Высшей школы экономики во втором семестре
первого года обучения, они были существенно переработаны, расширены и

i



обогащены новыми задачами. Помимо отдельных параграфов в эту часть
вошла новая глава про теневое исчисление.

В разные годы вместе со мной этот курс вели Г. Л. Рыбников, А. И. Зы-
кин и П. Н. Пятов. Многие задачи — в том числе для контрольных и экзаме-
национных работ — предложены ими, и я им очень благодарен. П. Н. Пятов
кроме того написал решения целого ряда задач. Я также благодарен сту-
дентам факультета математики ВШЭ, живая реакция которых позволила,
я надеюсь, заметно улучшить первоначальные записки лекций.

Некоторые разделы курса рассчитаны на студентов, уровень подготов-
ки которых выше среднего. Сюда относятся, в первую очередь, вопросы,
связанные со структурами алгебр Хопфа на пространствах многочленов и
пространствах графов. Остальной материал не опирается на эти структуры,
и их изучение можно безболезненно опустить.
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Часть I

Элементы перечислительной
комбинаторики
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Глава 1

Элементарные
производящие функции

В первой части курса мы займемся задачами перечисления. Они заклю-
чаются в подсчете числа объектов, принадлежащих некоторому семейству
конечных множеств. У каждого множества семейства имеется свой номер,
и результатом перечисления служит некоторая последовательность нату-
ральных чисел. Перечислительные задачи встречаются во всех областях
математики, и в последние годы они вышли на первый план в алгебраиче-
ской геометрии, топологии, многих направлениях математической физики.

Как правило, задача перечислительной комбинаторики “в принципе”
разрешима: для каждого множества из семейства можно выписать все его
элементы и таким образом узнать их число. Проблема, однако, состоит в
том, чтобы найти “хорошее” решение, не требующее выписывания всех эле-
ментов изучаемых множеств. При этом понять, что такое хорошее решение,
довольно трудно. Зачастую удается лишь сравнить два решения и сказать,
какое из них лучше.

Наиболее подходящим языком для решения перечислительных задач
оказывается язык производящих рядов. Операции с комбинаторными объ-
ектами очень естественно выражаются в терминах производящих функ-
ций. Однако перечислительная комбинаторика не сводится к производя-
щим функциям — привлечение методов из смежных областей математики
(например, из анализа или теории групп) дает новый взгляд на перечисли-
тельные задачи и позволяет находить неожиданные подходы к их решению.

1.1 Перестановки и сочетания
Будем обозначать число элементов в конечном множестве A через |A|; на-
пример, |{4, 5, 7}| = 3.

Пусть Nn обозначает множество натуральных чисел от 1 до n, т.е. Nn =
{1, 2, . . . , n}. Перестановка этого множества это его взаимно-однозначное
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отображение в себя, σ : Nn → Nn. Тождественная перестановка оставляет
каждый элемент на месте. Множество всех перестановок этого множества
обозначается через Sn. Композиция перестановок является перестановкой,
и у каждой перестановки есть обратная — такая, композиция с которой
является тождественной перестановкой. Поэтому множество Sn образует
группу.

Подсчитаем количество различных перестановок, т.е. количество эле-
ментов в группе Sn. Это количество равно количеству различных взаимно-
однозначных отображений любых двух множеств из n элементов (не обя-
зательно одинаковых). Подсчитать их можно, например, так. Группа S1

состоит, очевидно, из одного элемента — тождественного отображения мно-
жества N1 = {1} в себя. Разобьем теперь все взаимно-однозначные отобра-
жения изNn в себя на n подмножеств в зависимости от того, в какой элемент
перешел элемент 1. Все эти n подмножеств содержат одинаковое количество
элементов, и это количество равно количеству взаимно-однозначных отоб-
ражений двух (n − 1)-элементных множеств, т.е. числу элементов группы
Sn−1. Поэтому

|Sn| = n|Sn−1| = n(n− 1)|Sn−2| = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 1.

Это число — произведение всех натуральных чисел от 1 до n — принято
называть факториалом числа n и обозначать n!.

Множество Nn содержит n одноэлементных подмножеств. Нетрудно ви-
деть, что число двухэлементных подмножеств в нем равно n(n−1)

2 . Действи-
тельно, первый элемент из двух мы можем выбрать n способами, а второй
n − 1 способами из еще невыбранных элементов. Значит, упорядоченную
пару элементов можно выбрать n(n − 1) способами. Поскольку две пары
a, b и b, a образуют одно и то же множество, для подсчета двухэлементных
подмножеств необходимо количество упорядоченных пар поделить на 2.

Как подсчитать число k-элементных подмножеств в Nn для произволь-
ного натурального числа k? Во-первых, очевидно, что при k > n это число
равно 0. Если же k ≤ n, то будем строить все k-элементные подмноже-
ства в Nn следующим образом. Возьмем произвольную перестановку мно-
жества Nn, и возьмем первые k элементов в этой перестановке (т.е. те эле-
менты, в которые перешли 1, 2, . . . , k). Ясно, что таким образом мы получим
все k-элементные подмножества, причем каждое из них будет встречаться
одно и то же количество раз. Это количество раз равно k!(n−k)!, поскольку
перестановки первых k элементов и оставшихся n− k элементов не меняют
выбранное подмножество. Поэтому для подсчета числа k-элементных под-
множеств в Nn нужно разделить общее число перестановок на k!(n − k)!.
Полученное число называется числом сочетаний из n элементов по k и
обозначается через (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
. (1.1)

(В литературе на русском и французском языках чаще встречается обозна-
чение Ckn, однако его использование предполагает, что n — натуральное чис-
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ло; мы же будем пользоваться сочетаниями в ситуациях, когда n — не обя-
зательно натуральное число, что и объясняет наш выбор обозначения

(
n
k

)
,

принятого в англоязычных текстах.) Поскольку дополнение k-элементного
множества в множестве из n элементов состоит из n− k элементов, количе-
ство k-элементных подмножеств в n-элементном множестве равно количе-
ству (n−k)-элементных подмножеств в нем, что прекрасно подтверждается
выведенной нами формулой для числа сочетаний:(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

n− k

)
.

В случае k = n формула для числа сочетаний имеет вид(
n

n

)
=

n!

n!0!
=

1

0!
.

Поскольку число n-элементных подмножеств в n-элементном множестве,
очевидно, равно 1, мы обязаны положить 0! = 1. Тогда формула для числа
сочетаний приобретает смысл и при k = 0:(

n

0

)
=

n!

0!n!
= 1

— в произвольном множестве имеется ровно одно 0-элементное подмноже-
ство (пустое множество).

Числа сочетаний это в точности коэффициенты, встречающиеся в раз-
ложении степеней бинома:

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y + · · ·+

(
n

k

)
xn−kyk + · · ·+

(
n

n

)
yn. (1.2)

Действительно,
(x+ y)n = (x+ y)(x+ y) . . . (x+ y),

и коэффициент при xn−kyk в произведении равен количеству k-элементных
подмножеств в множестве из n скобок (x+ y). Это в точности те скобки, из
которых мы выбираем слагаемое y.

Уже это простое наблюдение позволяет вывести нетривиальные комби-
наторные тождества. Например,(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

k

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n,

как результат подстановки x = 1, y = 1 в разложение бинома (1.2). (Вот
другой вывод того же тождества: 2n это общее количество подмножеств в
множестве из n элементов, а в левой части равенства суммируются количе-
ства подмножеств с данным числом элементов.) Точно так же получаем(

n

0

)
−
(
n

1

)
+ · · ·+ (−1)k

(
n

k

)
+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0 при n > 0.
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При нечетном n это равенство очевидным образом следует из симметрии(
n
k

)
=
(
n

n−k
)
, а вот при четном n его проще всего получить подстановкой

x = 1, y = −1 в разложение бинома.
Разложение бинома нам еще не раз встретится в этой книге, в том числе

и в настоящей главе.

1.2 Бином Ньютона
Числитель и знаменатель дроби в формуле (1.1) для числа сочетаний можно
сократить на (n− k)!, переписав ее в виде(

n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

k!
. (1.3)

Такое сокращение позволяет расширить круг значений, к которым она при-
менима — в качестве аргумента n можно брать произвольное число, не обя-
зательно натуральное. Например,(

1/2

k

)
=

1/2(−1/2)(−3/2)(−5/2) . . . ((3− 2k)/2)

k!
=

(−1)k−11 · 3 · 5 · (2k − 3)

2kk!
.

При таком подходе число сочетаний перестает быть целым и теряет пря-
мой комбинаторный смысл (нельзя сказать, что это число k-элементных
подмножеств в “полуэлементном множестве”). Вообще, число n может быть
иррациональным и даже комплексным. Однако по-прежнему естественно
полагать (

n

0

)
= 1

для произвольного n 6= 0.
Если n натуральное или 0, то при k > n в числителе формулы (1.3)

встречается нулевой множитель, и поэтому все выражение равно 0. Напро-
тив, если n не является целым неотрицательным числом, то число сочетаний(
n
k

)
не является нулевым ни при каком k.
Такие обобщенные числа сочетаний можно применить для получения

разложения бинома в произвольной степени, не только в целой. А именно,

(1 + s)α = 1 +

(
α

1

)
s+

(
α

2

)
s2 +

(
α

3

)
s3 +

(
α

4

)
s4 + . . . (1.4)

Здесь в обозначениях n заменено на α, чтобы подчеркнуть, что мы больше
не считаем показатель натуральным, а первая переменная заменена на 1,
чтобы не было необходимости решать, что такое x в ненатуральной сте-
пени (1α = 1 для любого показателя α). В случае, если число α является
натуральным, разложение (1.4) совпадает с обычной степенью бинома. Для
ненатурального показателя степени оно было введено Ньютоном и пред-
ставляет собой бесконечный степенной ряд. Этот ряд можно считать опре-
делением левой части (а можно — и в курсе математического анализа это
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делается — доказывать, что ряд сходится при |s| < 1, причем слева от знака
равенства действительно написана функция, к которой он сходится).

Вот пример разложения бинома для α = 1
2 :

(1 + s)1/2 = 1 +

(
1/2

1

)
s+

(
1/2

2

)
s2 +

(
1/2

3

)
s3 +

(
1/2

4

)
s4 + . . .

= 1 +
1

2
s− 1

8
s2 +

1

16
s3 − 5

128
s4 + . . . .

1.3 Экспонента
Экспонента является одной из важнейших функций во всей математике. Ее
определяющее свойство состоит в том, что она преобразует сумму в про-
изведение. Давайте найдем такую функцию f = f(s), что тождественно
выполняется равенство

f(s+ t) = f(s)f(t). (1.5)

Подставляя s = 0, t = 0, мы сразу заключаем, что f(0) = f(0) · f(0), откуда
f(0) равняется либо 0, либо 1. Мы рассмотрим только случай f(0) = 1,
оставив случай f(0) = 0 в качестве задачи в конце главы (см. задачу 1.4).

Пусть f имеет разложение

f(s) = 1 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . .

Тогда условие (1.5) на функцию f записывается в виде равенства

1 + a1(s+ t) + a2(s+ t)2 + a3(s+ t)3 + . . . = (1 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . )

·(1 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + . . . ),

которое должно выполняться тождественно по s и t. Найдем, к каким огра-
ничениям на коэффициенты ai приводит это равенство. Для этого будем
последовательно сравнивать коэффициенты при мономах данной степени в
левой и правой его частях. При мономах первой степени получаем равен-
ство

a1(s+ t) = a1s+ a1t,

которое выполняется тождественно при любом значении коэффициента a1.
Зафиксируем какое-нибудь значение этого коэффициента и обозначим его
через a, a1 = a.

Для мономов степени 2 должно выполняться равенство

a2(s+ t)2 = a2s
2 + a2st+ a2t

2,

или
2a2st = a2st,

которое выполняется тождественно только если a2 = a2/2. Рассуждая так
же далее получаем

a3(s+ t)3 = a3s
3 +

a3

2
s2t+

a3

2
st2 + a3t

3,
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откуда
a3 = a3/6.

Нетрудно видеть, что на каждом шаге, если соответствующее уравнение
разрешимо, то решение единственно и дает значение an равным an с неко-
торым коэффициентом.

Можно было бы показать, что решение действительно всегда существует
и коэффициент при an равен 1/n!. Мы поступим наоборот и определим
экспоненту разложением

eas = exp(as) = 1 +
a

1!
s+

a2

2!
s2 +

a3

3!
s3 +

a4

4!
s4 + . . . .

Это бесконечный степенной ряд, коэффициенты которого — обратные фак-
ториалы.

Теперь нетрудно проверить, что

ea(s+t) = easeat.

Действительно, нам надо доказать, что

1 +
a(s+ t)

1!
+
a2(s+ t)2

2!
+
a3(s+ t)3

3!
+ . . . = (1 +

as

1!
+
a2s2

2!
+
a3s3

3!
+ . . . )

(1 +
at

1!
+
a2t2

2!
+
a3t3

3!
+ . . . ).

В левой части равенства моном sktl появляется только в разложении бинома
(s+ t)n, где n = k + l, причем коэффициент при этом мономе равен

an

n!

(
n

k

)
=

an

k!l!
.

Этот коэффициент в точности совпадает с коэффициентом при sktl в пра-
вой части равенства. Поэтому всякий моном входит в левую и правую части
равенства с одним и тем же коэффициентом.

Зная, что решение уравнения (1.5) с f(0) = 1 — если оно существует
— однозначно определяется коэффициентом при s, мы заключаем, что экс-
понента и является этим единственным решением. При a = 0 экспонента
тождественно равна 1. Если же a 6= 0, то экспонента eas получается из es
обратимой заменой s на as. Поэтому чаще всего мы будем пользоваться
экспонентой es, отвечающей значению a = 1.

Тригонометрические функции просто выражаются через экспоненту:

sin s =
e
√
−1s − e−

√
−1s

2
√
−1

= s− 1

3!
s3 +

1

5!
s5 − . . . ;

cos s =
e
√
−1s + e−

√
−1s

2
= 1− 1

2!
s2 +

1

4!
s4 − . . . .
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Здесь
√
−1 — комплексное число, квадрат которого равен −1; его часто

обозначают через i, однако такое обозначение может привести к путанице.
Смысл переменной s, от которой берется экспонента, может быть самым

разным. Например, s может обозначать дифференцирование:

e
d
dt = 1 +

1

1!

d

dt
+

1

2!

(
d

dt

)2

+
1

3!

(
d

dt

)3

+
1

4!

(
d

dt

)4

+ . . . ,

и мы вправе спросить себя, что является экспонентой от дифференцирова-
ния. Здесь k-я степень дифференцирования

(
d
dt

)k
это операция взятия k-ой

производной,
(
d
dt

)k
= dk

dtk
. Для того, чтобы понять, чему равна экспонен-

та от дифференцирования, посмотрим, как она действует на многочленах.
Для этого достаточно посмотреть, как она действует на всех степенях tk

переменной t. К счастью, результат (k + 1)-го и всех старших дифферен-
цирований монома tk равен 0, поэтому при применении e

d
dt к tk в правой

части равенства остается лишь конечное число слагаемых:

e
d
dt tk =

(
1 +

1

1!

d

dt
+

1

2!

(
d

dt

)2

+ · · ·+ 1

k!

(
d

dt

)k)
tk

= tk +
k

1!
tk−1 +

k(k − 1)

2!
tk−2 + · · ·+ k!

k!

=

(
k

k

)
tk +

(
k

k − 1

)
tk−1 +

(
k

k − 2

)
tk−2 + · · ·+

(
k

0

)
.

Правая часть последнего равенства есть не что иное как разложение бинома
(1 + t)k, и мы заключаем, что

e
d
dt tk = (t+ 1)k.

Поскольку экспонента дифференцирования действует на многочленах ли-
нейно, это означает, что для любого многочлена p = p(t)

e
d
dt p(t) = p(t+ 1).

Другими словами, экспонента дифференцирования является сдвигом на 1.
Это глубокое утверждение лежит в основе теории групп Ли. Мы будем им
неоднократно пользоваться.

1.4 Производящие функции и действия над ни-
ми

Перейдем к строгим определениям.

Определение 1.4.1. Пусть a0, a1, a2, . . . — произвольная (бесконечная) по-
следовательность чисел. Производящей функцией (производящим рядом)
для этой последовательности будем называть выражение вида

a0 + a1s+ a2s
2 + . . . ,
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или, в сокращенной записи,
∞∑
n=0

ans
n.

Если все члены последовательности, начиная с некоторого, равны нулю, то
производящая функция является производящим многочленом.

Числа, входящие в последовательность, могут иметь различную при-
роду. Мы будем рассматривать последовательности натуральных, целых,
рациональных, вещественных и комплексных чисел. Производящую функ-
цию, как и обычную функцию, мы будем часто обозначать одной буквой,
указывая в скобках ее аргумент:

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . .

Две производящие функции равны в том и только в том случае, если
у них совпадают коэффициенты при каждой степени переменной. Поэтому
мы часто будем проверять равенство производящих функций или решать
уравнения на них, последовательно сравнивая коэффициенты при s0, s1, s2

и т.д.

Замечание 1.4.2. Употребляя слово “функция”, мы вовсе не имеем в ви-
ду, что написанное выражение действительно является функцией. Так, не
следует думать, будто мы можем сказать, чему равно “значение A(1) про-
изводящей функции A в точке 1”. Для этого нам пришлось бы сосчитать
сумму бесконечного ряда a0 + a1 + a2 + . . . . Изучение производящих функ-
ций не требует суммирования бесконечных числовых рядов. Переменная s
является формальной, и сумма ряда a0 + a1s+ a2s

2 + . . . смысла не имеет.
Однако верны утверждения A(0) = a0, A′(0) = a1, A′′(0) = 2a2 и т.д..

Производящая функция представляет последовательность чисел в ви-
де ряда по степеням формальной переменной. Поэтому наряду с термином
“производящая функция” мы будем также пользоваться термином “фор-
мальный степенной ряд”.

Определение 1.4.3. Суммой двух производящих функций

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

и
B(s) = b0 + b1s+ b2s

2 + . . .

называется производящая функция

A(s) +B(s) = (a0 + b0) + (a1 + b1)s+ (a2 + b2)s2 + . . . .

Произведением производящих функций A и B называется производящая
функция

A(s)B(s) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)s+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)s2 + . . . .
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Операции сложения и умножения производящих функций, очевидно,
коммутативны (A+B = B +A,AB = BA) и ассоциативны ((A+B) + C =
A + (B + C), (AB)C = A(BC)); кроме того, выполняется дистрибутивный
закон (A(B + C) = AB +AC).

Определение 1.4.4. Пусть

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

и
B(t) = b0 + b1t+ b2t

2 + b3t
3 . . .

— две производящие функции, причем B(0) = b0 = 0.
Подстановкой производящей функции B в производящую функцию A

называется производящая функция

A(B(t)) = a0 + a1B(t) + a2B
2(t) + a3B

3(t) + . . .

= a0 + a1b1t+ (a1b2 + a2b
2
1)t2 + (a1b3 + 2a2b1b2 + a3b

3
1)t3 + . . . .

Если, например, B(t) = −t, то

A(B(t)) = A(−t) = a0 − a1t+ a2t
2 − a3t

3 + . . . .

Производящая функция A = A(s) называется четной, если A(−s) = A(s)
нечетной, если A(−s) = −A(s). Функция является четной в том и только
в том случае, если ее степенной ряд содержит лишь члены четной степени.
Функция является нечетной в том и только в том случае, если ее степен-
ной ряд содержит лишь члены нечетной степени. Так, например, функция
cos(s) — четная, функция sin(s) — нечетная, а функция exp(s) не является
ни четной, ни нечетной — ее разложение в ряд содержит ненулевые коэф-
фициенты как при четных, так и при нечетных степенях переменной s.

Обратите внимание на то, что операция подстановки функции, отличной
от нуля в нуле, не определена. При попытке подставить такую функцию
мы столкнулись бы с необходимостью суммировать бесконечные числовые
ряды.

Конечно же, если обе производящие функции A и B являются много-
членами, то определения суммы, произведения и подстановки для них сов-
падают с обычными определениями этих операций для многочленов. Опре-
деления этих операций на степенных рядах являются результатом их про-
должения с многочленов.

Чтобы познакомиться с производящими функциями поближе, давайте
докажем важную теорему. Линейную функцию B(t) = bt, b 6= 0, легко об-
ратить — обратной к ней относительно подстановки функцией является
функция s/b. Добавление старших степеней переменной не влияет на обра-
тимость функции.

Теорема 1.4.5 (об обратной функции). Пусть функция

B(t) = b1t+ b2t
2 + b3t

3 + . . .
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такова, что B(0) = b0 = 0, а b1 6= 0. Тогда существуют такие функции

A(s) = a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . , A(0) = 0

и
C(u) = c1u+ c2u

2 + c3u
3 + . . . , C(0) = 0,

что
A(B(t)) = t и B(C(u)) = u.

Функции A и C единственны.

Функция A называется левой обратной, а функция C — правой обратной
к функции B.

Доказательство. Докажем существование и единственность левой об-
ратной функции. Доказательство для правой обратной аналогично. Будем
определять коэффициенты функции A последовательно. Коэффициент a1

определяется из условия a1b1 = 1, откуда

a1 =
1

b1
.

Предположим теперь, что коэффициенты a1, a2, . . . , an уже определены. Ко-
эффициент an+1 определяется из условия

an+1b
n+1
1 + · · ·+ a1bn+1 = 0,

где точками обозначен некоторый многочлен от a1, . . . , an и b1, . . . , bn. Тем
самым, условие представляет собой линейное уравнение на an+1, причем
коэффициент bn+1

1 при an+1 отличен от нуля. Такое уравнение имеет един-
ственное решение, и теорема доказана.

Итак, мы научились складывать и умножать степенные ряды и под-
ставлять их друг в друга. Хотелось бы также научиться делить их друг на
друга. Последняя операция не всегда корректно определена. В этом отно-
шении степенные ряды похожи на целые числа: не всегда целое число при
делении на другое целое число дает в ответе целое число. Однако, во вся-
ком случае, возможно деление на степенной ряд, значение которого в нуле
отлично от нуля.

Утверждение 1.4.6. Пусть

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . .

— формальный степенной ряд, причем A(0) = a0 6= 0. Тогда существует
единственный формальный степенной ряд

B(s) = b0 + b1s+ b2s
2 + b3s

3 + . . . ,

такой что A(s)B(s) = 1.
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Доказательство. Снова проведем доказательство по индукции. Значе-
ние коэффициента b0 находится легко, b0 = 1

a0
. Пусть теперь все коэффици-

енты ряда B вплоть до степени n−1 однозначно определены. Коэффициент
при sn определяется из условия

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 = 0.

Это линейное уравнение на bn, причем коэффициент a0 при bn отличен от
нуля. Поэтому уравнение имеет единственное решение.

Отметим, что, несмотря на теоремы существования, нахождение обрат-
ной функции — относительно подстановки или относительно деления — в
явном виде может оказаться сложной задачей, даже если сама функция
относительно проста. Скажем, вычисление функции 1/ cos s займет у нас
целый параграф, и приведет к очень интересному результату.

1.5 Дифференцирование и интегрирование про-
изводящих функций

Для производящих функций обычное определение производной можно за-
писать в следующем виде.

Определение 1.5.1. Пусть A = A(s) — производящая функция. Произ-
водной этой функции называется функция

A′(s) =
A(s+ t)−A(s)

t

∣∣∣∣
t=0

.

Поскольку при t = 0 числитель дроби в определении производной об-
ращается в нуль, этот числитель делится на t, и определение корректно.
Дифференцирование, очевидно, линейная операция, поэтому для того, что-
бы понять, как оно действует на производящих функциях, достаточно по-
смотреть на его действие на степенях переменной. Имеем

(
sk
)′

=
(s+ t)k − sk

t

∣∣∣∣
t=0

=

(
k
1

)
sk−1t+ . . .

t

∣∣∣∣∣
t=0

= ksk−1.

Здесь многоточие в числителе обозначает многочлен, делящийся на t2; по-
сле деления на t и приравнивания t нулю этот многочлен обращается в 0.
Тем самым, дифференцирование произвольной производящей функцииA(s) =
a0 + a1s+ a2s

2 + . . . дает

A′(s) = a1 + 2a2s+ 3a3s
2 + 4a4s

3 + . . . .

Докажем правило дифференцирования сложной функции:

(A(B(t)))′ = A′(B(t))B′(t).
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В силу линейности дифференцирования, для проверки этого равенства до-
статочно рассмотреть случай, когда A(s) = sk — моном. Теперь мы должны
доказать равенство

(Bk(t))′ = kBk−1(t)B′(t)

для любой производящей функции B. Доказательство этого равенства тре-
бует последовательного сравнения коэффициентов при ti, i = 0, 1, 2, . . . .
Коэффициенты функции B при степенях i+2 и выше не влияют на коэффи-
циенты при ti в обеих частях равенства. Поэтому его достаточно проверить
для случая, когда B — многочлен, а в этом случае оно хорошо известно.

Определение дифференцирования само по себе позволяет нам решать
простейшие дифференциальные уравнения. Найдем, например, функцию,
производная которой совпадает с ней самой,

F ′(s) = F (s). (1.6)

Пусть F имеет вид F (s) = f0+f1s+f2s
2+. . . . Тогда F ′(s) = f1+2f2s+3f3s

2+
. . . . Сравнивая коэффициенты при нулевой степени переменной в левой
и правой частях равенства (1.6), мы заключаем, что f1 = f0. Сравнение
коэффициентов при первой степени s дает 2f2 = f1, откуда f2 = 1

2f1 = 1
2f0.

Продолжая таким же образом, мы заключаем, что fk = 1
k!f0 для всех k =

1, 2, 3, . . . . Обозначим f0 через c. Наше рассуждение приводит к следующему
выводу:

Всякое решение уравнения (1.6) имеет вид

F (s) = c

(
1 +

1

1!
s+

1

2!
s2 +

1

3!
s3 + . . .

)
= ces

для некоторой постоянной c. Тем самым, уравнение (1.6) имеет единствен-
ное решение с заданным значением F (0) = c. Ниже в этой книге мы не раз
будем обсуждать решение дифференциальных уравнений на производящие
функции.

Интегралом функции A называется функция∫
A(s) = a0s+ a1

s2

2
+ a2

s3

3
+ · · ·+ an

sn+1

(n+ 1)
+ . . . .

Операция дифференцирования обратна операции интегрирования:(∫
A(s)

)′
= A(s).

Операция же интегрирования производной приводит к функции с нулевым
свободным членом, и поэтому результат, вообще говоря, отличается от ис-
ходной функции, ∫

A′(s) = A(s)−A(0).
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Замечание 1.5.2. Нетрудно видеть, что для функций, представимых в виде
степенных рядов, формула для производной соответствует обычной. Форму-
ла для интеграла соответствует значению интеграла с переменным верхним
пределом ∫

A(s) =

∫ s

0

A(ξ)dξ.

Последнее замечание позволяет подсчитывать производящие функции
для большого числа разнообразных последовательностей. Вычислим, на-
пример, обратную функцию к экспоненте. Эта функция называется нату-
ральным логарифмом и обозначается ln(·), ln(es) = s. Разложение экспо-
ненты начинается с 1, поэтому аргумент логарифма нужно сдвинуть в 1:

ln(1 + t) = l1t+ l2t
2 + l3t

3 + . . .

(свободный член в разложении равен 0, поскольку ln(1) = 0).
Для вычисления коэффициентов разложения логарифма воспользуемся

тем, что производная функции и обратной к ней в произведении дают 1.
Действительно, если A(B(s)) = s, то A′(B(s))B′(s) = 1 и

A′(t) =
1

B′(s)
при t = B(s).

Поскольку d
dse

s = es, получаем

d

dt
ln(1 + t) =

1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + t4 − . . . ,

откуда, интегрируя,

ln(1 + t) = t− 1

2
t2 +

1

3
t3 − 1

4
t4 + . . . .

Мы будем чаще пользоваться следующим вариантом последней формулы:

− ln(1− t) = ln(1− t)−1 = t+
1

2
t2 +

1

3
t3 +

1

4
t4 + . . . . (1.7)

Отметим, что бином Ньютона удобно записывать с помощью экспонен-
ты:

(1 + t)a = ea ln(1+t).

В качестве еще одного примера, вычислим производящую функцию

f(s) =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
s+

1

3 · 4
s2 + · · ·+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
sn + . . . .

Умножая функцию f на s2 и дифференцируя, получаем

(s2f(s))′ = s+
1

2
s2 +

1

3
s3 + · · · = ln(1− s)−1,

откуда

f(s) = s−2

∫
ln(1− s)−1 = s−2

(
(s− 1) ln(1− s)−1 + s

)
.
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1.6 Алгебра и топология формальных степен-
ных рядов

Ниже приводятся некоторые сведения из теории формальных степенных рядов.
Они не используются в книге, но могут помочь обозначить место этой теории в
ряду других математических дисциплин.

С алгебраической точки зрения множество формальных степенных рядов (с
коэффициентами в поле комплексных, вещественных или рациональных чисел)
образует (бесконечномерное) векторное пространство над этим полем. Опера-
ция умножения рядов превращает это векторное пространство в алгебру, которая
обозначается C[[s]] (соотв., R[[s]] или Q[[s]]). Важную роль в этой алгебре игра-
ют идеалы, т.е. такие подмножества I ⊂ C[[s]], что fI ⊂ I для любого элемента
f ∈ C[[s]]. В алгебре формальных степенных рядов все идеалы — главные, т.е. все
они имеют вид fC[[s]] для некоторой функции f ∈ C[[s]]. Более того, все идеалы
легко описать: они имеют вид Ik = skC[[s]], k = 0, 1, 2, . . . (т.е. идеал Ik состоит
из всех формальных степенных рядов, делящихся на sk). Эти идеалы вложены
друг в друга, I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . .

Один из идеалов Ik, а именно I1, максимален: он не содержится ни в каком дру-
гом идеале, отличном от всей алгебры. Алгебра с одним максимальным идеалом
называется локальной. Свойство локальности сближает алгебру формальных сте-
пенных рядов с координатными алгебрами в окрестности начала координат (ал-
гебрами ростков бесконечно дифференцируемых или аналитических функций).
Факторалгебры C[[s]]/Ik называются алгебрами срезанных многочленов и тоже
очень важны.

В алгебре формальных степенных рядов определена топология. Открытыми
в этой топологии являются идеалы Ik, k = 0, 1, 2, . . . и пустое множество. Введен-
ная топология определяет понятие сходимости: последовательность F1(s), F2(s), . . .

сходится к формальному степенному ряду F (s), если для любого числа n суще-
ствует такой номер N , что все коэффициенты при степенях s0, s1, . . . , sn у рядов
Fk(s) при k > N совпадают с коэффициентами при соответствующих степенях у
ряда F (s). Многочлены — формальные степенные ряды, в которых лишь конечное
число коэффициентов отлично от нуля, — образуют векторное подпространство
(и подалгебру) в алгебре формальных степенных рядов, которое плотно относи-
тельно введенной топологии. Все операции над рядами — сложение, умножение,
подстановка, деление, — определяются для многочленов обычным образом, а на
степенные ряды продолжаются так, чтобы продолженные операции были непре-
рывны. Такие продолжения существуют и единственны.
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1.7 Задачи
Задача 1.1. Перестановка двух элементов множестваNn = {1, . . . , n}, остав-
ляющая остальные элементы на месте, называетсятранспозицией. Найдите
число транспозиций в группе Sn.
Задача 1.2. Всякую перестановку можно разложить в произведение неза-
висимых циклов. Такое разложение однозначно с точностью до порядка
умножаемых циклов. В частности, набор длин этих циклов определяется
перестановкой однозначно. Например в Sn, для транспозиции набор длин
циклов состоит из одной двойки и n− 2 единиц, а набор длин циклов тож-
дественной перестановки состоит из n единиц. Сумма длин циклов равна
числу элементов перестановки; другими словами, набор этих длин явля-
ется разбиением длины перестановки. Перестановка называется длинным
циклом, если ее разложение в произведение независимых циклов состоит
из единственного цикла. Длина такого цикла, разумеется, совпадает с дли-
ной перестановки. Найдите число длинных циклов в группе Sn.
Задача 1.3. Найдите число элементов в Sn, отвечающих разбиениям а)
1n−422 (произведение транспозиций двух пар элементов, среди которых нет
общих); б) 1n−331 (циклов длины 3).
Задача 1.4. Докажите, что если функция f = f(s), представимая в виде
степенного ряда, преобразует сумму в произведение, т.е. тождественно вы-
полняется равенство f(s + t) = f(s)f(t), и f(0) = 0, то она тождественно
равна 0.
Задача 1.5. Докажите, что логарифм преобразует произведение в сумму:

ln((1 + s)(1 + t)) = ln(1 + s) + ln(1 + t).

Задача 1.6. Докажите следующие равенства: а) sin2 s+ cos2 s = 1;
б) (1 + s)α(1 + s)β = (1 + s)α+β ; в) ln((1− s)α) = α ln(1− s).
Задача 1.7. Пусть p = p(t) — многочлен. Чему равны а) exp(a ddt )p(t)? б)
sin d

dt p(t)? в) cos d
dt p(t)? г) exp( ddt + d2

dt2 )p(t)? д) exp( ddt −
d2

dt2 )p(t)?
Задача 1.8. Докажите, что степенные ряды вида

a1s+ a2s
2 + . . . , a1 6= 0,

образуют группу относительно операции подстановки.
Задача 1.9. Пусть функция B = B(s) = b1s + b2s

2 + b3s
3 + . . . такова, что

b1 6= 0. Докажите, что правая обратная функция A(t) и левая обратная
функция C(t) совпадают. Эта общая обратная функция обозначается через
B−1(t).
Задача 1.10. Пусть A(s) = a0 + a1s + a2s

2 + . . . — производящая функ-
ция для последовательности a0, a1, a2, . . . . Выразите через A производящие
функции для последовательностей
а) a0 +a1, a1 +a2, a2 +a3, . . . ; б) a0, a0 +a1, a0 +a1 +a2, a0 +a1 +a2 +a3, . . . ;
в) a0, a1b, a2b

2, a3b
3, . . . ; г) a0, 0, a2, 0, a4, 0, a6, 0, a8, . . . .
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Задача 1.11. Вычислите три первых ненулевых коэффициента функций, об-
ратных относительно операции подстановки к следующим функциям: а) sin s;
б) es − 1; в) s+ s2.

Задача 1.12. Найдите разложение арксинуса:

sin−1 s = arcsin s = s+
1

2 · 3
s3 +

1 · 3
2 · 4 · 5

s5 +
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 7
s7 + . . .

Задача 1.13. Докажите, что не существует такого формального степенного
ряда A(s), что sA(s) = 1.

Задача 1.14. Докажите, что если каждый из степенных рядов A(s) и B(s)
отличен от нуля, то и их произведение A(s)B(s) отлично от нуля.

Задача 1.15. Пусть ряды A(s) = a0 + a1s + a2s
2 + . . . , a0 6= 0, и B(s) =

b1s+b2s
2 + . . . , b1 6= 0, имеют целые коэффициенты. При каких условиях на

коэффициенты этих рядов ряды 1
A(s) , B

−1(s) имеют целые коэффициенты?

Задача 1.16. Найдите все решения дифференциальных уравнений а) F ′(s) =
aF (s), б) F ′(s) = F 2(s).

Задача 1.17. Найдите производящие функции для последовательностей
а) 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ; б) 1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . .
Задача 1.18. Докажите, что для ряда B = B(t) с нулевым свободным чле-
ном, B(0) = 0, и произвольного ряда A = A(s)(∫

A

)
(B(t)) =

∫
(A(B(t)) ·B′(t))

(формула замены переменных в интеграле).

Задача 1.19. Докажите формулу Ньютона–Лейбница

(A(s)B(s))′ = A′(s)B(s) +A(s)B′(s).

Задача 1.20. Докажите формулу интегрирования по частям:∫
(A(s)B′(s) +A′(s)B(s)) = A(s)B(s)−A(0)B(0).

Задача 1.21. Докажите, что при заданном натуральном значении k любое
натуральное число n единственным образом представимо в виде

n =

(
b1
1

)
+

(
b2
2

)
+ · · ·+

(
bk
k

)
,

где 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bk. Например, при k = 1 это верно, так как всякое
число n допускает единственное представление в виде n =

(
n
1

)
.

Нижеследующие задачи взяты из знаменитого сборника Полиа и Сеге
“Теоремы и задачи из анализа” — в скобках указан номер задачи в этом
сборнике.
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Задача 1.22 (I.16). Определите коэффициент an в разложении

(1 + qs)(1 + qs2)(1 + qs4)(1 + qs8) · · · = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . .

Задача 1.23 (I.33). Докажите тождество(
2n

0

)2

−
(

2n

1

)2

+

(
2n

2

)2

− · · · −
(

2n

2n− 1

)2

+

(
2n

2n

)2

= (−1)n
(

2n

n

)
.

Задача 1.24 (I.37). Докажите тождество(
n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1n

(
n

n

)
= 0 при n > 1.

Задача 1.25 (I.38). Докажите тождество(
n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1

3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1 1

n

(
n

n

)
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Задача 1.26 (I.39). Докажите тождество
n∑
k=0

(−1)n−k22k

(
n+ k + 1

2k + 1

)
= n+ 1.

Задача 1.27 (I.41). Положим

ϕ(x) = a0 + a1x+ a2x(x− 1) + a3x(x− 1)(x− 2) + . . .

ψ(x) = a0 +
a1

2
x+

a2

22
x(x− 1) +

a3

23
x(x− 1)(x− 2) + . . .

Докажите, что тогда(
n

0

)
ϕ(0) +

(
n

1

)
ϕ(1) +

(
n

2

)
ϕ(2) + · · ·+

(
n

n

)
ϕ(n) = 2nψ(n)

и (
n

0

)
ϕ(0)−

(
n

1

)
ϕ(1) +

(
n

2

)
ϕ(2)− · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
ϕ(n) = (−1)nann!.

(Обратите внимание на то, что функции ϕ и ψ, хотя и представляют со-
бой бесконечные суммы, не являются формальными степенными рядами, а
значения ϕ(n) и ψ(n) при натуральном аргументе n корректно определены,
поскольку при подстановке в ряды натурального значения аргумента все
слагаемые кроме конечного числа обращаются 0.)
Задача 1.28 (I.42). Докажите тождество(
n

0

)
(0− n)2 +

(
n

1

)
(2− n)2 +

(
n

2

)
(4− n)2 + · · ·+

(
n

ν

)
(2ν − n)2 + · · · = 2nn.

Задача 1.29 (I.44). Докажите, что для любого многочлена f выполняется
равенство

f

(
x
d

dx

)
xk = f(k)xk.



Глава 2

Рациональные
производящие функции

Рациональная функция — это отношение двух многочленов. Рациональные
производящие функции образуют большой класс производящих функций.
Производящие функции, встречающиеся на практике, очень часто принад-
лежат к этому классу. Например, как мы увидим, рациональными оказыва-
ются производящие функции для языков, распознаваемых конечными авто-
матами (регулярных языков, см. главу 12). Кроме того, теория рациональ-
ных производящих функций совпадает, по существу, с теорией решений
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами.

2.1 Геометрическая прогрессия
Простейшая рациональная функция отвечает простейшей последователь-
ности коэффициентов — постоянной последовательности 1, 1, 1, . . . . Произ-
водящая функция для этой последовательности имеет вид

G(s) = 1 + s+ s2 + s3 + . . . , (2.1)

и ее несложно выразить через элементарные производящие функции, кото-
рые мы рассматривали в предыдущей главе. Действительно, умножив обе
части равенства (2.1) на s, получим

sG(s) = s+ s2 + s3 + s4 + . . .

= G(s)− 1,

откуда

G(s) =
1

1− s
= (1− s)−1. (2.2)

24
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Тот же вывод с незначительными изменениями проходит для произволь-
ной последовательности вида a, ar, ar2, ar3, . . . :

Ga,r(s) = a+ ars+ ar2s2 + ar3s3 + . . .

= a
(
1 + (rs) + (rs)2 + (rs)3 + . . .

)
,

откуда
rsGa,r(s) = Ga,r(s)− a

и
Ga,r(s) =

a

1− rs
. (2.3)

Приведенные выше выкладки представляют собой не что иное, как из-
вестный вывод формулы для суммы бесконечной геометрической прогрес-
сии. Результат этих выкладок согласуется, как нетрудно видеть, с разложе-
нием бинома (1− s)−1.

2.2 Последовательность Фибоначчи
Знаменитая последовательность Фибоначчи определяется своими началь-
ными членами f0 = f1 = 1 и соотношением

fn+2 = fn+1 + fn. (2.4)

Из этого соотношения легко получить начало последовательности Фибонач-
чи

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . ,

в которой каждый член, начиная с f2, равен сумме двух предыдущих. Что-
бы вывести формулу производящей функции

Fib(s) = 1 + s+ 2s2 + 3s3 + 5s4 + . . . , (2.5)

умножим обе части равенства (2.5) на s+ s2. Получим

(s+ s2) Fib(s) = s + s2 + 2s3 + 3s4 + 5s5 + . . .
+ s2 + s3 + 2s4 + 3s5 + . . .

= s + 2s2 + 3s3 + 5s4 + 8s5 + . . . ,

или
(s+ s2) Fib(s) = Fib(s)− 1,

откуда

Fib(s) =
1

1− s− s2
. (2.6)

Полученную формулу можно понимать как композицию двух произво-
дящих функций, а именно, (1− s)−1 и s+ s2, т.е.

Fib(s) = 1 + (s+ s2) + (s+ s2)2 + (s+ s2)3 + . . . .
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Такое разложение, однако, не очень удобно, так как в его членах переме-
шаны различные степени переменной s и оно не дает явной формулы для
коэффициентов. Полезнее представить дробь в виде суммы двух элемен-
тарных дробей:

1

1− s− s2
=

1√
5

(
1

s− s2
− 1

s− s1

)

=
1√
5

 1

s1

(
1− s

s1

) − 1

s2

(
1− s

s2

)
 ,

где s1 = (−1 +
√

5)/2, s2 = (−1−
√

5)/2 — корни уравнения 1− s− s2 = 0.
Из последнего разложения немедленно получаем

Fib(s) =
1√
5s1

(
1 +

s

s1
+
s2

s2
1

+ . . .

)
− 1√

5s2

(
1 +

s

s2
+
s2

s2
2

+ . . .

)
.

Поэтому

fn =
1√
5

(s−1−n
1 − s−1−n

2 )

=
(−1)n√

5
(sn+1

1 − sn+1
2 )

=
(−1)n√

5

(−1 +
√

5

2

)n+1

−

(
−1−

√
5

2

)n+1
 (2.7)

Здесь мы воспользовались тем, что s1s2 = −1.
Число |1/s1| = |s2| = 1+

√
5

2 ≈ 1.6180339887 называется золотым сечени-
ем. Прямоугольник, отношение сторон которого равно золотому сечению,
можно разрезать на два подобных ему одинаковых прямоугольника.

Другой способ вывода производящей функции для чисел Фибоначчи ис-
пользует элементарные понятия линейной алгебры. Рассмотрим пару по-
следовательных чисел Фибоначчи fn, fn+1 как координаты вектора в дву-
мерном вещественном пространстве R2:(

fn
fn+1

)
∈ R2.

Тогда соотношение (2.4) можно интерпретировать как правило перехода от
вектора

(
fn
fn+1

)
к вектору

(
fn+1

fn+2

)
:

Φ :

(
fn
fn+1

)
7→
(
fn+1

fn+2

)
=

(
fn+1

fn + fn+1

)
.

Последнее преобразование линейно, и его можно записать в матричном ви-
де:

Φ :

(
fn
fn+1

)
7→
(

0 1
1 1

)(
fn
fn+1

)
= Φ

(
fn
fn+1

)
.
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Переход от вектора
(
fn+1

fn+2

)
к вектору

(
fn+2

fn+3

)
осуществляется путем по-

вторного применения преобразования Φ, и т.д. Таким образом, произво-
дящая функция для векторной последовательности Фибоначчи принимает
вид

F (s) =

(
1

1

)
+

(
1

2

)
s+

(
2

3

)
s2 +

(
3

5

)
s3 + . . .

=

(
f0

f1

)
+ Φ

(
f0

f1

)
s+ Φ2

(
f0

f1

)
s2 + Φ3

(
f0

f1

)
s3 + . . .

= (I + Φs+ Φ2s2 + Φ3s3 + . . . )

(
f0

f1

)
= (I − sΦ)−1

(
f0

f1

)
.

Здесь через I обозначена единичная матрица, I =

(
1 0
0 1

)
, и мы приме-

нили к векторной производящей функции вывод производящей функции
для геометрической прогрессии. Единственное отличие в результате: выра-
жение (I − sΦ)−1 понимается как обратная матрица к матрице I − sΦ.

Явное выражение для чисел Фибоначчи можно получить, вычислив явно
матрицу Φn для произвольного n. Для этого матрицу Φ нужно диагонали-
зировать, представив ее в виде

Φ = L−1Φ̃L,

где Φ̃ — диагональная матрица, а матрица L невырождена. Имеем,

Φ =
1

s−1
2 − s

−1
1

(
1 1
s−1

1 s−1
2

)(
s−1

1 0
0 s−1

2

)(
s−1

2 −1
−s−1

1 1

)
.

Отсюда, воспользовавшись соотношением

Φn = L−1Φ̃nL,

и выражениями для чисел s1, s2, получаем равенство (2.7).

2.3 Рекуррентные соотношения и рациональ-
ные производящие функции

Последовательность Фибоначчи определяется линейным рекуррентным со-
отношением fn+2 = fn+1 + fn. Исходя из этого соотношения и начальных
значений последовательности, мы смогли найти явный вид производящей
функции. Производящая функция оказалась рациональной — отношением
двух многочленов. На самом деле в нашем выводе нигде не использовался
конкретный вид рекуррентного соотношения. Действуя точно таким же об-
разом, мы можем доказать аналогичную теорему о производящей функции
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для произвольной последовательности, задаваемой линейным рекуррент-
ным соотношением.

Теорема 2.3.1. Пусть последовательность an задается линейным рекур-
рентным соотношением порядка k с постоянными c1, . . . , ck:

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan (2.8)

и числа a0, a1, . . . , ak−1 заданы. Тогда производящая функция A(s) = a0 +

a1s + a2s
2 + . . . рациональна, A(s) = P (s)

Q(s) , причем степень многочлена Q
равна k, а степень многочлена P не превосходит k − 1.

Доказательство. Доказательство этой теоремы повторяет, по суще-
ству, рассуждение для чисел Фибоначчи. Умножив производящую функ-
цию A(s) на c1s+ c2s

2 + · · ·+ cks
k, получим

(c1s+ · · ·+ cks
k)A(s) = c1a0s+ c1a1s

2 + c1a2s
3 + · · ·+ c1ak−1s

k + . . .

+ c2a0s
2 + c2a1s

3 + · · ·+ c2ak−2s
k + . . .

+ c3a0s
3 + · · ·+ c3ak−3s

k + . . .

. . .

+ cka0s
k + . . .

= P (s) +A(s),

где P — некоторый многочлен, степень которого не превосходит k− 1. Дей-
ствительно, коэффициент при sn+k в правой части первого равенства совпа-
дает с правой частью выражения (2.8). Отсюда непосредственно получаем
утверждение теоремы.

Отметим, что в процессе доказательства теоремы 2.3.1 был выписан яв-
ный вид многочлена Q, стоящего в знаменателе рациональной производя-
щей функции:

Q(s) = 1− c1s− c2s2 − · · · − cksk.

Этот многочлен определяется рекуррентным соотношением, а для вычис-
ления числителя функции нам необходимо знать начальные члены после-
довательности.

Производящая функция для чисел Фибоначчи представима в виде ли-
нейной комбинации двух дробей 1/(1 − s/s1) и 1/(1 − s/s2). Нетрудно ви-
деть, что аналогичное утверждение справедливо и для любой рациональной
функции:

Теорема 2.3.2. Пусть F (s) = P (s)/Q(s) — представление рациональной
производящей функции в виде отношения двух взаимнопростых многочле-
нов, Q(0) = 1. Тогда F представляется в виде суммы многочлена и линей-
ной комбинации элементарных дробей вида 1/(1 − qis)ki , где значения qi
обратны (комплексным) корням многочлена Q, а показатели степени ki
не превосходят кратности корня 1/qi. Такое представление единственно.
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Действительно, пусть d1, . . . , dm — кратности попарно различных ком-
плексных корней многочлена Q, а q1, . . . , qm — величины, обратные к этим
корням. Представим многочлен Q в виде произведения

Q(s) = Q1(s) . . . Qm(s),

где каждый из многочленов Qi(s) имеет единственный корень 1/qi, Qi(s) =
(1−qis)di . Существует константа cm, такая, что знаменатель разности F (s)−
cm/(1− qms)dm имеет степень, меньшую чем Q. Эта константа равна значе-
нию рациональной функции

P (s)

Q1(s) . . . Qm−1(s)

в точке s = 1/qm. Теперь теорема доказывается индукцией по степени зна-
менателя.

Вывод векторной производящей функции для последовательности Фи-
боначчи также непосредственно переносится на случай произвольной ре-
куррентной последовательности. В общем случае двумерный вектор следу-
ет заменить k-мерным вектором

an
an+1

...
an+k−1

 ∈ Rk,

а матрица A перехода к следующему k-мерному вектору, соответствующая
рекуррентному соотношению, будет выглядеть так:


an+1

an+2

...
an+k

 =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1
ck ck−1 ck−2 . . . c2 c1




an
an+1

...
an+k−1

 . (2.9)

Таким образом, мы получаем векторную производящую функцию

A(s) = (I − sA)−1


a0

a1

...
ak−1

 .

Матрица Φ, задающая рекуррентное соотношение для чисел Фибоначчи,
приводится к диагональному виду линейным преобразованием. Для произ-
вольной матрицы A это, вообще говоря, не так. Это можно сделать, лишь
если ее собственные числа попарно различны. Однако в общем случае ее
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можно привести к жордановой нормальной форме, степени которой также
несложно вычислить.

Оказывается, рациональные производящие функции в точности совпа-
дают с производящими функциями для последовательностей, задаваемых
линейными рекуррентными соотношениями. Точнее, справедлива следую-
щая обратная теорема.

Теорема 2.3.3. Если производящая функция A(s) = a0 +a1s+a2s
2 +. . . ра-

циональна, A(s) = P (s)
Q(s) , где многочлены P и Q взаимно просты, Q(0) 6= 0,

то начиная с некоторого номера n последовательность a0, a1, a2, . . . зада-
ется линейным рекуррентным соотношением

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan,

где k — степень многочлена Q, а c1, c2, . . . , ck — некоторые константы.

Доказательство читателю предлагается провести самостоятельно.

2.4 Неоднородные рекуррентные соотношения
В предыдущем параграфе мы построили рациональные производящей функ-
ции для последовательностей, заданных линейными рекуррентными соот-
ношениями с постоянным коэффициентами. Эти соотношения линейны и
однородны — каждое слагаемое в правой их части представляет собой член
последовательности, умноженный на некоторую константу. Наше построе-
ние несложно обобщить на случай неоднородных соотношений. Рассмотрим
последовательность 2, 3, 5, 9, 17, . . . , заданную соотношением

an+1 = 2an − 1 (2.10)

с начальным условием a0 = 2. Это рекуррентное соотношение порядка 1
— очередной член последовательности определяется предыдущим членом.
Однако в отличие от рекуррентных соотношений, рассматривавшихся нами
ранее, в правой части соотношения (2.10) имеется неоднородная добавка —
константа −1. Как следствие, теорема 2.3.1 напрямую неприменима.

Для того, чтобы вычислить производящую функцию

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . ,

выпишем рекуррентное соотношение (2.10) для члена проследовательности
с номером n+ 2

an+2 = 2an+1 − 1

и, вычтя из него исходное соотношение, получим

an+2 = 3an+1 − 2an.
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В результате мы свели соотношение первого порядка (2.10) к линейному
рекуррентному соотношению второго порядка, а такие соотношения мы уже
умеем решать.

Ясно, как обобщить это рассуждение на случай рекуррентного соотно-
шения произвольного порядка, в котором добавка представляет собой про-
извольный многочлен.

Теорема 2.4.1. Пусть последовательность a0, a1, . . . задана линейным
неоднородным рекуррентным соотношением с постоянными коэффициен-
тами порядка k, т.е. an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan + hm(n), где
hm(n) есть многочлен степени m от номера n члена последовательности.
Тогда последовательность an задается однородным линейным рекуррент-
ным соотношением порядка n+m+ 1 с постоянными коэффициентами и,
как следствие, производящая функция A(s) для нее рациональна.

Доказательство. Пусть многочлен hm имеет вид

hm(n) = b0n
m + b1n

m−1 + . . . .

Член последовательности с номером n+ k + 1 имеет вид

an+k+1 = c1an+k + c2an+k−1 + · · ·+ ckan+1 + hm(n+ 1).

Разность этого и предыдущего членов равна

an+k+1− an+k = c1an+k + (c2− c1)an+k−1 + · · · − ckan + (hm(n+ 1)− hm(n)).

Тем самым, мы представили член последовательности с номером n+k+1 в
виде линейной комбинации предыдущих k + 1 членов последовательности,
к которой прибавлен многочлен hm(n + 1) − hm(n). Этот многочлен имеет
вид

hm(n+ 1)− hm(n) = (b0(n+ 1)m + b1(n+ 1)m−1 + . . . )− (b0n
m + . . . )

= (b0n
m + (mb0 + b1)nm−1 + . . . )− (b0n

m + . . . )

= mb0n
m−1 + . . . .

т.е. коэффициент при nm в нем равен 0 и его степень как многочлена от n
меньше m. Теперь мы можем рассуждать по индукции, последовательно
уменьшая степень многочлена h в правой части рекуррентного соотноше-
ния, пока она не станет равной 0 — случай, обращаться с которым мы уже
научились.

2.5 Произведение Адамара рациональных про-
изводящих функций

Одно из наиболее привлекательных свойств рациональных производящих
функций — их замкнутость относительно произведения Адамара.
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Определение 2.5.1. Произведением Адамара производящих функций

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

и
B(s) = b0 + b1s+ b2s

2 + . . .

называется производящая функция

A ◦B(s) = a0b0 + a1b1s+ a2b2s
2 + . . . .

Таким образом, произведение Адамара двух последовательностей — это
последовательность, состоящая из почленных произведений соответствен-
ных членов этих последовательностей. Необходимость в производящей функ-
ции для произведения Адамара возникает при перечислении пар объектов
одинакового порядка: если число объектов первого типа равно an, а число
объектов второго типа bn, то число пар объектов, составленных из элемен-
тов первого и второго типа, равно anbn.

Теорема 2.5.2. Произведение Адамара двух рациональных производящих
функций рационально.

Для доказательства этой теоремы нам понадобится новая характериза-
ция рациональных производящих функций.

Лемма 2.5.3. Производящая функция для последовательности a0, a1, a2,
. . . рациональна тогда и только тогда, когда существуют такие числа
q1, . . . , ql и такие многочлены p1(n), . . . , pl(n), что

an = p1(n)qn1 + · · ·+ pl(n)qnl . (2.11)

Выражение в правой части равенства (2.11) называется квазимногочле-
ном от переменной n.

Доказательство. Заметим прежде всего, что производящая функция
(1− qs)−k имеет вид

(1− qs)−k = 1−
(
−k
1

)
qs+

(
−k
2

)
q2s2 −

(
−k
3

)
q3s3 + . . .

Коэффициент при sn в этой производящей функции равен

(−1)n
(−k)(−k − 1) . . . (−k − n+ 1)

n!
qn =

(n+ k − 1)!

n!(k − 1)!
qn

=
(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ k − 1)

k!
qn

= Pk−1(n)qn, (2.12)

где Pk−1(n) = (n + 1)(n + 2) . . . (n + k − 1) — многочлен от n степени k −
1. Всякая рациональная функция от переменной s представляется в виде
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суммы многочлена и линейной комбинации элементарных дробей вида (1−
qis)

−ki , поэтому коэффициенты соответствующей производящей функции
являются квазимногочленами.

Наоборот, предположим, что коэффициенты производящей функции,
начиная с некоторого номера, представляются в виде квазимногочлена. По-
кажем, что в случае квазимногочлена p(n)qn соответствующая производя-
щая функция рациональна. Пусть степень многочлена p равна k − 1. Мно-
гочлены P0, P1, . . . , Pk−1, определенные равенством (2.12), образуют базис
в пространстве многочленов степени не выше k − 1. И в самом деле, лю-
бая последовательность многочленов степеней 0, 1, . . . , k− 1 образует базис
в этом пространстве. Поэтому многочлен p представляется в виде линей-
ной комбинации многочленов Pi и соответствующая производящая функ-
ция есть просто линейная комбинация функций (1−qs)−j , j = 0, 1, . . . , k−1.
Для произвольного квазимногочлена мы получаем линейную комбинацию
функций такого вида при разных qi. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2.5.2. Для завершения доказательства тео-
ремы осталось заметить, что произведение квазимногочленов является ква-
зимногочленом. Это утверждение непосредственно вытекает из формулы (2.11).

2.6 Асимптотика коэффициентов рациональных
функций

При решении перечислительных задач зачастую приходится интересовать-
ся поведением числа элементов множества при росте перечисляющего пара-
метра. Это особенно важно, если мы хотим, например, перечислять объекты
на компьютере и пытаемся оценить время работы программы.

Определение 2.6.1. Функции f : N → R и g : N → R имеют одинаковую
асимптотику, или одинаковый рост, при n → ∞, если существует предел
limn→∞

f(n)
g(n) и он равен 1. Функция f растет медленнее функции g, если

предел limn→∞
f(n)
g(n) существует и он равен 0. В последнем случае говорят

также, что функция g растет быстрее функции f .

При вычислении асимптотики некоторые функции мы считаем “образ-
цами”, а другие “сводим” к этим образцам. В качестве образцов берутся
обычно наиболее простые монотонные функции, поведение которых хоро-
шо изучено. Образцами могут служить

• экспонента an при различных значениях основания a > 0;

• степенная функция nα при различных значениях показателя α;

• факториал n!;

• логарифм lnn;
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а также произведения и композиции этих функций в различных комбина-
циях.

Нетрудно расположить функции-образцы в порядке убывания скорости
роста:

n!; an, a > 1; nα, α > 0; lnn; nα, α < 0; an, 0 < a < 1.

Пример 2.6.2. Коэффициенты производящей функции ln(1 − s)−1 = s +
1
2s

2+ 1
3s

3+. . . растут, как n−1 (в этом случае естественнее было бы говорить
“убывают, как n−1”).

Пример 2.6.3. Асимптотика произвольного многочлена p(n) = c0n
k+c1n

k−1+
· · ·+ cn, c0 > 0, совпадает с асимптотикой его старшего члена c0nk.

В этом разделе мы найдем асимптотику коэффициентов рациональных
производящих функций. Согласно лемме 2.5.3, последовательность коэф-
фициентов рациональной производящей функции, начиная с некоторого
момента, является квазимногочленом (2.11), в котором q1, . . . , ql — неко-
торые комплексные числа. Если |qi| < |qj |, то последовательность pi(n)qni
растет медленнее, чем pj(n)qnj какими бы ни были ненулевые многочлены
pi(n) и pj(n). Действительно, отношение этих последовательностей

pi(n)qni
pj(n)qnj

=
pi(n)

pj(n)

(
qi
qj

)n
стремится к нулю, поскольку

∣∣∣ qiqj ∣∣∣ < 1, и n-я степень этого числа стремится
к нулю быстрее любой заданной степени числа n. Тем самым, асимптотика
квазимногочлена (2.11) определяется слагаемыми, содержащими qi с самы-
ми большими модулями.

В свою очередь, асимптотика многочлена p(n)qn определяется старшим
мономом многочлена p, поэтому асимптотика любого слагаемого pi(n)qni
в квазимногочлене совпадает с асимптотикой монома cindiqni , где cindi —
старший моном многочлена pi. Тем самым, мы приходим к следующему
утверждению.

Утверждение 2.6.4. Если в квазимногочлене (2.11) имеется единствен-
ное слагаемое pi(n)qni с наибольшим по модулю значением qi и многочле-
ном pi наибольшей степени, то асимптотика этого квазимногочлена сов-
падает с асимптотикой монома |ci|ndi |qi|n, где cindi — старший моном
многочлена pi.

Если же таких слагаемых несколько, то вопрос об асимптотике стано-
вится более тонким. Например, в последовательности, задаваемой квазим-
ногочленом (−2)n + 2n (отвечающим значениям q1 = −2, q2 = 2, deg p1 =
deg p2 = 0), все члены с нечетными номерами равны 0, в то время, как
члены с четными номерами n = 2k растут как 2 · 22k. Поэтому вопрос об
асимптотике таких квазимногочленов требует более аккуратной постановки
и более тщательного исследования.
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Приведенный пример показывает, что при наличии нескольких значе-
ний qi с наибольшим модулем, степени многочленов при которых совпа-
дают, разные подпоследовательности значений многочлена имеют различ-
ную асимптотику. Поэтому речь может идти только об асимптотике “наибо-
лее возрастающих” подпоследовательностей. Это — те подпоследовательно-
сти, в которых модули слагаемых суммируются (или почти суммируются).
Для таких подпоследовательностей утверждение 2.6.4 принимает следую-
щий вид.

Утверждение 2.6.5. Если в квазимногочлене (2.11) имеется несколько
слагаемых pi(n)qni с наибольшим по модулю значением qi и многочленом pi
наибольшей степени d, то последовательность значений этого квазимно-
гочлена содержит подпоследовательность, асимптотика которой совпа-
дает с асимптотикой монома cnd|q|n, где c =

∑
|ci| — сумма модулей

старших коэффициентов многочленов pi, d — их общая степень, |q| — об-
щее значение модулей чисел qi. Это наибольшая возможная асимптотика
подпоследовательности значений квазимногочлена.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 2.6.4, и мы его не приводим.

Для квазимногочлена (2.11), отвечающего рациональной функции P (s)
Q(s) ,

постоянные qi это величины, обратные к корням многочлена Q, т.е. к по-
люсам рациональной функции. В свою очередь, степень многочлена pi это
уменьшенный на 1 порядок полюса функции P (s)

Q(s) в точке s = 1/qi. Поэтому
утверждение 2.6.4 можно переформулировать следующим образом.

Утверждение 2.6.6. Если у рациональной функции P (s)
Q(s) среди ближай-

ших к началу координат полюсов имеется единственный полюс 1/q наи-
большего порядка k, то асимптотика ее коэффициентов совпадает с асимп-
тотикой коэффициентов элементарной дроби c/(1 − qs)k в разложении
этой функции в сумму элементарных дробей.

Утверждение 2.6.5 допускает аналогичную переформулировку.
В частности, для рациональной функции, задаваемой рекуррентным со-

отношением (2.8), асимптотика ее коэффициентов определяется ближайши-
ми к началу координат корнями многочлена Q(s) = 1−c1s−c2s2−· · ·−cksk
и их порядками. Например, для последовательности Фибоначчи Q(s) =
1 − s − s2, поэтому ближайший к началу координат корень вещественный,
равен s1 = (−1 +

√
5)/2 и имеет порядок 1. Значит, числа Фибоначчи име-

ют асимптотику c(1/s1)n для некоторой константы c. Мы вычислили эту
константу — она оказалась равна (1 +

√
5)/2
√

5.
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2.7 Задачи
Задача 2.1. Рекуррентное правило образования последовательности Фибо-
наччи позволяет продолжить ее “назад” — для отрицательных значений
индекса. Так, например, f−1 = 0. Чему равно f−10?

Задача 2.2. Рациональны ли производящие функции для последовательно-
стей
а) 1, 2, 3, 4, 5, . . . ; б) 2, 6, 12, . . . , (k + 1)(k + 2), . . . ;
в) 1, 4, 9, 16, . . . , k2, . . . ; г) 1, 1

4 ,
1
9 , . . . ,

1
k2 , . . . ; д) f2

n, где fn — числа Фибонач-
чи?
Найдите соответствующие производящие функции в тех случаях, когда они
рациональны.

Задача 2.3. Найдите представление в виде суммы элементарных дробей сле-
дующих рациональных функций: а) 1

1−s−2s2 ; б)
1+2s

1−3s+4s3 ; в)
1+2s
1−3s3 .

Задача 2.4. Найдите представление в виде квазимногочлена и линейные
рекуррентные соотношения с постоянными коэффициентами для коэффи-
циентов следующих степенных рядов: а) 1

1−s−2s2 ; б)
1+2s

1−3s+4s3 ; в)
1+2s
1−3s3 .

Задача 2.5. Известно, что следующие последовательности задаются ли-
нейными рекуррентными соотношениями с постоянными коэффициента-
ми порядка 3: а) 1, 2, 6, 18, 52, 152, 444, . . . ; б) 1, 2, 2, 6, 8, 16, 28, 48, 88, . . . в)
1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, . . . . Найдите эти соотношения и проверьте, что выписан-
ное начало последовательности действительно им подчиняется.

Задача 2.6. Найдите производящие функции и линейные рекуррентнные
соотношения с постоянными коэффициентами для следующих последова-
тельностей, заданных квазимногочленами: а) an = 2 · 3n − 3 · 2n; б) bn =
(1 + 2n) · 2n + 1 + n+ n2; в) cn = (1 + n+ n2) · 3n.
Задача 2.7. Пользуясь производящей функцией для чисел Фибоначчи, до-
кажите для них тождества
а) f0 + f1 + · · ·+ fn = fn+2 − 1; б) f0 + f2 + · · ·+ f2n = f2n+1;
в) f1 + f3 + · · ·+ f2n−1 = f2n − 1; г) f2

0 + f2
1 + · · ·+ f2

n = fnfn+1.

Задача 2.8. Докажите теорему 2.3.3.

Задача 2.9. Докажите, что в жордановой нормальной форме матрицы из
уравнения (2.9) каждому собственному числу соответствует одна жордано-
ва клетка, размер которой равен кратности этого собственного числа как
корня характеристического многочлена. [Указание: Воспользуйтесь свя-
зью между кратностью собственного числа и порядком нуля многочлена в
знаменателе рациональной производящей функции.]

Задача 2.10. Найдите производящие функции и явные выражения для эле-
ментов последовательностей, заданных рекуррентными формулами:
а) an+2 = 4an+1 − 4an, a0 = a1 = 1;
б) an+3 = −3an+2 − 3an+1 − an, a0 = 1, a1 = a2 = 0;
в) an+3 = 3

2an+2 − 1
2an, a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2.
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Задача 2.11. Найдите производящую функцию для чисел Фибоначчи с чет-
ными номерами

∑
n f2ns

n.
Задача 2.12. Найдите производящую функцию для последовательности 2, 3,
5, 9, 17, . . . , заданную неоднородным линейным рекуррентным соотношени-
ем an+1 = 2an − 1.
Задача 2.13. Для следующих последовательностей, заданных неоднород-
ными линейными рекуррентными соотношениями, найдите задающие их
однородные линейные рекуррентные соотношения и производящие функ-
ции: а) an+1 = an + 2, a0 = 1; б) an+2 = an + n + 1, a0 = 1, a1 = 0; в)
an+2 = an+1 − an + n2 + 1, a0 = 1, a1 = 0.
Задача 2.14. Найдите произведения Адамара функций от s
(1− qs)−1 ◦ (1− rs)−1, (1− qs)−1 ◦ (1− qs)−1, (1− qs)−k ◦ (1− rs)−l.
Задача 2.15. Найдите производящие функции для последовательностей, за-
данных рекуррентными соотношениями а) Jn = Jn−1+2Jn−2 (1, 1, 3, 5, 11, . . . );
б) Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3 (1, 1, 2, 4, 7, . . . — “числа Трибоначчи”).
Задача 2.16. Докажите, что производящая функция − ln(1− s) не является
рациональной а) воспользовавшись известной асимптотикой ее коэффици-
ентов; б) воспользовавшись тем, что знаменатель ее производной 1/(1− s)
имеет в точке s = 1 нуль кратности 1.
Задача 2.17. Докажите, что производящая функция, обратная к функции
G(s) = s + s2 (т.е. функция, выражающая s через t = G(s)), не является
рациональной.
Задача 2.18. Найдите произведение Адамара

1

1− s− s2
◦ 1

1− s− s2
.

Задача 2.19. Докажите, что множество формальных степенных рядов, все
коэффициенты которых отличны от 0, образует группу относительно про-
изведения Адамара.
Задача 2.20. Обозначим через an число разбиений полоски шириной 1 и
длиной n квадратиков на части, каждая из которых является либо квадра-
тиком 1 × 1, либо домино 1 × 2. Например, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 5.
Найдите производящую функцию для последовательности an.
Задача 2.21. Обозначим через bn число разбиений полоски шириной 2 и
длиной n квадратиков на домино 1 × 2. Например, b0 = 1, b1 = 1, b2 =
2, b3 = 3. Найдите производящую функцию для последовательности bn.
Задача 2.22. Обозначим через cn число разбиений полоски шириной 3 и
длиной n квадратиков на домино 1 × 2. Например, c0 = 1, c1 = 0, c2 =
3, c3 = 0. Найдите производящую функцию для последовательности cn.
Задача 2.23. Обозначим через dn число разбиений стоимости n полоски ши-
риной 2 и длиной несколько квадратиков на домино 1× 2. Здесь стоимость
замощения равна h+2v, где h — количество горизонтальных, а v — количе-
ство вертикальных доминошек в замощении. Например, d0 = 1, d1 = 0, d2 =
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2, d3 = 0, d4 = 4. Найдите производящую функцию для последовательности
dn.

Задача 2.24. Обозначим через tn число разбиений полоски шириной 1 и
длиной n квадратиков на части, каждая из которых является либо квадра-
тиком 1× 1, либо домино 1× 2, либо тримино 1× 3. Например, t1 = 1, t2 =
2, t3 = 4, t4 = 7. Найдите производящую функцию для последовательности
tn.

Задача 2.25. Найдите производящую функцию для количества лесенок пло-
щадью n клеток на клетчатой плоскости (см. Рис. 2.1), состоящих из не
более, чем а) двух ступенек; б) трех ступенек. (Высота каждой ступеньки
равна 1, и при движении снизу вверх ступеньки укорачиваются.)

Рис. 2.1: Лесенка из трех ступенек, состоящая из 10 клеток

Задача 2.26. Преобразованием Пфаффа последовательности {an}, n = 1, 2, . . . ,
называется последовательность pn = Pf({an}), состоящая из пфаффианов

pn = Pf


0 a1 a2 . . . a2k−1

−a1 0 a1 . . . a2k−2

. . . . . . . . .
. . . . . .

−a2k−1 −a2k−2 −a2k−3 . . . 0


(пфаффиан кососимметрической матрицы равен квадратному корню из ее
определителя). Например, первые члены преобразования Пфаффа после-
довательности степеней двойки 1, 2, 4, . . . , 2n−1, . . . равны

Pf

(
0 1
−1 0

)
= 1, Pf


0 1 2 4
−1 0 1 2
−2 −1 0 1
−4 −2 −1 0

 = 1.

Докажите, что преобразование Пфаффа переводит а) последовательность
{2n−1} в последовательность единиц 1, 1, 1, . . . ; б) последовательность {3n−1}
в последовательность единиц 1, 1, 1, . . . ; в) последовательность Фибоначчи
Fibn в последовательность степеней двойки 1, 2, 4, . . . , 2n−1.

Найдите преобразование Пфаффа последовательностей г) Jn и д) Tn из
задачи 2.15.
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Задача 2.27. Полимино это область на клетчатой плоскости, ограниченная
простой замкнутой ломаной, идущей по сторонам клеток. (Два полими-
но одинаковы, если одно можно получить из другого сдвигом.) Полимино
называется стековым, если нижние горизонтальные отрезки его границы
образуют один отрезок (см. рис. 2.2). Докажите, что число стековых по-
лимино с периметром 2n + 2 равно Fib2n−2. На рис. 2.3 изображены все 5
стековых полимино с периметром 8 (n = 3).

а) б)

Рис. 2.2: а) Полимино и б) стековое полимино

Рис. 2.3: Стековые полимино с периметром 8.

Задача 2.28. (Фибоначчиева система счисления) Докажите, что любое на-
туральное число единственным образом представляется в виде a1f1 +a2f2 +
. . . , где fn — числа Фибоначчи, а каждое из чисел ai равно нулю или едини-
це, причем единиц в сумме конечное число и два идущих подряд элемента
последовательности ai не могут равняться единице. Придумайте алгорит-
мы перевода чисел из фибоначчиевой системы счисления в позиционную и
обратно, а также алгоритмы сложения и умножения чисел в этой системе
счисления.
Задача 2.29. Пусть

A(s) =
P1(s)

Q1(s)
, B(s) =

P2(s)

Q2(s)

рациональные производящие функции, заданные несократимыми дробями,
и

A ◦B(s) =
P (s)

Q(s)

их произведение Адамара, представленное в виде несократимой дроби. Что
можно сказать про многочлен Q, если многочлены Q1 и Q2 известны?
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Задача 2.30. Сколько цифр в десятичной записи числа Фибоначчи с номе-
ром а) 100; б) 1000?

Задача 2.31. Какую наибольшую асимптотику может иметь подпоследова-
тельность последовательности коэффициентов производящей функции

1

1− x+ 2x2
?



Глава 3

Перечисление путей на
графах

Многие последовательности натуральных чисел полезно представлять себе
как последовательности, перечисляющие пути в некоторых графах. При
этом вид графа оказывается тесно связан со свойствами производящих
функций, отвечающих данным последовательностям. Задачи о перечисле-
нии путей часто встречаются в статистических моделях математической
физики. В этой главе мы рассмотрим примеры таких перечислений.

3.1 Пути в графах
Граф представляет из себя набор вершин, некоторые из которых соединены
ребрами. Часто удобно представлять себе граф нарисованным на плоско-
сти (см. рис. 3.1). Среди перечислительных задач, о которых мы будем
говорить, есть задачи перечисления путей в графе. Например, сосчитаем
количество различных путей ладьи из клетки A в клетку B на доске, изоб-
раженной на рис. 3.2 а), при условии, что ладья может ходить только вправо
или вверх в клетку, соседнюю с той, в которой она находится.

rr r r r r
Рис. 3.1: Граф, изображенный на плоскости

Такие задачи проще всего решаются следующим способом. Поставим 1 в
каждую клетку, до которой из A можно дойти за один шаг. Затем поставим
числа во все клетки, до которых можно дойти за один шаг из этих клеток.
Эти числа равны суммам всех единиц в клетках, из которых можно попасть
в эти. Этот процесс можно продолжить и дальше, пока мы не доберемся до

41
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A

B

а)
1 1
1

1
2

1

1
3

3
1

1
4

4
1

1
5

5
1

1
6

6
1

1
7

7
1

8
7

7
8

15
7

7
15

22
7

7
22

29
7

7
29

36
14

36
50

50 B
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Рис. 3.2: а) Шахматная доска с вырезом и б) подсчет количества путей ла-
дьи, ведущих из клетки A в клетку B; в каждой клетке указано количество
путей из A в эту клетку

клетки B, см. рис. 3.2 б). Число 100 — сумма чисел в соседних клетках сле-
ва и снизу, которое должно стоять в этой клетке, и будет интересующим
нас количеством различных путей. Разнообразные варианты этого просто-
го рассуждения играют принципиальную роль в решении многочисленных
задач.

3.2 Пути, перечисляемые рациональными про-
изводящими функциями

Построим граф, пути в котором перечисляются последовательностью Фи-
боначчи. Мы рассмотрим два варианта построения такого графа. В первом
варианте расположим (бесконечное) множество вершин графа слева напра-
во и будем считать вершины занумерованными числами 0, 1, 2, 3, . . . . Со-
единим каждую вершину ребром с ее правым соседом, а также с вершиной,
следующей за ее правым соседом (см. рис. 3.3). (Мы делаем исключение, не
проводя горизонтальную стрелку из первой вершины во вторую — началь-
ные значения последовательности Фибоначчи заданы и не подчиняются ре-
куррентному правилу.) На каждом ребре поставим стрелку, указывающую
направление движения по нему. Для каждой вершины графа подсчитаем
различные пути, идущие из двух начальных вершин в данную. Ясно, что
число различных путей, ведущих из начальных вершин в вершину с номе-
ром n + 1, n ≥ 1, равно сумме числа путей, ведущих в вершину с номе-
ром n − 1, и числа путей, ведущих в вершину с номером n. Тем самым,
числа путей удовлетворяют тому же рекуррентному соотношению, что и
числа Фибоначчи, и тем же начальным условиям; поэтому последователь-
ность этих чисел совпадает с последовательностью Фибоначчи.

Другой способ построения графа состоит в следующем. Нарисуем вме-
сто одной две бесконечные последовательности вершин, одна над другой.
Для удобства мы верхнюю последовательность сдвинем на одну позицию
вправо (см. рис. 3.4). Из каждой вершины нижнего ряда выходят стрелки в
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Рис. 3.3: Бесконечный граф для изображения путей, перечисляемых числа-
ми Фибоначчи

соседние с ней справа вершины обоих рядов. Из каждой вершины верхнего
ряда выходит стрелка в соседнюю справа вершину нижнего ряда. Число
путей в этом графе, идущих из начальной точки в точку с номером n в
нижнем ряду точек, равно n-ому числу Фибоначчи. Над ним стоит (n−1)-е
число Фибоначчи. Пару чисел в графе, стоящих одно над другим, можно
рассматривать как координаты двумерного вектора. Тогда преобразование
перехода от очередной пары точек, образующих вертикальный столбец, к
следующей паре есть не что иное как линейное преобразование Φ, кото-
рое мы рассматривали в п. 2.2: верхнее число в новом столбце совпадает
с нижним числом предыдущего столбца, а нижнее равно сумме верхнего и
нижнего чисел из предыдущего столбца.

- - - - - - - - -��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��*
HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
1 1 2 3 5 8 13 21 34

Рис. 3.4: Бесконечный граф из двух рядов вершин для изображения путей,
перечисляемых числами Фибоначчи

Обобщим нашу конструкцию с чисел Фибоначчи на произвольные раци-
ональные производящие функции. Обобщению поддаются оба способа по-
строения графа, однако мы будем говорить лишь о втором, который при-
водит к “более читаемым” картинкам. Согласно теореме 2.3.1, последова-
тельность коэффициентов рациональной функции задается линейным ре-
куррентным соотношением с постоянными коэффициентами вида (2.8). В
качестве примера рассмотрим последовательность, задаваемую соотноше-
нием третьего порядка

an+3 = 2an+2 + an,

с начальными условиями a0 = 1, a1 = 0, a2 = 2. Вот начало этой после-
довательности: 1, 0, 2, 5, 10, 22, . . . . Поскольку порядок рекурентного соот-
ношения равен 3, вершины графа образуют три последовательности (см.
рис. 3.5). Из каждой вершины двух нижних рядов идет стрелка в вершину
следующего ряда, стоящую в следующем столбике. Кроме того, из каж-
дой вершины третьего ряда и из каждой вершины нижнего ряда, начиная с
третьей, идет стрелка в вершину нижнего ряда, стоящую в следующем стол-
бике. При этом над горизонтальными стрелками в первом ряду мы ставим
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число 2 — “кратность”, или “вес отрезка пути”. Вместо этого мы могли бы
нарисовать две стрелки, однако это загромоздило бы рисунок (загромож-
дение было бы еще более заметно, если бы вместо коэффициента 2 стояло
большее число). Точно так же мы могли бы нарисовать стрелки из второ-
го ряда в нижний, поставив на них кратность 0, что тоже не сделало бы
рисунок прозрачней.

- - - - - - - -2 2 2 2 2 2 2 2��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��*
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JĴ

J
J
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Рис. 3.5: Бесконечный граф для изображения путей, перечисляемых коэф-
фициентами рациональной функции

Теперь ясно, как нарисовать граф, отвечающий произвольной рацио-
нальной функции. Кратность ребра при этом может быть произвольным
числом, не обязательно натуральным (например, кратность может быть
дробной или отрицательной). Эта кратность равна соответствующему ко-
эффициенту в рекуррентном соотношении, задающем коэффициенты раз-
ложения рациональной функции. С помощью подобного графа легко со-
считать первые члены последовательности. Такой способ подсчета может
оказаться эффективнее вычислений с помощью квазимногочленов — в том
случае, если нули знаменателя рациональной функции не рациональны.

3.3 Числа Каталана
Порядок вычислений в арифметических выражениях задается расстанов-
кой скобок, например,

(3− 1) · (4 + (15− 9) · (2 + 6)).

Если стереть все элементы выражения, за исключением скобок, то остав-
шиеся скобки образуют правильную скобочную структуру :

()(()()).

Вот все правильные скобочные структуры с числом пар скобок 1, 2 и 3:

()

()() (())

()()() ()(()) (())() (()()) ((()))

Определение 3.3.1. Числом Каталана cn называется число различных
правильных скобочных структур из n пар скобок.
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Удобно полагать c0 = 1. Тогда последовательность чисел Каталана на-
чинается так:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, . . .

Чтобы вывести производящую функцию для чисел Каталана, найдем
сначала рекуррентное соотношение для этих чисел.

Всякая правильная скобочная структура удовлетворяет следующим двум
условиям:

1. число левых и правых скобок в правильной скобочной структуре оди-
наково;

2. число левых скобок в любом начальном отрезке правильной скобочной
структуры не меньше числа правых скобок.

Наоборот, всякая (конечная) последовательность левых и правых ско-
бок, удовлетворяющая условиям 1 и 2, является правильной скобочной струк-
турой.

В правильной скобочной структуре все скобки разбиваются на пары:
каждой левой скобке соответствует парная ей правая. Парная правая скоб-
ка выделяется следующим правилом: это первая правая скобка справа от
данной левой скобки, такая, что между выбранными двумя скобками стоит
правильная скобочная структура.

Рассмотрим в правильной скобочной структуре из n+1 пар скобок пару
скобок, в которую входит самая левая скобка структуры. Тогда последова-
тельность скобок внутри этой пары образует правильную скобочную струк-
туру и последовательность скобок вне этой пары образует правильную ско-
бочную структуру: (. . . ) . . . , где каждое многоточие обозначает некоторую
правильную скобочную структуру. Если число пар скобок во внутренней
структуре равно k, то во внешней структуре n−k пар скобок. Наоборот, по
каждой паре скобочных структур из k и n− k пар скобок можно восстано-
вить структуру из n+ 1 пар скобок, заключив первую структуру в скобки
и приписав к результату справа вторую структуру.

Отсюда мы получаем рекуррентное соотношение для чисел Каталана.
На этот раз соотношение оказывается нелинейным (слагаемые в правой ча-
сти являются произведениями элементов последовательности):

cn+1 = c0cn + c1cn−1 + · · ·+ cnc0. (3.1)

Например, при n = 4

c5 = c0c4 + c1c3 + c2c2 + c3c1 + c4c0

= 1 · 14 + 2 · 5 + 2 · 2 + 5 · 1 + 14 · 1
= 42.

Рассмотрим производящую функцию для чисел Каталана

Cat(s) = c0 + c1s+ c2s
2 + . . .

= 1 + s+ 2s2 + 5s3 + . . . .
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Возведя ее в квадрат и умножив результат на s, получим

sCat2(s) = c20s+ (c0c1 + c1c0)s2 + (c0c2 + c1c1 + c2c0)s2 + . . .

= s+ 2s2 + 5s3 + 14s4 + . . .

= Cat(s)− 1,

что дает нам квадратное уравнение на производящую функцию

sCat2(s)− Cat(s) + 1 = 0, (3.2)

откуда

Cat(s) =
1−
√

1− 4s

2s
. (3.3)

(Второй корень квадратного уравнения отбрасывается, так как числитель
1 +
√

1− 4s не делится на знаменатель 2s.)
Вид производящей функции (3.3) позволяет найти явную формулу для

чисел Каталана. Бином Ньютона в применении к выражению (1− 4s)1/2 в
числителе дает

cn =
1
2 ·

1
2 ·

3
2 · . . .

2n−1
2 · 4n+1

2(n+ 1)!
,

откуда, умножая числитель и знаменатель на n! и сокращая на 2n+1, полу-
чаем

cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
. (3.4)

В частности, производящая функция для чисел Каталана не является ра-
циональной — формула для числа cn показывает, что это число не является
квазимногочленом от n.

Последняя формула дает и более простое (хотя и с переменными коэф-
фициентами) рекуррентное соотношение для чисел Каталана:

cn+1 =
(2n+ 2)!

(n+ 1)!(n+ 2)!
=

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!

(n+ 1)n! · (n+ 2)(n+ 1)!
=

4n+ 2

n+ 2
cn. (3.5)

Числа Каталана перечисляют самые разнообразные комбинаторные объ-
екты. Литература, им посвященная, необозрима. Известно несколько десят-
ков их различных определений. Приведем лишь еще две часто встречаю-
щиеся их реализации.

Рассмотрим выпуклый (n+2)-угольник, вершины которого занумерова-
ны против часовой стрелки числами от 0 до n+1. Диагональной триангуля-
цией назовем разбиение многоугольника на треугольники непересекающи-
мися диагоналями. Всякая такая триангуляция содержит n−1 диагоналей.
На рис. 3.6 приведены все различные диагональные триангуляции четырех-
угольника и пятиугольника.

Пусть tn — число триангуляций (n + 2)-угольника при n ≥ 1; положим
t0 = 1. Рассмотрим произвольную триангуляцию и выделим треугольник,
примыкающий к стороне 01 (см. рис. 3.7 а)). Пусть k — номер третьей
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Рис. 3.6: Диагональные триангуляции 4-х и 5-угольника
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Рис. 3.7: а) Треугольник, примыкающий к стороне 01, и б) перенумерация
вершин многоугольников разбиения

вершины этого треугольника. Выделенный треугольник разбивает (n+ 2)-
угольник на k-угольник и (n − k + 3)-угольник, каждый из которых три-
ангулирован диагоналями. Перенумеруем вершины этих многоугольников
против часовой стрелки так, чтобы нумерация вершин в каждом из них
начиналась с 0 (см. рис. 3.7 б)). В результате получим пару триангуляций
k-угольника и (n− k + 3)-угольника.

Наоборот, каждая пара триангуляций k-угольника и (n−k+3)-угольника
определяет триангуляцию исходного многоугольника. Поэтому

tn+1 = t0tn + t1tn−1 + · · ·+ tnt0,

и, поскольку t0 = 1, последовательность чисел tn совпадает с последова-
тельностью Каталана.

Описанная выше процедура сопоставления триангуляции (n+2)-угольни-
ка пары триангуляций k-угольника и (n− k+ 3)-угольника позволяет уста-
новить и взаимно-однозначное соответствие между триангуляциями (n+2)-
угольника и скобочными структурами из n пар скобок. Действительно,
предположим, что для всех меньших значений n такое соответствие уста-
новлено. Каждой триангуляции (n+2)-угольника мы сопоставили пару три-
ангуляций многоугольников с меньшим числом сторон. По предположению,
этой паре триангуляций соответствует пара скобочных структур. Заключим
первую из этих скобочных структур в скобки и припишем к ней вторую —
получим новую скобочную структуру, соответствующую исходной триангу-
ляции всего (n+ 2)-угольника.

Еще одна важная реализация чисел Каталана связана с путями Дика на
плоскости. Рассмотрим целочисленную решетку в положительном квадран-
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те. Путем Дика1 называется непрерывная ломаная, составленная из векто-
ров (1, 1) и (1,−1), начинающаяся в начале координат и заканчивающаяся
на оси абсцисс (см. рис. 3.8).
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Рис. 3.8: Путь Дика и соответствующая ему скобочная структура

Совершенно ясно, как устанавливается соответствие между путями Ди-
ка и правильными скобочными структурами: нужно сопоставить вектору
(1, 1) левую скобку, а вектору (1,−1) — правую скобку (см. рис. 3.8). Тогда
условие того, что путь лежит в верхней полуплоскости и заканчивается на
оси абсцисс, и есть в точности условие правильности скобочной структуры.
Поэтому

Число путей Дика из 2n звеньев равно n-му числу Каталана cn.
Тем самым, числа Каталана перечисляют пути из начальной вершины в

вершины нижней строки в бесконечном графе, изображенном на рис. 3.9. В
отличие от графов, пути в которых перечисляются коэффициентами раци-
ональных производящих функций, этот граф содержит бесконечно много
строк вершин.
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Рис. 3.9: Граф, пути в котором перечисляются числами Каталана

Пути Дика и их различные вариации имеют многочисленные интерпре-
тации и не раз еще встретятся нам в этой книге.

1Названы в честь немецкого математика Walther von Dyck (1856–1934). Произношение
и русская транскрипция имени имеют варианты; возможны написания Дайк, Дейк, Дюк.
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3.4 Задачи
Задача 3.1. а) В графе на рис. 3.4 в вершину с номером 5 в нижнем ряду
ведет 8 различных путей. Нарисуйте все эти пути. б) В графе на рис. 3.5 в
вершину с номером 4 в нижнем ряду ведет 10 “различных” путей. Нарисуйте
все эти пути.

Задача 3.2. Выпишите все 14 правильных скобочных структур из четырех
пар скобок.

Задача 3.3. Пути Моцкина определяются так же, как и пути Дика, только
они могут включать в себя горизонтальные векторы (1, 0) (см. рис. 3.10).
Число путей Моцкина из n векторов называется n-м числом Моцкина и обо-
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Рис. 3.10: Путь Моцкина

значается черезmn. Вот начало последовательности Моцкина:m0 = 1,m1 =
1,m2 = 2,m3 = 4. Вычислите несколько следующих членов этой последо-
вательности. Найдите для нее рекуррентное соотношение и производящую
функцию.

Задача 3.4. Придумайте алгоритмы последовательного вывода а) правиль-
ных скобочных структур; б) путей Моцкина с данным количеством звеньев.

Задача 3.5. Рассмотрим множество путей на прямой, состоящих из шагов
длины 1 вправо или влево. Найдите производящую функцию для числа
таких путей из n шагов, начинающихся в 0 и а) оканчивающихся в 0; б)
оканчивающихся в 0 и не заходящих в отрицательную полупрямую; в) окан-
чивающихся в фиксированной точке N > 0; г) оканчивающихся в фиксиро-
ванной точке N > 0 и не заходящих в отрицательную полупрямую.

Задача 3.6. Рассмотрим множество путей на прямой, состоящих из шагов
длины 2 вправо и шагов длины 1 влево. Найдите производящую функцию
для числа таких путей из n шагов, начинающихся в 0 и а) оканчивающихся
в 0; б) оканчивающихся в 0 и не заходящих в отрицательную полупрямую;
в) оканчивающихся в фиксированной точке N > 0; г) оканчивающихся в
фиксированной точке N > 0 и не заходящих в отрицательную полупрямую.

Задача 3.7. В таблице из двух строк длины n расставлены числа от 1 до 2n,
каждое по одному разу, так, что

• в каждой строке числа возрастают;
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• в каждом столбце числа возрастают (т.е. число, стоящее во второй
строке, больше стоящего над ним).

Подсчитайте число таких расстановок.
Задача 3.8. Преобразованием Ганкеля последовательности {an}, n = 0, 1, 2, . . . ,
называется последовательность hn = H({an}), состоящая из определителей

hn = det


a0 a1 a2 . . . an
a1 a2 a3 . . . an+1

a2 a3 a4 . . . an+2

. . . . . . . . .
. . . . . .

an an+1 an+2 . . . a2n


Например, первые члены преобразования Ганкеля последовательности Ка-
талана 1, 1, 2, 5, . . . ,Catn, . . . равны

∣∣1∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 2 5
2 5 14

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Докажите, что преобразование Ганкеля переводит а) последовательность
Каталана в последовательность единиц 1, 1, 1, . . . ; б) последовательность
Каталана, начинающуюся с члена с номером 1, в последовательность еди-
ниц 1, 1, 1, . . . ; в) последовательность Моцкина 1, 1, 2, 4, . . . ,mn, . . . (см. за-
дачу 3.5) в последовательность единиц 1, 1, 1, . . . . г) Найдите преобразо-
вание Ганкеля последовательности Моцкина 1, 2, 4, . . . ,mn+1, . . . , начинаю-
щейся с члена с номером 1.
Задача 3.9. Полимино (см. задачу 2.27) называется параллелограммным,
если его граница представляет собой объединение двух ломаных, идущих
вправо и вверх из общего левого нижнего конца в общий правый верхний
конец, см. рис. 3.11. Докажите, что число параллелограммных полимино
периметра 2n+ 2 равно числу Каталана Catn.

а) б)

Рис. 3.11: а) Параллелограммное полимино б) Пять параллелограммных
полимино периметра 8

Задача 3.10. Докажите, что производящая функция для чисел Каталана
допускает следующее разложение:

Cat(s) = 1 +
s

1− 4s
− 2s2

(1− 4s)2
+

5s3

(1− 4s)3
− · · ·+ (−1)n−1 Catn s

n

(1− 4s)n
+ . . .
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Задача 3.11. Рассмотрим множество путей на плоскости, состоящих из век-
торов (1, 0), (−1, 0), (0, 1). Найдите производящую функцию для числа та-
ких путей длины n, начинающихся в 0 и несамопересекающихся (т.е. век-
торы (1, 0) и (−1, 0) не могут идти непосредственно друг за другом).

Задача 3.12. Найдите произведение Адамара производящей функции для
чисел Каталана и производящих функций а) 1

1−s ; б)
1

(1−s)2 ; в) 1
(1−s)3 .



Глава 4

Производящие функции
нескольких переменных

Понятие производящей функции естественным образом распространяется
на функции нескольких переменных. Производящие функции двух пере-
менных отвечают двухиндексным последовательностям. Такие последова-
тельности удобно записывать в виде треугольника (соответствующего по-
ложительному квадранту целочисленной решетки).

4.1 Треугольник Паскаля
Треугольник Паскаля изображен на рис. 4.1. Элементы этого треугольника
перечисляют пути, идущие из его вершины в соответствующую клетку. Пу-
ти имеют вид ломаных, составленных из векторов единичной длины двух
видов: идущих вправо-вниз и идущих влево-вниз.

Числа, стоящие в треугольнике Паскаля, — это уже хорошо знакомые
нам биномиальные коэффициенты

cn,k =

(
n

k

)
.

Это несложно доказать индукцией по n. Предположим, что числа в n-й
строчке треугольника совпадают с коэффициентами разложения многочле-
на (1+s)n. Число различных путей, ведущих в точку (n+1, k), равно сумме
числа путей, ведущих в точку (n, k − 1), и числа путей, ведущих в точку
(n, k), cn+1,k = cn,k−1 + cn,k. Поэтому число cn+1,k совпадает с коэффици-
ентом при sk в многочлене (1 + s) · (1 + s)n = (1 + s)n+1.

Производящая функция может быть сопоставлена треугольнику Паска-
ля несколькими способами. Например, можно рассмотреть производящую

52
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Рис. 4.1: Треугольник Паскаля а), пути, которые он перечисляет б) и воз-
можные нумерации его элементов в), г)

функцию

∞∑
n,k=0

cn,kx
kyn =

∞∑
n,k=0

(
n

k

)
xkyn =

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
xk

)
yn

=

∞∑
n=0

(1 + x)nyn =
1

1− y − xy
.

Второй способ соответствует нумерации элементов треугольника чис-
лом отрезков каждого типа на путях, ведущих в соответствующую точку
(рис. 4.1 г)). Для этой нумерации

Cn,m = cn+m,m =

(
n+m

m

)
,

и производящая функция имеет вид

∞∑
n,m=0

Cn,mx
nym =

∞∑
n,m=0

(
n+m

m

)
xnym =

∞∑
k=0

∑
n+m=k

(
n+m

n

)
xnym

=

∞∑
k=0

(x+ y)k =
1

1− x− y
.

На этот раз она оказалась симметричной по переменным x и y.
И, наконец, имеется еще один способ: сопоставить треугольнику Паска-

ля экспоненциальную производящую функцию. Экспоненциальная произ-
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водящая функция отличается от обычной тем, что в качестве коэффициен-
тов степенного ряда берутся не элементы последовательности an, а числа
an/n!. Экспоненциальные производящие функции заслуживают отдельного
обсуждения, к которому мы сейчас и переходим.

4.2 Экспоненциальные производящие функции
Зафиксируем произвольную последовательность {αn}. Каждой последова-
тельности {an} мы можем сопоставить производящую функцию

{an} 7→
∞∑
n=0

anαns
n,

определяемую последовательностью {αn}. Если в последовательности {αn}
отсутствуют нулевые элементы, то такое сопоставление взаимно однознач-
но. До сих пор мы пользовались только обычными производящими функци-
ями — отвечающими последовательности αn ≡ 1. В зависимости от пресле-
дуемых целей пользу могут принести и другие последовательности. Чаще
всего используется последовательность αn = 1

n! . Соответствующие ей про-
изводящие функции называются экспоненциальными.

Чем отличаются экспоненциальные производящие функции от обыч-
ных? Посмотрим на поведение экспоненциальных производящих функций
при выполнении операций над ними. Сумма ведет себя обычным образом:

∞∑
n=0

an
n!
sn +

∞∑
n=0

bn
n!
sn =

∞∑
n=0

(an + bn)

n!
sn,

а вот произведение иначе:(a0

0!
+
a1

1!
s+

a2

2!
s2 + . . .

)(b0
0!

+
b1
1!
s+

b2
2!
s2 + . . .

)
=

a0

0!

b0
0!

+

(
a0

0!

b1
1!

+
a1

1!

b0
0!

)
s+

(
a0

0!

b2
2!

+
a1

1!

b1
1!

+
a2

2!

b0
0!

)
s2 + . . . .

Коэффициенты cn
n! произведения вычисляются по формуле

cn =

(
n

0

)
a0bn +

(
n

1

)
a1bn−1 + · · ·+

(
n

n

)
anb0.

Еще одно существенное отличие экспоненциальных производящих функ-
ций от обычных наблюдается при взятии производных (и интегрировании).
Дифференцирование или интегрирование экспоненциальной производящей
функции приводит к сдвигу последовательности ее коэффициентов без из-
менения их величины:(a0

0!
+
a1

1!
s+

a2

2!
s2 + . . .

)′
=

a1

0!
+
a2

1!
s+

a3

2!
s2 + . . . ;∫ (a0

0!
+
a1

1!
s+

a2

2!
s2 + . . .

)
=

a0

1!
s+

a1

2!
s2 +

a2

3!
s3 +

a3

4!
s4 + . . . .
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Обычная производящая функция A(s) = a0+a1s+a2s
2+. . . выражается

через экспоненциальную A(t) = a0

0! + a1

1! t+ a2

2! t
2 + . . . по формуле

A(s) =

∫ ∞
0

e−tA(st)dt.

Действительно,∫ ∞
0

e−ttkdt = −
∫ ∞

0

tkde−t =

∫ ∞
0

e−tdtk = k

∫ ∞
0

e−ttk−1dt = · · · = k!.

Теперь мы можем выписать экспоненциальную производящую функцию
для треугольника Паскаля:

∞∑
n,m=0

1

(n+m)!

(
n+m

m

)
xnym =

∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
= ex+y.

4.3 Треугольник Дика
Треугольник Дика перечисляет пути в положительном квадранте плоско-
сти, выходящие из начала координат и составленные из векторов (1, 1) и
(1,−1) (см. рис. 4.2). Пути, оканчивающиеся на оси абсцисс, — это пути
Дика из раздела 3.3.

1 6 27
1 5 20 75

1 4 14 48
1 3 9 28 90

1 2 5 14 42
1 1 2 5 14 42

�
��@R��@

@R��@R

qq qq q qq q q qq q q q qq q q q q q
Рис. 4.2: Треугольник Дика и пути, которые он перечисляет

Нетрудно видеть, что элементы dij треугольника Дика отличны от нуля
в том и только в том случае, если i ≥ j и i + j четно. Обозначим через
D(x, y) производящую функцию Дика двух переменных

D(x, y) =

∞∑
i,j=0

dijx
iyj .

Правило построения треугольника Дика подсказывает нам уравнение на
эту производящую функцию

xyD(x, y) + (D(x, y)−D(x, 0))
x

y
= D(x, y)− 1.
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Действительно, коэффициент при любом мономе xiyj , отличном от еди-
ничного, представляет собой сумму коэффициентов при мономах xi−1yj−1

и xi−1yj+1. Функция

D(x, 0) =
1−
√

1− 4x2

2x2

нам хорошо известна, и ряд D(x, y) находится решением линейного уравне-
ния,

D(x, y) =
1− 1−

√
1−4x2

2xy

1− x(y + 1
y )
.

Мы знаем, что коэффициенты разложения правой части по степеням пере-
менной x являются многочленами от y, хотя из формулы это совершенно
не очевидно.

4.4 Треугольник Бернулли–Эйлера и перечис-
ление up-down перестановок

Треугольник Бернулли–Эйлера (рис. 4.3), как и треугольник Паскаля, обла-
дает многими замечательными свойствами. Левая сторона этого треуголь-
ника называется стороной Бернулли, правая — стороной Эйлера1.

1
1 0

0 1 1
2 2 1 0

0 2 4 5 5
16 16 14 10 5 0

�	PPPq���)
@R���)

qq qq q qq q q qq q q q qq q q q q q
Рис. 4.3: Треугольник Бернулли–Эйлера и пути, которые он перечисляет

Элементы треугольника Бернулли–Эйлера — тоже числа путей из вер-
шины треугольника в данную клетку. Но при этом рассматриваются только
пути, идущие зигзагом: нечетные шаги влево, четные — вправо. Поэтому
каждое число в треугольнике Бернулли–Эйлера равно сумме чисел преды-
дущей строки, стоящих слева или справа от него, в зависимости от четности
строки.

Можно дать и более простое индуктивное правило определения чисел в
треугольнике Бернулли–Эйлера, если чередовать знаки через каждые две
строчки (см. рис. 4.4). В таком альтернированном треугольнике каждый

1Отметим, что есть еще две последовательности чисел, которые также носят имена
Бернулли и Эйлера.
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элемент равен сумме двух ближайших элементов, стоящих справа и справа
сверху от него. Для того чтобы однозначно задать треугольник, необходимо
доопределить сторону Эйлера, чем мы сейчас и займемся.

1
1 0

-0 -1 -1
-2 -2 -1 0

0 2 4 5 5
16 16 14 10 5 0

0 -16 -32 -46 -56 -61 -61

Рис. 4.4: Альтернированный треугольник Бернулли–Эйлера

Нам понадобится еще одна интерпретации треугольника Бернулли–Эй-
лера — в терминах up-down перестановок.

Определение 4.4.1. Перестановка на множестве {1, 2, 3, . . . , n} называется
пилообразной, или up-down перестановкой, если каждый элемент в ней либо
больше, либо меньше обоих своих соседей.

Например, перестановка (3, 2, 7, 1, 6, 4, 5) — пилообразная. Вот все пи-
лообразные перестановки для n = 2, 3, 4, 5, в которых последний элемент
меньше своего левого соседа (а значит, первый элемент больше своего пра-
вого соседа, если n четно, и меньше его, если n нечетно):

(2, 1)

(1, 3, 2) (2, 3, 1)

(2, 1, 4, 3) (3, 1, 4, 2) (3, 2, 4, 1) (4, 1, 3, 2) (4, 2, 3, 1)

(1, 3, 2, 5, 4) (1, 4, 2, 5, 3) (1, 4, 3, 5, 2) (1, 5, 2, 4, 3) (1, 5, 3, 2, 4) (2, 3, 1, 5, 4)

(2, 4, 1, 5, 3) (2, 4, 3, 5, 1) (2, 5, 1, 4, 3) (2, 5, 3, 4, 1) (3, 4, 1, 5, 2) (3, 4, 2, 5, 1)

(3, 5, 1, 4, 2) (3, 5, 2, 4, 1) (4, 5, 1, 3, 2) (4, 5, 2, 3, 1)

Тем самым, последовательность, перечисляющая пилообразные перестанов-
ки, последний элемент в которых меньше своего левого соседа, начинается
так: 1, 1, 2, 5, 16, . . . . Это в точности те числа, которые стоят по сторонам
треугольника Бернулли–Эйлера: числа с четными номерами — ненулевые
элементы стороны Бернулли, а числа с нечетными номерами — ненулевые
элементы стороны Эйлера. В дальнейшем мы будем рассматривать только
такие пилообразные перестановки, в которых последний элемент меньше
своего левого соседа, и не будем это специально оговаривать, называя их
просто пилообразными перестановками.

Чтобы понять, откуда берется связь с треугольником Бернулли–Эйлера,
рассмотрим пилообразные перестановки, первый элемент в которых ра-
вен k.
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Лемма 4.4.2. Пусть cn,k — число up-down перестановок на множестве
{1, 2, . . . , n+ 1}, начинающихся с n+ 1− k. Тогда cn,k есть k-е число в n-й
строке треугольника Бернулли–Эйлера.

Например, как видно из предыдущего списка, среди пилообразных пере-
становок пяти элементов 5 начинаются с 1, еще 5 — с двойки, 4 — с тройки,
2 — с четверки и ни одна не начинается с пятерки. Строка 0, 2, 4, 5, 5 совпа-
дает с четвертой строкой треугольника Бернулли–Эйлера.

Доказательство. Для первых двух строк треугольника утверждение
проверяется непосредственно. Докажем, что если оно верно для n-й строки,
то оно верно и для строки с номером n+1. Пусть, для определенности, n+1
четно. Тогда n и n+2 нечетны; мы изучаем перестановки из n+1 элементов.
Первый элемент в такой перестановке является локальным максимумом,
второй — минимумом, поэтому второй элемент меньше первого.

Отбрасывание первого элемента в перестановке после перенумерации
остальных элементов с сохранением их относительного порядка дает одно-
значно определенную up-down перестановку на множестве из n элементов.
Наоборот, по каждой пилообразной перестановке множества {1, 2, . . . , n},
первый элемент в которой равен l < k, можно построить пилообразную пе-
рестановку множества {1, 2, . . . , n + 1}, первый элемент в которой равен k:
допишем k слева и увеличим на 1 все элементы k, k + 1, . . . , n.

Таким образом,

cn+1,k = cn,k + cn,k+1 + · · ·+ cn,n.

Для строки с нечетным номером справедливо аналогичное рассуждение.
Тем самым, числа cn,k удовлетворяют тем же соотношениям, что и элeмен-
ты треугольника Бернулли–Эйлера, а значит, именно они и стоят в этом
треугольнике.

Выведем теперь производящие функции для сторон треугольника Бер-
нулли–Эйлера. Рассмотрим по отдельности два случая:

• n нечетно; соответствующее число up-down перестановок обозначим
через bn и введем экспоненциальную производящую функцию

B(x) =
b1
1!
x+

b2
2!
x2 + · · · = 1

1!
x+

2

3!
x3 +

16

5!
x5 + . . . ;

• n четно; соответствующее число up-down перестановок обозначим че-
рез en и введем экспоненциальную производящую функцию

E(y) = 1 +
e1

1!
y +

e2

2!
y2 + · · · = 1 +

1

2!
y2 +

5

4!
y4 + . . . .

Выведем рекуррентную формулу для числа up-down перестановок. Мак-
симальный элемент в пилообразной перестановке разделяет ее на две пере-
становки, каждая из которых является пилообразной — нужно лишь пе-
ренумеровать элементы в левой и правой части перестановки, сохраняя их
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относительный порядок. Например,

(2, 7, 3, 9, 1, 6, 5, 8, 4) 7→ ((2, 7, 3), (1, 6, 5, 8, 4)) 7→ ((1, 3, 2), (1, 4, 3, 5, 2)).

В результате мы сопоставили каждой пилообразной перестановке на мно-
жестве из n + 1 элементов две пилообразные перестановки на множестве
из k и из n− k элементов, n− k нечетно.

При нечетном n получаем рекуррентное соотношение на числа bn:

bn+1 =
∑

k нечетно

(
n

k

)
bkbn−k. (4.1)

Биномиальный коэффициент возникает из-за того, что при склеивании двух
up-down перестановок мы должны всеми возможными способами распре-
делить номера по левой и правой частям перестановки, т.е. выбрать из n
номеров те, которые соответствуют левой перестановке.

Вспоминая, что для экспоненциальных производящих функций правая
часть соответствует квадрату производящей функции B(x), а левая — ее же
производной, перепишем уравнение (4.1) в виде

B′(x) = B2(x) + 1. (4.2)

Нетрудно проверить, что у этого уравнения есть единственное решение,
разложение которого начинается с B(x) = x+ . . . . Такое решение мы знаем
— это тангенс, поскольку (tg x)′ = tg2 x+ 1.

Таким образом, сторона Бернулли определяет разложение в ряд танген-
са:

B(x) = tg x = x+ 2
x3

3!
+ 16

x5

5!
+ 272

x7

7!
+ . . . .

Коэффициенты bn в разложении тангенса называются тангенциальными
числами. Обратите внимание на то, что единица в вершине треугольника
не включается в сторону Бернулли.

Замечание 4.4.3. Уравнение (4.2) несложно и решить непосредственно. Вспом-
нив, что B′(x) = dB/dx, имеем

dB
B2 + 1

= dx ⇒
∫

dB
B2 + 1

=

∫
dx ⇒ arctgB = x ⇒ B = tg x.

Если же n четно, то рекуррентное соотношение принимает вид

en+1 =
∑

k нечетно

(
n

k

)
ekbn−k, (4.3)

и ему соответствует уравнение

E ′(y) = E(y)B(y) (4.4)
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на производящие функции. Решая последнее уравнение, получаем
E ′(y)

E(y)
= B(y) ⇒ (ln E(y))′ = tg y ⇒ ln E(y) =

∫
tg y ⇒ E(y) =

1

cos y
,

и сторона Эйлера определяет разложение в ряд секанса. Коэффициенты en
этого разложения называются числами Эйлера 2.

Воспользовавшись подстановкой

sinx =
(
e
√
−1x − e−

√
−1x
)
/2
√
−1, cosx =

(
e
√
−1x + e−

√
−1x
)
/2,

мы можем переписать производящие функции сторон для альтернирован-
ного треугольника в виде

B̃(x) =
ex − e−x

ex + e−x
, Ẽ(y) =

2

ey + e−y
.

Теперь у нас есть все необходимое для вычисления экспоненциальной
производящей функции альтернированного треугольника Бернулли–Эйле-
ра. Обозначим через bek,l элемент треугольника, имеющий координату k
вдоль стороны Бернулли и координату l вдоль стороны Эйлера.

Теорема 4.4.4. Экспоненциальная производящая функция для треуголь-
ника Бернулли–Эйлера имеет вид

BE(x, y) =

∞∑
k,l=0

bek,l
xk

k!

yl

l!
=

2ex

ex+y + e−(x+y)
. (4.5)

Доказательство. Докажем, что экспоненциальная производящая функ-
ция для треугольника Бернулли-Эйлера удовлетворяет дифференциально-
му уравнению

BE(x, y) +
∂ BE(x, y)

∂y
=
∂ BE(x, y)

∂x
.

Записанное выше равенство есть не что иное, как правило образования аль-
тернированного треугольника. Действительно, рассмотрим прямую в тре-
угольнике, параллельную стороне Эйлера. Дифференцирование по y экс-
поненциальной производящей функции этой прямой есть сдвиг на единицу
вдоль стороны Эйлера. Суммируя результат дифференцирования с исход-
ной функцией, мы получаем соседнюю прямую (поскольку bek,m = bek−1,m

+ bek−1,m+1), т.е. результат дифференцирования по x исходной экспонен-
циальной производящей функции.

Таким образом, функция BE(x, y) однозначно определяется своим на-
чальным значением

BE(0, y) = Ẽ(y) =
2

ey + e−y

и дифференциальным уравнением. Для доказательства теоремы осталось
только проверить, что функция (4.5) удовлетворяет выписанному диффе-
ренциальному уравнению.

2Обычно числами Эйлера называют числа, стоящие на стороне Эйлера в альтерниро-
ванном треугольнике (т.е. числа, знак которых меняется). Мы, однако, позволим себе не
проводить различия между этими двумя последовательностями.
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6 180
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1 5 61 1385
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Рис. 4.5: Треугольник Дика с кратностями

4.5 Числа Эйлера в треугольнике Дика с крат-
ностями

Присвоим векторам в k-ой строке треугольника Дика (k = 1, 2, 3, . . . ) крат-
ность k (см. рис. 4.5). Вычислив несколько первых элементов треугольника,
мы замечаем, что в его основании стоят уже знакомые нам числа Эйлера.
Докажем, что это действительно так.

Утверждение 4.5.1. В основании треугольника на рис. 4.5 находятся
числа Эйлера.

Доказательство. Мы будем доказывать, что число различных путей
длины 2n в треугольнике Дика с кратностями равно числу пилообразных
перестановок на множестве {1, . . . , 2n − 1}. (Напомним, что мы рассмат-
риваем только такие пилообразные перестановки множества из нечетного
числа элементов 2n− 1, которые остаются пилообразными при присоедине-
нии первым элемента 2n.)

Сопоставим пилообразной перестановке путь в треугольнике Дика по
следующему правилу. Элемент i перестановки является либо (локальным)
максимумом, либо (локальным) минимумом в ней. Выберем i-й отрезок пу-
ти идущим вверх, если элемент i перестановки является минимумом, и иду-
щим вниз в противном случае. На рис. 4.6 приведены пилообразная пере-
становка и соответствующий ей путь. Ясно, что получившийся путь дей-
ствительно является путем Дика. В самом деле, количество максимумов в
пилообразной перестановке равно количеству минимумов, и среди первых
k элементов 1, . . . , k не более половины максимумов при любом k.

Выясним, сколько перестановок соответствуют данному пути. Предпо-
ложим, что путь, отвечающий первым m элементам перестановки, закан-
чивается на высоте k. И предположим также, что последний элемент m
является максимумом (т.е. последний вектор пути — спуск). Каким может
быть минимум, примыкающий к минимуму m справа? Этот минимум ле-
жит среди первых m−1 элементов перестановки, и его можно выбрать k+1
различными способами. Действительно, если за каждым максимумом среди
элементов 1, . . . ,m−1 уже закреплен парный соседний справа минимум, то
свободных минимумов осталось ровно k + 1.
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(12,6,9,2,7,5,10,8,11,1,4,3)
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Рис. 4.6: Путь Дика, отвечающий пилообразной перестановке

Рассуждение для случая, когда последний элемент m — минимум, про-
водится аналогично, только нужно выбирать соседний справа максимум и
идти по перестановке справа налево, а не слева направо.

4.6 Производящая функция для треугольника
Дика с кратностями

Обозначим элементы треугольника Дика с кратностями с рис. 4.5 через gn,k,
где индекс n отвечает горизонтальной оси координат, а индекс k — верти-
кальной. Рассмотрим производящую функцию для взвешенного треуголь-
ника Дика, экспоненциальную по горизонтальной переменной и обычную
по вертикальной:

G(s, t) =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

gn,kt
k s

n

n!
= 1+t

s

1!
+(1+2t2)

s2

2!
+(5t+6t3)

s3

3!
+(5+28t2+24t4)

s4

4!
+. . . .

Правило образования треугольника Дика с кратностями переписывается
как следующее рекуррентное соотношение для элементов треугольника:

gn+1,k = kgn,k−1 + (k + 1)gn,k+1. (4.6)

В свою очередь, это рекуррентное соотношение на языке производящих
функций принимает вид

∂G
∂s

= tG + (1 + t2)
∂G
∂t
. (4.7)

Единственным решением уравнения (4.7), удовлетворяющим начально-
му условию G(0, t) = 1, является функция

G(s, t) =
1√

1 + t2 cos(s+ arctg(t))
, (4.8)

которая и есть искомая производящая функция для взвешенного треуголь-
ника Дика.
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4.7 Задачи
Задача 4.1. Докажите, что производящая функция для многочленов Чебы-
шева Tn, определяемых формулой cosnϕ = Tn(cosϕ), имеет вид∑
n≥0

Tn(x)tn =
1− tx

1− 2tx+ t2

= 1 + xt+ (2x2 − 1)t2 + (4x3 − 3x)t3 + (8x4 − 8x2 + 1)t4 + . . . .

Задача 4.2. Найдите производящую функцию от двух переменных для тре-
угольника Моцкина (см. задачу 3.3).

Задача 4.3. Экспоненциальные производящие функции для целочисленных
последовательностей называются функциями Гурвица. Докажите, что

• а) сумма и произведение двух функций Гурвица является функцией
Гурвица;

• б) производная и интеграл функции Гурвица является функцией Гур-
вица;

• в) результат подстановки функции Гурвица в функцию Гурвица яв-
ляется функцией Гурвица.

Задача 4.4. Пусть последовательность {an}, начинающаяся с чисел 1, 1, 2, 5, 17, 73, . . .
определена условиями

a0 = a1 = 1, a2 = 2, an+1 = (n+ 1)an −
(
n

2

)
an−2, n > 1.

Докажите, что экспоненциальная производящая функция A(s) для этой
последовательности удовлетворяет дифференциальному уравнению

(1− s)A′(s) =

(
1− 1

2
s2

)
A(s)

и имеет вид
A(s) = (1− s)− 1

2 e
s
2 + s2

4 .

Задача 4.5. Найдите производящую функцию D(s, t) =
∑
dn,ks

ntk, где dn,k
— число путей Дика длины n, высота которых не превышает k.

Задача 4.6. Проверьте, что функция (4.8) действительно удовлетворяет
дифференциальному уравнению (4.7).

Задача 4.7. Докажите, что последовательность чисел в основании треуголь-
ников Дика и Моцкина с кратностями зависит лишь от произведения крат-
ностей восходящего и нисходящего ребер в каждой строке, но не от того,
как это произведение распределено по восходящему и нисходящему ребру.
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Задача 4.8. Докажите, что следующие распределения кратностей по ребрам
в треугольниках Дика и Моцкина приводят к указанным последовательно-
стям в его основании и найдите производящие функции от двух переменных
для каждого из этих треугольников:

• а) Если на восходящих ребрах в k-ой строке стоит k, а на нисходя-
щих k + 1, то в основании треугольника стоят числа Бернулли;

• б) Если на восходящих ребрах в k-ой строке стоит 1, а на нисходя-
щих k, то в основании треугольника стоят числа факториалы нечет-
ных чисел, (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1);

• в) Если на восходящих и горизонтальных ребрах в k-ой строке тре-
угольника Моцкина стоит 1, а на нисходящих k, то в основании тре-
угольника стоят числа In — число инволюций (перестановок, квадрат
которых есть тождественная перестановка) на множестве из n элемен-
тов, I1 = 1, I2 = 2, I3 = 4, I4 = 10, . . . ;

• г) Если на восходящих и нисходящих ребрах в k-ой строке треуголь-
ника Моцкина стоит k, а на горизонтальных 2k, то в основании тре-
угольника стоят числа (n+ 1)!;

• д) Если на восходящих и нисходящих ребрах в k-ой строке треуголь-
ника Моцкина стоит k, а на горизонтальных 2k − 1, то в основании
треугольника стоят числа n!.

Задача 4.9. Рассмотрим гипергеометрическую функцию

h(s) = 1 +

(
1

2

)2

s+

(
1 · 3
2 · 4

)2

s2 +

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)2

s3 + . . .

Докажите, что

s(1− s)h′′(s) + (1− 2s)h′(s)− 1

4
h(s) = 0.

Задача 4.10. Докажите, что степенной ряд

y(s) = 1 +
2s

1!
+

6s2

2!
+

20s3

3!
+ · · ·+

(
2n

n

)
sn

n!
+ . . .

удовлетворяет дифференциальному уравнению

sy′′ + (1− 4s)y′ − 2y = 0.

Задача 4.11. Докажите, что производящая функция y(s) =
∑∞
k=0 k!sk удо-

влетворяет дифференциальному уравнению

s2y′′ + (3s− 1)y′ + y = 0.
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Задача 4.12. Решите относительно y дифференциальное уравнение

y′ = 2 + 3x− 2y + x2 + x2y.

Задача 4.13. Докажите, что функция y(s) = arcsin s
(1−s2)1/2 удовлетворяет диф-

ференциальному уравнению

(1− s2)y′ − sy = 1

и найдите последовательность ее коэффициентов.

Задача 4.14. Выпишите дифференциальное уравнение первого порядка, ко-
торому удовлетворяет функция

es
2/2

∫
e−s

2/2,

и найдите последовательность ее коэффициентов.

Задача 4.15. Докажите, что n-й многочлен Чебышева y = Tn(x) (см. зада-
чу 4.1) удовлетворяет дифференциальному уравнению второго порядка

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0.



Глава 5

Теневое исчисление

Разложение бинома

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + · · ·+

(
n

n

)
yn

(см. п. 1.1) можно интерпретировать как свойство последовательности сте-
пеней x0, x1, x2, . . . . Оказывается, эта последовательность — не единствен-
ная последовательность с таким свойством. Например, если мы рассмотрим
последовательность многочленов

(x)n = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)

(“нисходящие факториалы”), то для нее также

(x+ y)n =

(
n

0

)
(x)n +

(
n

1

)
(x)n−1(y)1 +

(
n

2

)
(x)n−2(y)2 + · · ·+

(
n

n

)
(y)n

(проверьте!). Последовательности многочленов с таким поведением назы-
ваются биномиальными, их много, и многие из них оказываются очень ин-
тересными. Долгое время наличие у биномиальных последовательностей
многочисленных общих свойств воспринималось как нечто таинственное и
необъяснимое, почему их изучение и было названо umbral calculus, т.е.тене-
вое исчисление. Работы Рота в 60-х годах прошлого века сорвали с теневого
исчисления покров тайны, однако не уменьшили интерес к биномиальным
последовательностям, поскольку они регулярно возникают в самых разных
областях математики.

5.1 Определения и примеры
Итак, нас интересуют биномиальные последовательности, т.е. последова-
тельности многочленов

p0(x), p1(x), p2(x), . . . ,

66
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в которых p0(x) = 1, степень многочлена pn(x) равна n и старший коэффи-
циент (т.е. коэффициент при xn) в многочлене pn равен 1, причем такие,
что

pn(x+ y) =

(
n

0

)
pn(x)p0(y) +

(
n

1

)
pn−1(x)p1(y) +

(
n

2

)
pn−2(x)p2(y) +

· · ·+
(
n

n

)
p0(x)pn(y). (5.1)

Помимо уже упомянутых последовательностей степеней и нисходящих
факториалов биномиальными также являются

• последовательность восходящих факториалов

(x)n = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1);

• последовательность Абеля

An(x) = x(x+ n)n−1.

Доказательство последнего утверждения составляет содержание задачи 5.2,
мы же пока посмотрим, как использовать биномиальность.

5.2 Применения биномиальных последователь-
ностей

Зная, что какая-то последовательность многочленов pn(x) биномиальна, мы
можем, подставляя в определяющее соотношение (5.1) для этой последова-
тельности различные числовые значения, получать интересные числовые
тождества.

В качестве примера докажем следующее тождество Абеля:

2(n− 1)nn−2 =
∑
k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−1mm−1. (5.2)

Например, при n = 7 тождество Абеля принимает вид

2 · 6 · 75 = 7 · 10 · 65 + 21 · 21 · 54 + 35 · 32 · 43 + 35 · 43 · 32 + 21 · 54 · 21 + 7 · 65 · 10.

Красота тождества объясняется его полной неожиданностью — все слага-
емые в правой части равенства делятся лишь на первую степень простого
числа 7, тогда как их сумма делится на очень высокую (пятую) степень
семерки.
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Чтобы доказать тождество Абеля, выпишем условие биномиальности
последовательности Абеля:

(x+ y)(x+ y + n)n−1 =

(
n

0

)
x(x+ n)n−1 +

(
n

1

)
x(x+ n− 1)n−2y

+

(
n

2

)
x(x+ n− 2)n−3y(y + 2)1 + . . . . (5.3)

Сравним коэффициенты при мономе xy в левой и правой части тождества.
Слева мы имеем 2(n− 1)nn−2, тогда как коэффициент при xy справа равен(

n

1

)
(n− 1)n−2 · 10 +

(
n

2

)
(n− 2)n−3 · 21 + · · ·+

(
n

n− 1

)
10 · (n− 1)n−2,

и тождество Абеля доказано.
Тождество Абеля является первым в серии замечательных комбинатор-

ных тождеств. Сравнивая коэффициенты при различных мономах в (5.3),
можно получить другие тождества той же серии.

5.3 Биномиальные последовательности и сдви-
ги

Дифференцирование переводит n-ю степень переменной x в ее (n − 1)-ую
степень, умноженную на n:

d

dx
xn = nxn−1.

Подобные преобразования можно определить для любой последователь-
ности многочленов p0, p1, p2, . . . переменной x, таких, что каждый много-
член pk имеет степень k и коэффициент 1 при старшей степени перемен-
ной. Любой многочлен степени не выше n представляется в виде линейной
комбинации многочленов p0, p1, . . . , pn. На пространстве многочленов R[x]
определен линейный оператор

∆ : R[x]→ R[x],

такой, что
∆ : pn 7→ npn−1.

Этот оператор определяется последовательностью многочленов pn. Для би-
номиальных последовательностей он оказывается очень интересным (и в
этом случае он называется дельта-оператором этой последовательности).

Проверим, например, что оператор

1

1!

d

dx
+

1

2!

(
d

dx

)2

+
1

3!

(
d

dx

)3

+
1

4!

(
d

dx

)4

+ · · · = ed/dx − 1
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является дельта-оператором для последовательности нисходящих факто-
риалов. Здесь 1 в правой части обозначает тождественный оператор, т.е.
преобразование, переводящее каждый многочлен в себя. Вспомним, что экс-
понента дифференцирования является сдвигом:

ed/dxp(x) = p(x+ 1)

для любого многочлена p (см. п. 1.4). В частности, для нисходящих факто-
риалов

ed/dx(x)n − (x)n = (x+ 1)n − (x)n

= (x+ 1)x(x− 1) . . . (x− n+ 2)− x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

= nx(x− 1) . . . (x− n+ 2)

= n(x)n−1,

что и требовалось.
Оператор дифференцирования d

dx — дельта оператор для последователь-
ности степеней — и оператор e

d
dx − 1 — дельта оператор для последова-

тельности нисходящих факториалов — обладают общим свойством: оба эти
оператора перестановочны с действием сдвига,

d

dx
δa = δa

d

dx

(e
d
dx − 1)δa = δa(e

d
dx − 1),

где оператор δa действует на многочленах сдвигом, δa : f(x) 7→ f(x+a). Дей-
ствительно, проверить это утверждение для дифференцирования несложно:

d

dx
δax

n =
d

dx
(x+ a)n = n(x+ a)n−1 = δanx

n−1 = δa
d

dx
xn.

А значит, оно справедливо и для любого ряда от дифференцирований, в
том числе и для ряда e

d
dx − 1.

Оказывается, что свойство перестановочности дельта-оператора со сдви-
гом является характеристическим для биномиальных последовательностей.
А именно, справедлива следующая теорема:

Теорема 5.3.1. Дельта-оператор последовательности многочленов пере-
становочен со сдвигом если и только если соответствующая ему после-
довательность многочленов биномиальна.

Доказательство. Проверим, что дельта-оператор биномиальной после-
довательности перестановочен со сдвигом. Поскольку члены p0, p1, p2, . . .
этой последовательности образуют базис в пространстве многочленов, нам
достаточно проверить выполнение равенств ∆δapn = δa∆pn для любой по-
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стоянной a и для всех n = 0, 1, 2, . . . . Имеем

∆δapn(x) = ∆pn(x+ a)

= ∆

((
n

0

)
pn(x)p0(a) +

(
n

1

)
pn−1(x)p1(a) + · · ·+

(
n

n

)
p0(x)pn(a)

)
=

(
n

0

)
npn−1(x)p0(a) +

(
n

1

)
(n− 1)pn−2(x)p1(a) + · · ·+

(
n

n− 1

)
p0(x)pn−1(a)

= n

((
n− 1

0

)
pn−1(x)p0(a) +

(
n− 1

1

)
pn−2(x)p1(a) + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
p0(x)pn−1(a)

)
,

где в последнем равенстве мы воспользовались тем, что(
n

k

)
(n− k) =

n!

k!(n− k)!
(n− k) = n

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
= n

(
n− 1

k

)
для любого k. Заключительная правая часть есть не что иное как

δanpn−1(x) = δa∆pn(x),

что и требовалось.
Мы уже видели, что всякий ряд от дифференцирований перестановочен

со сдвигом. Оказывается, справедлива и обратная теорема.

Теорема 5.3.2. Любой оператор, перестановочный со сдвигом и не повы-
шающий степени многочленов, представляется в виде ряда от дифферен-
цирований.

Доказательство. Пусть D — перестановочный со сдвигом оператор,
не повышающий степени многочленов, и пусть его действие на степенях
переменной имеет вид

D1 = α0;

Dx = β0x+ β1;

Dx2 = γ0x
2 + γ1x+ γ2;

. . .

Сопоставим ему ряд от дифференцирований

∂ = α0 +
β1

1!

d

dx
+
γ2

2!

d2

dx2
+ . . . .

Другими словами, ∂ — такой ряд от дифференцирований, что результат
применения оператора D − ∂ к многочленам xn (а значит, и к любым мно-
гочленам) обращается в 0 в точке 0.

Очевидно, что (D − ∂)1 = 0. Пусть теперь n — наименьшая степень
переменной, для которой многочлен (D − ∂)xn не равен тождественно ну-
лю. Поскольку степень многочлена xn − (x + a)n меньше n, справедливо
равенство (D − ∂)(xn − (x + a)n) = 0, т.е. (D − ∂)(x + a)n = (D − ∂)xn. С
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другой стороны, ввиду того, что оператор D−∂ перестановочен со сдвигом,
(D−∂)(x+a)n = (D−∂)xn|x=x+a при любом a, т.е. многочлен (D−∂)xn ин-
вариантен относительно сдвига. Но единственные многочлены, инвариант-
ные относительно сдвига, это константы. Поэтому (D − ∂)xn — константа.
Однако в силу построения ряда ∂ эта константа равна 0, что противоречит
предположению, что (D−∂)xn 6= 0. Тем самым, операторы D и ∂ одинаково
действуют на любой степени переменной, а значит совпадают.

Из доказанных выше теорем вытекает способ построения всех биноми-
альных последовательностей. А именно, возьмем произвольный ряд от диф-
ференцирований, не имеющий свободного члена и со старшим коэффици-
ентом 1,

D

(
d

dx

)
=

d

dx
+ d2

(
d

dx

)2

+ d3

(
d

dx

)3

+ . . . .

Тогда последовательность многочленов p0(x), p1(x), p2(x), . . . , для которой
он является дельта-оператором, биномиальна, и любая биномиальная по-
следовательность многочленов получается таким образом. Биномиальная
последовательность многочленов p0(x), p1(x), p2(x), . . . для данного дельта-
оператора D( d

dx ) строится следующим образом.
Положим p0 = 1, p1(x) = x. Тогда многочлен p2(x) = x2 + p21x найдется

из уравнения
Dp2 = 2p1,

т.е.
2d2 + 2x+ p21 = 2x,

откуда p21 = −2d2. Аналогичным образом, для нахождения многочлена
p3(x) необходимо решить уравнение

Dp3 = 3p2,

которое допускает единственное решение, и т.д.

5.4 Явное построение биномиальных последо-
вательностей

Процедура построения биномиальных последовательностей с помощью дель-
та-оператора, описанная в предыдущем разделе, носит рекуррентный ха-
рактер — чтобы построить многочлен pn+1 необходимо знать многочлен pn
и решить уравнение ∆pn+1 = npn. В этом разделе будет изложен более
прямой способ построения биномиальных последовательностей. Исходным
материалом для него является логарифм экспоненциальной производящей
функции для такой последовательности.

Пусть p0, p1, p2, . . . — биномиальная последовательность многочленов.
Сопоставим этой последовательности экспоненциальную производящую функ-
цию

P(x, t) = p0(x) + p1(x)
t

1!
+ p2(x)

t2

2!
+ p3(x)

t3

3!
+ . . . .
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Теперь равенство (5.1) можно переписать в виде

P(x+ y, t) = P(x, t)P(y, t). (5.4)

Действительно, коэффициент при tn в левой части последнего равенства
равен pn(x+y)

n! , а в правой части равен

∑
k+l=n

pk(x)

k!

pl(y)

l!
.

Умножив обе части последнего равенства на n!, мы получаем в точности
равенство (5.1). Тем самым, для того, чтобы найти все биномиальные после-
довательности многочленов, нам достаточно найти все функции P от двух
переменных, удовлетворяющие равенству (5.4).

Забудем пока про вторую переменную t в равенстве (5.4) и будем искать
функции P от одной переменной, такие, что

P (x+ y) = P (x)P (y) (5.5)

для любых значений переменных x и y. Но в п. 1.4 мы уже нашли все
функции, преобразующие сложение в умножение, — это экспоненты, P (x) =
ecx для некоторой постоянной c.

Теперь мы можем решить и уравнение (5.4)! Действительно, при любом
значении t функция P(x, t) является экспонентой от cx для некоторой кон-
станты c. Если мы хотим, чтобы в разложении по степеням t коэффициенты
были многочленами от x, то мы должны положить c(0) = 0, в остальном
эта константа может зависеть от t произвольным образом, и мы получаем
следующее утверждение.

Теорема 5.4.1. Биномиальные последовательности многочленов взаимно-
однозначно соответствуют экспоненциальным производящим функциям
вида P(x, t) = exc(t), где c = c(t) — произвольная функция (ряд) от t,
c(0) = 0.

Тем самым, для построения биномиальной последовательности много-
членов достаточно задать последовательность чисел c1, c2, . . . и положить pn(x)
равным коэффициенту при tn/n! в функции

P(x, t) = ex(c1t+c2t
2+... ).

Посмотрим, как выглядят функции c(t) для некоторых имеющихся у
нас примеров биномиальных последовательностей. Степеням xn отвечает
функция c(t) = t (т.е. c1 = 1, c2 = c3 = c4 = · · · = 0). Последовательности
нисходящих факториалов (x)n соответствует функция

c(t) = t− t2

2
+
t3

3
− t4

4
+ · · · = log(1 + t),
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т.е.
∞∑
n=0

(x)n
tn

n!
= ex log(1+t) = (1 + t)x.

Действительно, это утверждение есть не что иное как бином Ньютона:

(1 + t)x = 1 +

(
x

1

)
t+

(
x

2

)
t2 +

(
x

3

)
t3 + . . .

В конце этой главы имеются задачи на нахождение функций c(t) для
других биномиальных последовательностей и на построение биномиальных
последовательностей по их функциям c(t).

Применим теперь к экспоненциальной производящей функции для би-
номиальной последовательности дельта-оператор этой последовательности.
Получим

∆P(x, t) = 1 · p0(x)
t1

1!
+ 2 · p1(x)

t2

2!
+ 3 · p2(x)

t3

3!
+ . . .

= p0(x)
t1

0!
+ p1(x)

t2

1!
+ p2(x)

t3

2!
+ . . .

= tP(x, t).

Другими словами, дельта-оператор определяется условием

∆exc(t) = texc(t).

5.5 Последовательности Шеффер
Последовательности Шеффер обобщают биномиальные последовательно-
сти. Рассмотрим биномиальную последовательность многочленов p0, p1, . . . .

Последовательностью Шеффер для этой биномиальной последователь-
ности {pn} называется любая последовательность многочленов s0, s1, . . .
степеней 0, 1, 2, . . . , удовлетворяющих соотношению

sn(x+ y) =
∑

k+m=n

(
n

k

)
sk(x)pm(y). (5.6)

В отличие от определения биномиальной последовательности, здесь в пра-
вой части равенства вместо произведений членов само́й последовательности
стоят произведения членов последовательности Шеффер и соответствую-
щей биномиальной последовательности.

Для последовательности Шеффер s0, s1, . . . введем экспоненциальную
производящую функцию

S(x, t) = s0(x) + s1(x)
t

1!
+ s2(x)

t2

2!
+ s3(x)

t3

3!
+ . . . .
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Тогда равенства (5.6) перепишутся в виде

S(x+ y, t) = S(x, t)P(y, t). (5.7)

Поделив это равенство на равенство (5.4), мы получаем

S(x+ y, t)

P(x+ y, t)
=
S(x, t)

P(x, t)
.

Подстановка x = 0 дает
S(y, t)

P(y, t)
=
S(0, t)

P(0, t)
,

т.е. отношение функций S(y, t) и P(y, t) зависит лишь от t. Обозначив это
отношение через a(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + . . . , a0 6= 0, заключаем, что

S(x, t) = a(t)P(x, t) = a(t)exc(t).

Наоборот, нетрудно видеть, что любая функция такого вида удовлетворяет
определяющему соотношению (5.7):

S(x+ y, t) = a(t)e(x+y)c(t) = a(t)exc(t)eyc(t) = S(x, t)P(y, t).

Последовательности Шеффер, отвечающие c(t) = t, называются после-
довательностями Аппеля. К их числу относятся многие знаменитые после-
довательности ортогональных многочленов.

Например, многочлены Эрмита Hn имеют экспоненциальную произво-
дящую функцию

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
= e−t

2/2ext,

многочлены Эйлера En имеют экспоненциальную производящую функцию

∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
=

2

et + 1
ext,

многочлены Бернулли Bn имеют экспоненциальную производящую функ-
цию

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
=

t

et − 1
ext.

5.6 Коалгебра многочленов
Теорема 5.6.1. Пусть {pn}, {qn}, n = 0, 1, 2, . . . — две биномиальные по-
следовательности. Рассмотрим линейное отображение пространства мно-
гочленов в себя, переводящее pn в qn. Тогда это отображение переводит
любую биномиальную последовательность многочленов в биномиальную
последовательность.
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Смысл этой теоремы в следующем. Введем на пространстве многочленов
коумножение µ, определенное на базисных мономах следующим образом:

µ : xn 7→
n∑
k=0

(
n

k

)
xk ⊗ xn−k.

Это определение естественно: коумножение можно ввести таким же обра-
зом на пространстве функций на любой группе. А именно, пусть G — группа
с операцией, которую мы записываем как сложение, и пусть F(G) — про-
странство функций на этой группе (например, с вещественными значения-
ми). Тогда групповое коумножение

µ : F(G)→ F(G)⊗F(G) ≡ F(G×G)

определяется так:
µ(f)(g, h) = f(g + h).

В нашем случае группа G это группа вещественных чисел по сложению,
а F(G) = R[x] это пространство многочленов на ней. Разумеется, на про-
странстве функций на группе можно ввести и структуру алгебры — функ-
ции можно перемножать, — однако в данный момент нам эта структура
неинтересна.

Биномиальные последовательности многочленов выделяются тем усло-
вием, что коумножение действует на них так же, как и на последователь-
ности степеней xn:

µ : pn 7→
n∑
k=0

(
n

k

)
pk ⊗ pn−k.

Всякое линейное отображение, переводящее некоторую биномиальную
последовательность в биномиальную последовательность, является изомор-
физмом коалгебр. Поэтому оно переводит любую биномиальную последо-
вательность в биномиальную последовательность. Все теневое исчисление
есть не что иное как изучение этой коалгебраической структуры.

К сожалению, литературы о теневом исчислении на русском языке прак-
тически нет.
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5.7 Задачи
Задача 5.1. Докажите, что последовательность восходящих факториалов
биномиальна. Найдите ее дельта-оператор.

Задача 5.2. Проверьте равенство

d

dx
An(x) = nδAn−1(x);

здесь An(x) — многочлен Абеля с номером n, а δ — оператор сдвига на
единицу. Воспользовавшись этим равенством, постройте дельта-оператор
для последовательности Абеля, доказав, тем самым, ее биномиальность.

Задача 5.3. Придумайте свои примеры биномиальных последовательностей.

Задача 5.4. Докажите, что pn(0) = 0 при всех n > 0 для любой биномиаль-
ной последовательности многочленов pn.

Задача 5.5. Какая биномиальная последовательность соответствует дельта-
оператору d

dx + d2

dx2 ?

Задача 5.6. Докажите мультиномиальное свойство биномиальных последо-
вательностей:

pn(x1 + · · ·+ xk) =
∑

m1+···+mk=n

(
n

m1, . . . ,mk

)
pm1

(x1) . . . pmk(xk),

где (
n

m1, . . . ,mk

)
=

n!

m1! . . .mk!

это мультиномиальный коэффициент.

Задача 5.7. Используя биномиальность многочленов Абеля, докажите сле-
дующие тождества Абеля:

1

2
(n− 1)(n+ 6)nn−3 =

∑
k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−2mm−1

(n− 1)(n+ 6)nn−4 =
∑
k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−2mm−2.

Придумайте свои тождества Абеля.

Задача 5.8. Докажите, что свойство биномиальности последовательности
нисходящих факториалов можно записать в виде(

x+ y

n

)
=

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
.
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Задача 5.9. Найдите логарифм c = c(t) экспоненциальной производящей
функции для последовательности восходящих факториалов (x)n, последо-
вательности многочленов Абеля An(x) = x(x+ an)n−1 и других известных
вам биномиальных последовательностей многочленов.

Задача 5.10. Докажите, что если c = c(t) — логарифм экспоненциальной
производящей функции для данной биномиальной последовательности мно-
гочленов, то оператор c−1( d

dx ) является дельта-оператором для этой после-
довательности.

Задача 5.11. Докажите формулу интерполяции Ньютона: Для любого мно-
гочлена p степени N и любой точки a справедливо равенство

p(x) =

N∑
k=0

∆k[p](a)
(x− a)k

k!
.

Здесь ∆[p] есть результат применения к многочлену p оператора конечной
разности ∆:

∆[p](x) = δ1p(x)−p(x) = p(x+1)−p(x), ∆k[p](x) =

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
p(x+ i).

Например, для p = x2

∆0[p] = 1, ∆[p] = (x+1)2−x2 = 2x+1 ∆2[p] = (x+2)2−2(x+1)2+x2 = 4,

и формула интерполяции принимает вид

x2 = a2 + (2a+ 1)
(x− a)

1!
+ 2

(x− a)(x− a− 1)

2!
.

Обратите внимание на сходство формулы Ньютона с разложением в ряд
Тейлора — оператор конечной разности играет роль дифференцирования,
а нисходящие факториалы (x− a)k — роль степеней переменной. В связи с
этим формулу Ньютона называют также теневым рядом Тейлора.

Задача 5.12. Пусть ∆ — дельта-оператор, перестановочный со сдвигом, и
пусть {pn} — соответствующая ему биномиальная последовательность. До-
кажите, что последовательность многочленов s0, s1, s2, . . . степеней 0, 1, 2, . . .
является последовательностью Шеффер для {pn}, если и только если

∆sn = nsn−1 для n = 1, 2, . . . .

Здесь, в отличие от биномиальных последовательностей, мы не требуем,
чтобы многочлены sn принимали значение 0 при x = 0, т.е. делились бы
на x. В результате каждому дельта-оператору отвечает много последова-
тельностей Шеффер.

Задача 5.13. Выпишите несколько первых многочленов Эрмита, Эйлера и
Бернулли.
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Задача 5.14. Докажите, что многочлены Эрмита имеют вид

Hn(x) = (−1)nex
2/2 d

n

dxn
e−x

2/2.

Задача 5.15. Воспользовавшись предыдущей задачей, докажите свойство
ортогональности многочленов Эрмита:∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x

2/2dx = 0

при m 6= n.
Задача 5.16. Докажите, что

Hn+1(x) = xHn(x)− nHn−1(x).

Задача 5.17. Докажите, что

Hn(x) = e−
d2

dx2 xn.

Задача 5.18. Докажите, что многочлены Бернулли имеют вид

Bn(x) =
d
dx

e
d
dx − 1

xn.

Задача 5.19. Докажите, что многочлены Бернулли однозначно определя-
ются условием ∫ x+1

x

Bn(ξ)dξ = xn.

Другими словами, интеграл на отрезке [x, x + 1] — обратный оператор к
дифференциальному оператору из предыдущей задачи.
Задача 5.20. Докажите формулу Фаульхабера для суммы k-х степеней на-
чального отрезка натурального ряда:

1k + 2k + · · ·+ nk =
Bk+1(n+ 1)−Bk+1(0)

k + 1
.

Задача 5.21. Докажите, что

Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1

En(x+ 1)− En(x) = 2xn.

Задача 5.22. Введем на последовательностях многочленов следующую опе-
рацию, называемую теневой композицией. Пусть p = (p0, p1, p2, . . . ) и q =
(q0, q1, q2, . . . ) — две последовательности многочленов, в которых deg pn =
deg qn = n для всех n = 0, 1, 2, . . . . Пусть pn(x) =

∑n
k=0 an,kx

k, qn(x) =∑n
k=0 bn,kx

k. Определим n-й член последовательности (p ◦ q) равенством

(p ◦ q)n =

n∑
k=0

an,kqk(x) =

n∑
k=0

k∑
m=0

an,kbk,mx
m.



5.7 Задачи 79

Очевидно, что последовательность мономов e = (1, x, x2, . . . ) является еди-
ницей относительно этого действия:

(p ◦ e)n = (e ◦ p)n = pn

для любой последовательности p.
Докажите, что множество всех последовательностей Шеффер образуют

группу относительно операции теневой композиции. Докажите, что множе-
ство всех последовательностей Аппеля образует нормальную коммутатив-
ную подгруппу в этой группе, а множество всех биномиальных последова-
тельностей — некоммутативную (и ненормальную) подгруппу в ней. Дока-
жите, что группа всех последовательностей Шеффер является полупрямым
произведением этих двух подгрупп.



Глава 6

Разбиения

В этой главе мы обсуждаем задачу о числе представлений данного нату-
рального числа в виде суммы натуральных чисел. Характер ответа в этой
задаче существенно зависит от того, считаем ли мы различными представ-
ления, в которых одни и те же слагаемые идут в разном порядке. Если такие
представления считаются различными, то мы получаем простую задачу о
перечислении разложений. Она также имеет важную геометрическую ин-
терпретацию — разложения перечисляют количество точек с целочислен-
ными координатами в пространственных фигурах.

При забывании порядка слагаемых мы приходим к гораздо более слож-
ной задаче о перечислении разбиений. Эта задача, в свою очередь, тесно
связана с комбинаторикой групп перестановок. Различные ее варианты име-
ют многочисленные приложения в таких глубоких математических теориях
как, например, теория представлений групп.

6.1 Разбиения и разложения
Найдем, сколькими способами можно представить число n в виде суммы
неотрицательных слагаемых.

Два представления

n = a1 + · · ·+ ak = b1 + · · ·+ bk

будем считать различными, если ai 6= bi хотя бы для одного индекса i,
1 ≤ i ≤ k. Такое представление числа n будем называть его разложением.

Утверждение 6.1.1. Число различных разложений числа n в сумму k
целых неотрицательных слагаемых равно

(
n+k−1
k−1

)
.

Доказательство. Представим себе число n в виде набора из n оди-
наковых шариков, лежащих на прямой. Каждому разложению числа n в
сумму k слагаемых сопоставим расстановку k − 1 палочек между шарика-
ми. Палочки занумерованы слева направо числами от 1 до k − 1. Элемент

80



6.1 Разбиения и разложения 81

ai разложения равен числу шариков между палочками с номерами i − 1 и
i. Вместе палочки и шарики составляют n+k− 1 предмет. При этом назна-
чить k−1 предмет палочками можно ровно

(
n+k−1
k−1

)
различными способами.

Утверждение доказано.
Несложно выписать и производящую функцию для числа разложений.

По сути дела, мы уже сделали это в первой главе.

Утверждение 6.1.2. Производящая функция для числа разложений на k
слагаемых имеет вид

Bk(s) =

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
sn = (1− s)−k.

Сложнее подсчитать число разбиений числа n. Разбиением мы будем
называть класс эквивалентности разложений, ни одно из слагаемых в кото-
рых не равно нулю. При этом два разложения считаются эквивалентными,
если одно можно получить из другого перестановкой слагаемых.

Вот все разбиения маленьких чисел:

n = 1 1
n = 2 2 =1+1
n = 3 3 =2+1=1+1+1
n = 4 4 =3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1
n = 5 5 =4+1=3+2=3+1+1

=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

Обратите внимание на то, что каждое разбиение в таблице записано в по-
рядке убывания слагаемых.

Обозначив число разбиений числа n через pn, получаем таблицу началь-
ных значений последовательности pn:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
pn 1 1 2 3 5 7 11 15 22

Наша ближайшая задача — найти производящую функцию для после-
довательности pn. Для этого подсчитаем сначала число разбиений на части,
удовлетворяющие некоторым ограничениям. Пусть P1(s) — производящая
функция для разбиений на части, равные 1. Очевидно, что для каждого
числа такое разбиение единственно, поэтому

P1(s) = 1 + s+ s2 + s3 + · · · = 1

1− s
.

Число разбиений числа n на части, равные 2, равно 1 для четных n и
равно нулю в противном случае. Поэтому

P2(s) = 1 + s2 + s4 + s6 + · · · = 1

1− s2

— производящая функция, перечисляющая разбиения на части, равные 2.
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Разбиения на части, не превосходящие двух, описываются производящей
функцией P1(s)P2(s). Действительно, коэффициент при sn в этом произве-
дении равен количеству представлений числа n в виде суммы n = k1 + 2k2,
т.е. числу разбиений числа n на k1 единиц и k2 двоек. Тем самым, произ-
водящая функция для разбиений на части, не превосходящие двух, имеет
вид

P1(s)P2(s) =
1

(1− s)(1− s2)
.

Аналогично, разбиения на части, равные трем, перечисляются произво-
дящей функцией P3(s) = 1/(1−s3), а разбиения на части, не превосходящие
трех, описываются производящей функцией

P1(s)P2(s)P3(s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)
.

Продолжая это рассуждение, мы приходим к следующей теореме.

Теорема 6.1.3 (Эйлер). Производящая функция для числа разбиений чис-
ла n имеет вид

P (s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)(1− s4) . . .
. (6.1)

Для того, чтобы придать утверждению теоремы смысл, необходимо по-
яснить, что понимается под бесконечным произведением, стоящим в знаме-
нателе правой части равенства (6.1). Это произведение должно быть фор-
мальным степенным рядом

Q(s) = q0 + q1s+ q2s
2 + · · · = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . . . (6.2)

Для того, чтобы сказать, чему равны коэффициенты q0, q1, q2, . . . бесконеч-
ного произведения, посмотрим сначала на конечные произведения:

1− s = 1− s
(1− s)(1− s2) = 1− s −s2 +s3

(1− s)(1− s2)(1− s3) = 1− s −s2 +s4 +s5 −s6

(1− s) . . . (1− s4) = 1− s −s2 +2s5 + . . .
(1− s) . . . (1− s5) = 1− s −s2 +s5 + . . .

Видно, что коэффициенты в этих конечных произведениях “стабилизи-
руются” — начиная с некоторого момента перестают изменяться (стабилизи-
рующиеся члены разложения выделены). Это и неудивительно: умножение
на 1 − sk не меняет коэффициентов многочлена при степенях, меньших k.
Поэтому мы можем просто положить qk равным коэффициенту при sk в
многочлене (1− s)(1− s2) . . . (1− sk).

Теперь мы можем выписать аналогичные бесконечные произведения и
для разбиений с различными ограничениями.
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Так, число разбиений на различные слагаемые дается производящей
функцией

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . ,

производящая функция для разбиений на различные нечетные слагаемые
имеет вид

(1 + s)(1 + s3)(1 + s5) . . . ,

а разбиения на произвольные нечетные слагаемые перечисляются произво-
дящей функцией

1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
,

и т.д.
Разбиения тесно связаны с алгеброй многочленов. Рассмотрим кольцо

многочленов C[x1, x2, x3, . . . ] от бесконечного числа переменных. Будем счи-
тать, что переменной xi приписан вес i и что при перемножении переменных
их веса складываются. Будем называть многочлен взвешенно однородным,
если все входящие в него мономы имеют одинаковый вес. Подсчитаем чис-
ло мономов веса n, т.е. размерность пространства взвешенно однородных
многочленов веса n.

При n = 1 такой моном всего один — это моном x1. При n = 2 имеется
два монома веса n — это x2

1 и x2. Число мономов веса 3 равно трем, это x3
1,

x1x2 и x3. Вообще, число мономов веса n равно pn. Действительно, каждому
моному веса n можно сопоставить разбиение числа n по следующему пра-
вилу: число слагаемых i в разбиении равно степени вхождения переменной
xi в моном. Ясно, что это соответствие взаимно однозначно.

Вот полезная геометрическая интерпретация разбиений. Каждое разби-
ение удобно представлять в виде диаграммы Феррерса или диаграммы Юнга
(рис. 6.1). Изображенные на этом рисунке диаграммы соответствуют раз-
биению 5 + 4 + 4 + 2 + 1 числа 16. Каждая строчка диаграммы содержит
столько элементов, каково соответствующее слагаемое разбиения.

s s s s ss s s ss s s ss ssа) б)

Рис. 6.1: Диаграммы Феррерса а) и Юнга б)

Используя диаграммы Феррерса или Юнга, можно доказывать различ-
ные свойства разбиений. Например, на диаграммах Юнга действует есте-
ственная инволюция — отражение относительно диагонали, идущей из ле-
вого верхнего угла вниз и вправо. Некоторые диаграммы при таком отраже-
нии переходят в себя (см. рис. 6.2). Такие диаграммы (и соответствующие
им разбиения) будем называть симметричными.
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а) б)

Рис. 6.2: Симметричная диаграмма Юнга а) и центральные крюки в ней б).
Симметричному разбиению (5,4,4,3,1) сопоставляется разбиение на нечет-
ные слагаемые (9,5,3)

Докажем следующее свойство симметричных разбиений.

Утверждение 6.1.4. Число симметричных разбиений числа n равно чис-
лу его разбиений на различные нечетные слагаемые.

Доказательство. Для доказательства поставим в соответствие каж-
дой симметричной диаграмме диаграмму, составленную из ее “централь-
ных крюков” (см. рис. 6.2 б)). Такой крюк сопоставляется каждой клет-
ке на главной диагонали диаграммы и состоит из клеток, расположенных
правее этой диагональной клетки или ниже нее. Число клеток в каждом
центральном крюке симметричной диаграммы нечетно, и эти числа попар-
но различны. Наоборот, взяв диаграмму, составленную из строк различной
нечетной длины, мы можем “сломать” каждую такую строчку посередине
и составить из получившихся крюков симметричную диаграмму.

6.2 Тождество Эйлера
Производящая функция Q, задаваемая равенством (6.2), оказывается очень
интересной. Эйлер продолжил вычисление ее коэффициентов и получил

Q(s) = 1− s− s2 + s5 + s7 − s12 − s15 + s22 + s26

−s35 − s40 + s51 + s57 − s70 − s77 + s92 + s100 − . . .

Видно, что среди коэффициентов в вычисленных членах встречаются толь-
ко нули, единицы и минус единицы. Ненулевые коэффициенты стоят на
некоторых вполне определенных местах, и знаки при единицах попарно че-
редуются. Эти наблюдения привели Эйлера к гипотезе, которую мы сфор-
мулируем в виде теоремы.

Теорема 6.2.1 (Тождество Эйлера).

Q(s) = 1 +

∞∑
k=1

(−1)k
(
s

3k2−k
2 + s

3k2+k
2

)
.
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Доказательство. При раскрытии скобок ряд

Q(s) = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . .

содержит те же члены, что и ряд для числа разбиений с различными сла-
гаемыми

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . .

Однако некоторые члены при этом входят со знаком плюс, а некоторые со
знаком минус. Знак плюс имеют члены, соответствующие разбиениям на
четное число слагаемых, а знак минус — члены, отвечающие разбиениям
на нечетное число слагаемых. Мы докажем, что число разбиений числа n
на четное и нечетное число слагаемых одинаково для всех значений n кроме
некоторых исключительных.

Представим каждое разбиение в виде диаграммы Юнга. Важную роль
в доказательстве будут играть нижняя строчка диаграммы и ее “боковая
диагональ” (см. рис. 6.3).

�
�

Рис. 6.3: Нижняя строчка и боковая диагональ диаграммы Юнга

Пусть l —длина нижней строчки, d — длина диагонали, k — число стро-
чек в диаграмме, т.е. число слагаемых в разбиении. Определим отображение
множества диаграмм, все строчки в которых имеют разную длину, в себя
следующим образом:

• если l < d, то отрежем от диаграммы нижнюю строчку и приклеим ее
к диагонали;

• если l = d < k, то сделаем то же самое;

• если l > d и k > l, то наоборот, отрежем диагональ и приклеим ее
ниже нижней строчки.

С остальными (исключительными) диаграммами не будем делать ниче-
го.

Наше отображение меняет четность числа строк в диаграмме, т.е. чет-
ность числа слагаемых в разбиении, для всех неисключительных диаграмм.
Поэтому если неисключительных диаграмм с числом клеток n нет вообще,
то коэффициент при sn в разложении Q(s) равен нулю.
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Исключительные диаграммы выделяются условиями

k = l = d или k = d, l = k + 1.

В первом случае имеем

n = k + (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (2k − 1) =
3k2 − k

2
;

во втором —

n = (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ 2k =
3k2 + k

2
.

В каждом из этих случаев исключительная диаграмма единственна. Тож-
дество Эйлера доказано.

Тождество Эйлера дает эффективный способ вычисления числа разби-
ений числа n. Именно, справедливо следующее рекуррентное соотношение.

Утверждение 6.2.2.

pn = pn−1 + pn−2 − pn−5 − pn−7 + pn−12 + pn−15 − . . . .

Действительно, это очевидное следствие равенства

P (s)Q(s) = 1.

Полученное рекуррентное соотношение нашло замечательное примене-
ние в “линейке Фукса”1.

“Эта формула позволяет быстро составить довольно длинную таблицу
чисел pn. Вот практический совет, как это сделать. Возьмите лист клет-
чатой бумаги — лучше всего двойной тетрадный лист. Отрежьте вдоль его
длинной стороны полоску шириной 3-4 клетки. Положите эту полоску перед
собой вертикально и у левого среза в нижней клетке поставьте какой-нибудь
знак, скажем звездочку. Затем, двигаясь вверх, поставьте в первой клетке
+, во второй +, в пятой −, в седьмой −, в двенадцатой +, в пятнадцатой
+ и т.д., насколько хватит длины полоски. Оставшуюся часть листа так
же положите перед собой вертикально и, отступя 10-15 клеток от ее левого
среза, проведите на ней вертикальную черту — сверху донизу. В клетки,
прилегающие к черте слева, двигаясь сверху вниз, впишите известные вам
числа pn, начиная с p0: 1, 1, 2, 3, 5, 7. Чтобы найти следующее значение,
приложите отрезанную полоску справа к вертикальной черте так, чтобы
звездочка оказалась против первой пустой клетки. Теперь из суммы чисел,
стоящих против плюсов, вычтите сумму чисел, стоящих против минусов.
Что получится — впишите в клетку против звездочки: это следующее зна-
чение функции pn. Опустите полоску на одну клетку вниз и повторите то
же самое. И так далее. Через несколько минут вы получите колонку чисел
pn высотой в ваш лист.”

1Квант, 8 (1981), с. 15
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6.3 Разбиения множеств в треугольнике Моц-
кина с кратностями

Разбиения множеств легче поддаются описанию, чем разбиения чисел.
Рассмотрим множество Nn = {1, 2, . . . , n} натуральных чисел от 1 до

n. Разбиением множества Nn называется его представление в виде объеди-
нения непустых непересекающихся подмножеств. Например, множество N3

допускает пять разбиений:

{{1, 2, 3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}.

Число разбиений множества Nn обозначим через p̃n и займемся изучением
производящей функции

P̃ (s) = p̃0 + p̃1s+ p̃2s
2 + . . .

(мы полагаем, по определению, p̃0 = 1).
Каждому разбиению множества Nn можно естественным образом сопо-

ставить разбиение числа n. Для этого нужно представить n в виде суммы
количеств элементов в каждом из множеств разбиения. Нетрудно подсчи-
тать и число разбиений множества Nn, отвечающих данному разбиению

n = n1 + n2 + · · ·+ nk

числа n. Элементы первого множества можно выбрать
(
n
n1

)
способами; по-

сле этого элементы второго множества можно выбрать
(
n−n1

n2

)
способами и

т.д. Всего разбить элементы множества Nn по множествам с n1, n2, . . . , nk
элементами можно(
n

n1

)(
n− n1

n2

)
. . .

(
n− n1 − · · · − nk−1

nk

)
=

n!

n1!(n− n1)!

(n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
. . .

(n− n1 − · · · − nk−1)!

nk!0!

=
n!

n1!n2! . . . nk!

=

(
n

n1 n2 . . . nk

)
.

Полученное выражение называется мультиномиальным коэффициентом.
Оно обобщает биномиальный коэффициент — число сочетаний. Как нетруд-
но видеть, мультиномиальный коэффициент представляет собой коэффици-
ент при xn1

1 xn2
2 . . . xnkk в разложении многочлена (x1 + · · ·+ xk)n:

(x1 + · · ·+ xk)n =

n∑
n1,...,nk=0
n1+···+nk=n

(
n

n1 . . . nk

)
xn1

1 . . . xnkk .
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Однако число разбиений множества Nn, отвечающих данному разбие-
нию числа n, не совпадает в точности с мультиномиальным коэффициен-
том. Дело в том, что множества разбиения, содержащие одинаковое коли-
чество элементов, можно переставлять между собой. Поэтому правильный
ответ имеет вид

1

m1! . . .mn!

(
n

n1 . . . nk

)
,

где mi — это число элементов разбиения, равных i.
Каждому разбиению множества Nn на подмножества сопоставим путь

в треугольнике Моцкина по следующему правилу. Пусть элемент i ∈ Nn
входит в некоторое подмножество разбиения. Тогда i-й отрезок пути бу-
дет горизонтальным, если либо соответствующее подмножество состоит из
одного элемента i, либо элемент i не является в подмножестве ни мини-
мальным, ни максимальным элементом. i-й отрезок пути будет вектором
подъема (1, 1), если элемент i — минимальный в своем подмножестве, и он
будет вектором спуска (1,−1), если соответствующий элемент максимален.
Начальная точка пути находится, как обычно, в точке (0, 0). На рис. 6.4
изображены разбиение множества N10 и путь в треугольнике Моцкина, со-
ответствующий этому разбиению.

{{1, 9}, {2, 3, 4, 12}, {5, 8, 11}, {6, 7}, {10}}
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Рис. 6.4: Путь в треугольнике Моцкина, отвечающий разбиению множества

Ясно, что для каждого разбиения путь, отвечающий ему, является пра-
вильным: он лежит в положительной полуплоскости и заканчивается на
высоте 0. Действительно, среди первых m элементов множества Nn число
максимумов не может превосходить числа минимумов ни при каком m.

Подсчитаем, сколько разбиений соответствует данному пути. Пусть на-
чальная часть пути, состоящая из i отрезков, заканчивается на высоте j, и
предположим, что первые j элементов уже разбиты на подмножества. Если
(j+ 1)-й отрезок пути представляет собой вектор подъема (1, 1), то элемент
j + 1 является минимумом нового подмножества разбиения, никаких дру-
гих возможностей нет. Поэтому кратность соответствующего ребра равна 1.
Если это горизонтальный вектор, то отвечающий ему элемент может либо
входить в одно из уже существующих множеств (таких возможностей ровно
j, так как ровно в j имеющихся множествах еще не зафиксирован макси-
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мальный элемент), либо образовывать одноэлементное множество. Поэто-
му кратность горизонтального ребра равна j + 1. Кратность вектора спада
(1,−1) равна j, так как соответствующий ему элемент может быть макси-
мальным в одном из j подмножеств. Соответствующая расстановка крат-
ностей на ребрах в треугольнике Моцкина изображена на рис. 6.5.
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Рис. 6.5: Расстановка кратностей на ребрах, отвечающая производящей
функции разбиений

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 6.3.1. Число p̃n разбиений множества Nn на непустые подмно-
жества равно числу правильных путей в треугольнике Моцкина с крат-
ностями, изображенном на рис. 6.5.
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6.4 Задачи
Задача 6.1. Сколькими способами можно разменять рубль на монеты в 1,
2, 5, 10, 20 и 50 копеек?

Задача 6.2. Сколькими способами можно взвесить 78 г с помощью разно-
весок 1, 1, 2, 5, 10, 20, 50 г на

а) одночашечных весах;

б) двухчашечных весах?

(Применение двух различных разновесок одного веса дает различные взве-
шивания).

Задача 6.3. Дайте интерпретацию коэффициенту при qmsn в бесконечном
произведении

(1 + qs)(1 + qs2)(1 + qs3) . . . .

Задача 6.4. Всякое число может быть единственным образом записано в
десятичной системе счисления. Поэтому

(1 + s+ s2 + · · ·+ s9)(1 + s10 + · · ·+ s90) · · · = 1

1− s
.

Докажите.

Задача 6.5. Докажите, что число разбиений числа n на части, не превосхо-
дящие m, равно числу его разбиений на не более чем m частей.

Задача 6.6. Докажите, что

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) · · · = 1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
.

Задача 6.7. Докажите, что каждое целое положительное число можно пред-
ставить в виде суммы различных целых положительных слагаемых столь-
кими же способами, сколькими его можно представить в виде суммы нечет-
ных (может быть и совпадающих) слагаемых.

Задача 6.8. Докажите тождества Гаусса

• а) (1−s)(1−s2)(1−s3)...
(1+s)(1+s2)(1+s3)... = 1− 2s+ 2s4 − 2s9 + . . . ;

• б) (1−s2)(1−s4)(1−s6)...
(1−s)(1−s3)(1−s5)... = 1 + s+ s3 + s6 + s10 + . . . .

Задача 6.9. Докажите, что натуральное число n может быть представлено в
виде суммы меньших натуральных слагаемых 2n−1− 1 способами, если два
представления, отличающиеся порядком слагаемых, считать различными.

Задача 6.10. Найдите производящую функцию для числа симметричных
(самосопряженных) разбиений.
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Задача 6.11. Рассмотрим кольцо многочленов от бесконечного набора пере-
менных, в котором переменным приписан натуральный вес, причем число
переменных веса i конечно для любого i. Обозначим это число через qi.
Выпишите производящую функцию для последовательности размерностей
пространств взвешенно однородных многочленов веса n.
Задача 6.12. Обозначим через σn сумму делителей числа n (включая 1 и
само n); например, σ6 = 1 + 2 + 3 + 6 = 12. Пусть Σ(s) — производящая
функция для последовательности σn,

Σ(s) = s+ 3s2 + 4s3 + 7s4 + 6s5 + 12s6 + . . . .

• а) Докажите, что
sP ′(s) = P (s)Σ(s),

где P (s) — производящая функция для числа разбиений.

• б) Выведите отсюда рекуррентное соотношение на числа σn.

Задача 6.13. Докажите, что последовательность pn чисел разбиений растет
монотонно и оцените скорость ее роста.
Задача 6.14. Докажите, что производящая функция для числа диаграмм
Юнга с периметром 2n равна s2

1−2s .
Задача 6.15. Квадратом Дюрфи в диаграмме Юнга называется максималь-
ный квадрат, вписанный в ее левый верхний угол. Для каждого c ≥ 1 вы-
пишите производящую функцию для числа диаграмм Юнга с квадратом
Дюрфи c× c по числу квадратов в диаграмме.
Задача 6.16. Докажите, что число разбиений числа n на части, не деля-
щиеся на m, равно числу тех его разбиений, в которых ни одна часть не
встречается более, чем m− 1 раз.
Задача 6.17. Докажите, что число разбиений числа n, в которых более од-
ного раза могут встречаться только части нечетной величины, совпадает с
числом его разбиений, в которых ни одна часть не встречается более трех
раз.
Задача 6.18. Покажите, что абсолютная величина разности между числом
разбиений числа n на четное число частей и числом его разбиений на нечет-
ное число частей равняется числу его разбиений с различными частями
нечетной величины.
Задача 6.19. Покажите, что число разбиений числа n, в которых не встреча-
ются последовательные целые числа, равно числу его разбиений, в которых
ни одна часть не появляется лишь по одному разу.
Задача 6.20. Покажите, что число таких разбиений числа n, в которых
каждая часть встречается 2, 3 или 5 раз, равно числу его разбиений на
части, сравнимые с 2, 3, 6, 9 или 10 по модулю 12.
Задача 6.21. Покажите, что число разбиений числа n, в которых ни одна
часть не встречается лишь по одному разу, равняется числу его разбиений,
которые не имеют частей, сравнимых с 1 или 5 по модулю 6.
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Задача 6.22. Покажите, что число разбиений числа n, в которых наимень-
шая часть встречается лишь один раз, а наибольшая часть не более чем
вдвое превосходит наименьшую, равняется числу его разбиений, в которых
наибольшая часть нечетна, а наименьшая больше, чем половина наиболь-
шей части.

Задача 6.23. Покажите, что сумма числа частей, равных 1, по всем раз-
биениям числа n равна сумме числа различных частей также по всем раз-
биениям числа n.

Задача 6.24. Докажите, что∑
n1,n2,...,nk≥1

min(n1, n2, . . . , nk)tn1
1 tn2

2 . . . tnkk

=
t1t2 . . . tk

(1− t1)(1− t2) . . . (1− tk)(1− t1t2 . . . tk)
.



Глава 7

Производящие функции
Дирихле

Утверждение о том, что для производящей функции A(s) отличной от нуля
в нуле обратная к ней относительно деления функция 1/A(s) существует,
несложно — мы доказали его в первой главе. Однако предложенная там про-
цедура последовательного нахождения коэффициентов функции не очень
эффективна. В то же время, зачастую возникает необходимость иметь про-
стые явные формулы для коэффициентов обратной функции, которые поз-
воляли бы вычислять нужный коэффициент, не подсчитывая всех предыду-
щих. Формула обращения Мебиуса дает инструмент для такого вычисления
в большом классе производящих функций. Как правило, эта формула при-
меняется для производящих функций Дирихле — еще одной модификации
производящих функций, используемой в теории чисел. По сути дела, она
представляет собой несложное обобщение формулы суммы геометрической
прогрессии. В этой главе мы объясняем формулу обращения Мебиуса и раз-
личные ее проявления, среди которых принцип включения-исключения.

7.1 Принцип включения-исключения
Обратимся к очень простой общей теореме формальной логики.

Пусть B — какое-либо конечное множество, элементы которого могут об-
ладать некоторыми из свойств c1, . . . , cm. Обозначим через N(ci), 1 ≤ i ≤ m
число элементов множества B, обладающих свойством ci, через N(ci, cj),
i 6= j — число элементов множества B, обладающих одновременно двумя
свойствами ci, cj , и т.п. Пусть также N(1) — общее число элементов в мно-
жестве B.

Теорема 7.1.1. (Принцип включения-исключения) Число элементов в мно-
жестве B, не обладающих ни одним из свойств ci, i = 1, . . . ,m, равно

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm) +N(c1, c2) + · · · −N(c1, c2, c3)− . . . .

93
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Доказательство. Разобьем все элементы множества B на непересека-
ющиеся группы: B = B0 t B1 t · · · t Bm, где подмножество Bl состоит из
элементов, обладающих ровно l свойствами. Рассмотрим последовательно
выражения

N(1)

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm)

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm) +N(c1, c2) + · · ·+N(cm−1, cm)

. . .

Сопоставим каждому из этих выражений расстановку чисел на множествах
Bl. Первое выражение соответствует присвоению каждой группе кратности
1 — мы учли все элементы по одному разу. Второму выражению соответ-
ствует присвоение множеству Bl кратности 1 − l, так как при вычитании
мы учли каждый его элемент ровно l раз. Третье выражение сопоставляет
множеству Bl кратность 1 − l +

(
l
2

)
, и т.д. Таким образом, переход от вы-

ражения с номером l к выражению с номером l + 1 не меняет кратности
множеств B0, . . . , Bl. Эти кратности равны(

l

0

)
−
(
l

1

)
+

(
l

2

)
− · · ·+ (−1)l

(
l

l

)
,

что равно нулю для всех l за исключением l = 0 и равно 1 при l = 0, откуда
и вытекает теорема.

Принцип включения-исключения легко запомнить с помощью следую-
щего простого мнемонического правила. Пусть 1 соответствует объектам,
обладающим всеми свойствами, 1− ci — выражение для объектов, не обла-
дающих свойством ci. Тогда выражение для объектов, не обладающих ни
одним из свойств c1, . . . , cm, будет иметь вид

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cm),

откуда, раскрывая скобки, получаем

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cm) = 1− c1 − · · · − cm + c1c2 + · · · − c1c2c3 − . . . .

Пример 7.1.2. Решим с помощью принципа включения-исключения задачу
о числе счастливых билетов. Эта задача состоит в следующем. Номер авто-
бусного билета — шестизначное число от 000000 до 999999. Билет называет-
ся счастливым, если сумма первых трех цифр его номера равна сумме по-
следних трех цифр. Например, билеты с номерами 000000, 123060 и 495882
— счастливые, а билет 123456 — нет. Сколько всего существует счастливых
билетов?

Заметим, что число счастливых билетов равно числу билетов с суммой
27. Действительно, пусть билет a1b1c1a2b2c2 — счастливый. Поставим ему в
соответствие билет a1b1c1(9−a2)(9−b2)(9−c2), сумма цифр которого равна
27. Это соответствие, очевидно, взаимно-однозначно.
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Рассмотрим теперь множество всевозможных расстановок неотрицатель-
ных целых чисел с суммой 27 в шести позициях и введем шесть свойств
таких расстановок. Свойство ci состоит в том, что число в i-й позиции не
меньше 10. Число счастливых билетов равно числу расстановок, не облада-
ющих ни одним из свойств c1, . . . , c6.

Число N(1) всех расстановок неотрицательных целых чисел с суммой
27 в шесть позиций равно

(
32
5

)
. Число N(ci) расстановок, удовлетворяющих

свойству ci, одинаково для всех i и равно
(

22
5

)
. Действительно, мы можем

поставить в i-ю позицию число 10, а оставшуюся сумму 17 произвольно
распределить по всем шести позициям.

Аналогично число расстановок, удовлетворяющих одновременно двум
свойствам ci и cj , одинаково для любой пары свойств и равно

(
12
5

)
: мы

ставим число 10 в i-ю и j-ю позиции, а оставшуюся сумму 7 произвольным
образом распределяем по всем шести позициям. Число же расстановок, удо-
влетворяющих одновременно трем и более свойствам, равно нулю, так как
общая сумма всех чисел меньше 30.

Количество различных свойств равно
(

6
1

)
= 6, количество различных

пар свойств равно
(

6
2

)
= 15, поэтому общее число расстановок, не удовле-

творяющих ни одному из свойств ci, а, значит, и общее число счастливых
билетов, дается следующим предложением.

Утверждение 7.1.3. Число счастливых билетов равно(
32

5

)
− 6

(
22

5

)
+ 15

(
12

5

)
.

Пример 7.1.4. Решим с помощью принципа включения-исключения еще од-
ну задачу, имеющую большое число приложений.

Перестановка π элементов множества {1, 2, . . . , n} называется беспоряд-
ком, если π(k) 6= k ни при каких k = 1, . . . , n. Обозначим через dn число
беспорядков на множестве из n элементов. Вот начало таблицы чисел бес-
порядков:

n 0 1 2 3 4
dn 1 0 1 2 9

Чтобы подсчитать число беспорядков, введем n свойств перестановок
на множестве из n элементов. Свойство ci состоит в том, что перестанов-
ка оставляет на месте элемент i. Число всех перестановок равно n!. Число
перестановок, удовлетворяющих свойству ci, равно (n− 1)!: мы фиксируем
i-й элемент перестановки, а остальные переставляются произвольно. Чис-
ло перестановок, удовлетворяющих двум свойствам ci и cj , равно (n − 2)!:
два элемента перестановки фиксируются, остальные переставляются произ-
вольно. Вообще, число перестановок, удовлетворяющих m свойствам, равно
(n−m)!. Таким образом, мы приходим к следующей формуле.

Утверждение 7.1.5. Число беспорядков на множестве из n элементов рав-
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но

dn =

(
n

0

)
n!−

(
n

1

)
(n− 1)! +

(
n

2

)
(n− 2)!− . . .

= n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!

)
.

При n → ∞ выражение в скобках стремится, как хорошо известно, к
e−1. Таким образом, при больших значениях n беспорядки составляют при-
близительно e-ую часть всех перестановок, т.е. около 1/2, 71828 ≈ 36, 8%.

Замечание 7.1.6. К сожалению, принцип включения-исключения оказыва-
ется неэффективным при оценке асимптотик интересующих нас величин.
Так, при вычислении количества беспорядков на множестве из n элементов
первое слагаемое в сумме равно n!, а сумма первых двух слагаемых равна
нулю. И та, и другая величина чрезвычайно далеки от точного значения
n!/e старшего члена асимптотики, и для получения хороших оценок нужно
брать гораздо больше слагаемых.

7.2 Производящие функции Дирихле и действия
над ними

Рассматривавшиеся нами ранее производящие функции относились к клас-
су степенных рядов. Однако в мультипликативной теории чисел большее
применение находят производящие функции Дирихле. Самой известной сре-
ди них является дзета функция Римана:

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ . . . . (7.1)

Общая же производящая функция Дирихле, отвечающая последователь-
ности a1, a2, a3, . . . , имеет вид

a1

1s
+
a2

2s
+
a3

3s
+ . . . .

Дзета функция Римана отвечает последовательности 1, 1, 1, . . . . Она играет
в мире производящих функций Дирихле ту же роль, что и геометрическая
прогрессия в мире обыкновенных производящих функций и экспонента в
мире экспоненциальных производящих функций. Обратите внимание на то,
что нумерация коэффициентов производящих функций Дирихле начинает-
ся с единицы, а не с нуля, как это было в случае обыкновенных производя-
щих функций.

Причиной, обуславливающей введение производящих функций Дирих-
ле, служит их поведение относительно умножения: при перемножении двух
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функций A(s) =
∑
ann

−s и B(s) =
∑
bnn
−s мы получаем функцию

A(s)B(s) =
a1b1
1s

+
a1b2 + a2b1

2s
+
a1b3 + a3b1

3s
+
a1b4 + a2b2 + a4b1

4s
+ . . .

=
∑
n

∑
kl=n akbl
ns

,

где внутреннее суммирование ведется по всем разложениям числа n в произ-
ведение двух сомножителей. Таким образом, использование производящих
функций Дирихле позволяет контролировать мультипликативную структу-
ру натуральных чисел. Отметим, что сложение таких производящих функ-
ций соответствует обычному почленному сложению последовательностей.

Роль единицы при умножении производящих функций Дирихле играет
функция 1 = 1−s, отвечающая последовательности 1, 0, 0, . . . . Любая про-
изводящая функция Дирихле A(s) с ненулевым свободным членом, a1 6= 0,
обратима: существует функция B(s), такая, что A(s)B(s) = 1. Построим
обратную функцию для дзета функции Римана.

Теорема 7.2.1. Обратная функция для дзета функции Римана имеет вид

M(s) =
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µn
ns
,

где

µn =


(−1)tn где tn — число простых делителей числа n,

если в разложении n на простые множители
нет повторяющихся множителей

0 в противном случае.

Последовательность µn мы будем называть последовательностью Ме-
биуса, а функцию M(s) — функцией Мебиуса.

Доказательство. Для доказательства перемножим функции ζ(s) иM(s).
Коэффициент при n−s, n > 1 в произведении будет равен(

tn
0

)
−
(
tn
1

)
+ · · ·+ (−1)tn

(
tn
tn

)
= 0.

Действительно, пусть разложение n на простые множители имеет вид n =
pk1

1 . . . pktt , где t = tn. Тогда коэффициент при m−s функцииM(s) участвует
в произведении с ненулевым коэффициентом в том и только в том случае,
если m является произведением некоторого подмножества множества про-
стых чисел p1, . . . , pt. Число таких подмножеств из k элементов равно

(
t
k

)
,

а знак соответствующего коэффициента при m−s равен (−1)k.
Из доказанной теоремы непосредственно вытекает следующее утвержде-

ние.
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Следствие 7.2.2. Пусть fn, gn — две последовательности, такие, что

fn =
∑
t|n

gt, (7.2)

где суммирование ведется по всем делителям t числа n. Тогда элементы
последовательности gn выражаются через элементы последовательности
fn по правилу

gn =
∑
t|n

µtft. (7.3)

Доказательство. Действительно, равенство (7.2) означает, что

F (s) = ζ(s)G(s),

где F (s) (соотв., G(s)) — это производящая функция Дирихле для последо-
вательности чисел fn (соотв., gn). Умножая обе части последнего равенства
на M(s), получаем

M(s)F (s) = M(s)ζ(s)G(s) = G(s),

что и составляет содержание равенства (7.3).
Существование и единственность разложения натурального числа на

простые множители позволяют найти представление дзета функции в виде
произведения (и, соответственно, еще одно представление функции Меби-
уса).

Утверждение 7.2.3. Имеют место разложения

ζ(s) =
1

1− 2−s
1

1− 3−s
1

1− 5−s
1

1− 7−s
· · · =

∏
p

1

1− p−s

M(s) =
(
1− 2−s

) (
1− 3−s

) (
1− 5−s

) (
1− 7−s

)
· · · =

∏
p

(1− p−s),

где произведения берутся по всем простым числам.

7.3 Обращение Мебиуса
Формула суммы геометрической прогрессии, формула включения-исклю-
чения 7.1.1, теорема 7.2.1 и формула обращения Эйлера (6.1) являются
проявлениями одного простого общего принципа, называемого принципом
обращения Мебиуса.

Этот принцип позволяет находить обратную функцию к дзета-функции
в широком классе ситуаций.

А именно, пусть s1, s2, . . . — набор (возможно бесконечный) перемен-
ных, и мы рассматриваем алгебру степенных рядов от этих переменных.
Определим дзета функцию данной алгебры как сумму всех мономов в этой
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алгебре, взятых с коэффициентом единица. Так, геометрическая прогрес-
сия

1 + s+ s2 + s3 + . . .

является дзета функцией алгебры степенных рядов от одной переменной.
Функция, обратная дзета функции, является функцией Мебиуса алгебры.
Она представляет собой сумму мономов алгебры, взятых с некоторыми ко-
эффициентами, которые мы фактически уже вычислили в Теореме 7.2.1.

Теорема 7.3.1. Коэффициент при мономе sn1
i1
. . . snmim в функции Мебиуса

алгебры степенных рядов от переменных s1, s2, . . . равен нулю, если какая-
нибудь из переменных входит в моном со степенью, большей 1 (ni > 1 для
какого-нибудь i), и он равен (−1)m, если все m переменных входят в моном
в первой степени.

Доказательство. Можно провести доказательство теоремы, повторив,
практически дословно, доказательство теоремы 7.2.1. Мы, однако, предпо-
чтем несколько другой путь. Дело в том, что мы попросту знаем обратную
функцию для дзета функции. Действительно, сама дзета функция является
произведением дзета функций от каждой из переменных s1, s2, . . . . Поэтому
она представляет собой произведение геометрических прогрессий

(1 + s1 + s2
1 + s3

1 + . . . )(1 + s2 + s2
2 + s3

2 + . . . ) . . . .

(Заметим, что коэффициент при каждом мономе является суммой конечно-
го числа конечных произведений, и поэтому определен корректно.) Поэтому
обратная к ней функция Мебиуса представляет собой не что иное, как про-
изведение

(1− s1)(1− s2)(1− s3) . . . ,

откуда утверждение теоремы следует мгновенно.
Посмотрим, как применяется эта теорема. Чтобы вывести из нее теоре-

му 7.2.1, рассмотрим набор переменных s2, s3, s5, s7, . . . (каждому простому
числу отвечает одна переменная, в которой это число служит индексом).
Тогда алгебра функций Дирихле изоморфна алгебре степенных рядов от
указанного набора переменных: элементу n−s, где n = pk1

1 . . . pkmm — разло-
жение числа n на простые множители, отвечает моном sk1

p1
. . . skmpm алгебры

степенных рядов. Легко видеть, что это соответствие действительно зада-
ет изоморфизм алгебр. Теорема 7.2.1 теперь непосредственно вытекает из
теоремы 7.3.1 (ср. утверждение 7.2.3).

Принцип включения-исключения можно вывести из теоремы 7.3.1 следу-
ющим способом. Рассмотрим алгебру многочленов, порожденных перемен-
ными s1, . . . , sn (каждая переменная отвечает одному рассматриваемому
свойству), срезанных по степени два. Это означает, что мы приравниваем
к нулю всякий моном в алгебре, если какая-нибудь переменная входит в
него в степени выше, чем первая. Моном si1 . . . sim в такой алгебре отож-
дествляется с подмножеством {i1, . . . , im} множества {1, . . . , n}. Формула
включения-исключения есть не что иное, как формула для функции Меби-
уса этой алгебры.
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Столь же простой оказывается и ситуация с формулой обращения про-
изводящей функции для числа разбиений. Сопоставим каждому разбиению
n = n1+· · ·+nm моном sn1

sn2
. . . snm (если некоторые части в разбиении по-

вторяются, то степень соответствующей переменной в мономе равна числу
этих частей). Функция Мебиуса в этой алгебре, как мы знаем, имеет вид

(1− s1)(1− s2)(1− s3) . . . .

При подстановке sn = sn дзета функция алгебры превращается в произво-
дящую функцию для числа разбиений (действительно, коэффициент при
мономе sn в полученной функции равен числу всех разбиений числа n).
Обратная к ней функция Мебиуса переходит при этом в функцию

(1− s)(1− s2)(1− s3) . . . ,

что и дает равенство (6.2).

7.4 Мультипликативные последовательности
Помимо дзета функции и функции Мебиуса в теории чисел большую роль
играют и другие производящие функции Дирихле, отвечающие другим чис-
ловым последовательностям. Наиболее важными из них оказываются муль-
типликативные числовые последовательности.

Определение 7.4.1. Последовательность a1, a2, a3, . . . называется муль-
типликативной, если для всех взаимно простых пар индексов m,n выпол-
няется равенство aman = am·n.

Заметим, что если в мультипликативной последовательности a1 = 0, то
эта последовательность состоит из одних нулей. Действительно, an = a1·n =
a1an = 0 для любого числа n. Это же рассуждение показывает, что если
a1 6= 0, то a1 = 1. В дальнейшем мы будем рассматривать только ненулевые
мультипликативные последовательности.

Последовательность 1, 0, 0, 0, . . . мультипликативна. Последовательность,
состоящая из одних единиц, тоже, очевидно, мультипликативна. Последо-
вательность Мебиуса также мультипликативна, что вытекает, например, из
теоремы 7.2.1. Приведем еще несколько примеров.
Пример 7.4.2. Обозначим через τn число делителей числа n. Производящая
функция Дирихле для последовательности τn, очевидно, имеет вид

τ(s) =
τ1
1s

+
τ2
2s

+ · · · = ζ2(s).

Если числа m и n взаимно просты, то число делителей их произведения mn
равно произведению τmτn: если p — делитель числаm, а q — делитель числа
n, то pq — делитель их произведения mn, причем каждый делитель произ-
ведения можно представить в таком виде единственным способом. Поэтому
последовательность τn мультипликативна.
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Пример 7.4.3. Если через νn обозначить число различных простых множи-
телей числа n, то последовательность an = aνn оказывается мультиплика-
тивной для любого числа a.

Все мультипликативные последовательности определяются своими эле-
ментами, индексы которых равны степеням простых чисел. Другими слова-
ми, для мультипликативных последовательностей имеет место аналог утвер-
ждения 7.2.3.

Утверждение 7.4.4. Последовательность {ai} является мультиплика-
тивной тогда и только тогда, когда соответствующая ей производящая
функция Дирихле представляется в виде(

1

1s
+
a2

2s
+
a4

4s
+ . . .

)(
1

1s
+
a3

3s
+
a9

9s
+ . . .

)(
1

1s
+
a5

5s
+
a25

25s
+ . . .

)
. . . ,

(7.4)
где произведение берется по всем простым числам.

Иначе говоря, мультипликативная последовательность an однозначно
задается значениями ее элементов apk , номера которых — степени простых
чисел. Из этого утверждения немедленно вытекает замечательное свой-
ство мультипликативных последовательностей, обобщающее утверждение
о мультипликативности последовательности Мебиуса.

Следствие 7.4.5. Если производящие функции Дирихле A(s) и B(s) отве-
чают мультипликативным последовательностям, то последовательно-
сти коэффициентов их произведения A(s)B(s) и частного A(s)/B(s) так-
же мультипликативны. Другими словами, производящие функции Дири-
хле, отвечающие мультипликативным числовым последовательностям,
образуют группу по умножению.

Действительно, если каждая из функций A(s), B(s) обладает представ-
лением (7.4), то таким же представлением обладают их произведение и
частное. Само же утверждение 7.4.4 немедленно следует из определения
мультипликативной последовательности.
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7.5 Задачи
Задача 7.1. Найдите с помощью формулы включения-исключения площадь
сферического треугольника с углами α, β, γ на сфере единичного радиуса.

Задача 7.2. Получите ответ в задаче о числе счастливых билетов из приме-
ра 7.1.2.

Задача 7.3. Найдите с помощью принципа включения-исключения форму-
лу для числа счастливых билетов с номерами из 2p цифр, записанными в
системе счисления с основанием q.

Задача 7.4. Пусть p1, p2, . . . , pk — различные простые множители числа n =
pa1

1 . . . pakk . Докажите, что число ϕn чисел, меньших n и взаимно простых с
ним, равно

ϕn = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Задача 7.5. Воспользовавшись предыдущей задачей, докажите, что после-
довательность ϕn мультипликативна.

Задача 7.6. Докажите, что число различных правильных замкнутых n-
угольников (в том числе самопересекающихся) равно ϕn.

Задача 7.7. Сколько несократимых дробей имеется среди n2 дробей

1/1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n
2/1, 2/2, 2/3, . . . , 2/n
. . .
n/1, n/2, n/3, . . . , n/n?

Задача 7.8. Докажите, что число беспорядков на множестве из n элементов
(см. пример 7.1.4) — ближайшее целое число к n!/e.

Задача 7.9. Пусть диагональные элементы в n × n матрице равны нулю.
Подсчитайте число ненулевых элементов в разложении определителя этой
матрицы.

Задача 7.10. Докажите, что экспоненциальная производящая функция для
последовательности чисел беспорядков имеет вид D(s) = e−s/(1− s).
Задача 7.11. Пусть µn — последовательность Мебиуса. Докажите, что

∞∏
n=1

(1− xn)−µn/n = ex.

Задача 7.12. Опишите все идеалы в алгебре функций Дирихле.

Задача 7.13. Докажите следующую формулу:

max(a1, . . . , an) = a1 + · · ·+ an −min(a1, a2)− · · · −min(an−1, an)

+ min(a1, a2, a3) + · · ·+ (−1)n−1 min(a1, . . . , an)
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Задача 7.14. Положим λn = (−1)k, где k — число простых множителей чис-
ла n (считаемых с учетом кратности). Докажите, что последовательность
λn мультипликативна.

Задача 7.15. Найдите функцию Дирихле ζ(s)λ(s), где коэффициенты функ-
ции λ(s) определены в предыдущей задаче.

Задача 7.16. Обозначим через σα(n) сумму α-х степеней делителей числа
n, σα(n) =

∑
t|n t

α (α — целое неотрицательное число). Докажите, что про-
изводящая функция Дирихле для этой последовательности имеет вид

Σα(s) =

∞∑
n=1

σα(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− α).
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Глава 8

Перечисление деревьев и
лесов

Мы уже обращались к графам, подсчитывая число путей в них. В этой
части мы более внимательно посмотрим на сами графы. Начнем с подсчета
помеченных деревьев.

8.1 Перечисление помеченных деревьев
Ряд трудностей в задачах перечисления обязан своим происхождением то-
му, что перечисляемые объекты имеют различные симметрии. Так, напри-
мер, если бы мы решили считать одинаковыми диагональные триангуляции
правильных многоугольников (см. раздел 3.3), переходящие друг в друга
при повороте, получение точной формулы превратилось бы в сложную за-
дачу, да и сама формула вряд ли значительно продвинула нас в понимании
природы триангуляций. Причина такого явления кроется в том, что раз-
личные триангуляции допускают различные группы симметрий. Все шесть
поворотов триангуляции шестиугольника, изображенной на рис. 8.1 а) да-
ют различный результат, в то время как повороты триангуляции, приведен-
ной на рис. 8.1 б), приводят лишь еще к двум новым триангуляциям, а на
рис. 8.1 в) — к одной.
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Рис. 8.1: Три диагональные триангуляции шестиугольника с различными
симметриями
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В то же время явная формула, сводящая число диагональных триангу-
ляций многоугольника с перенумерованными вершинами к числу Каталана,
дает хорошую оценку на асимптотику числа триангуляций многоугольника
с ненумерованными вершинами. Действительно, число триангуляций, рас-
сматриваемых с точностью до поворота (n + 2)-угольника, не превоcходит
cn ∼ const ·4n ·n− 3

2 , и оно не меньше, чем cn/(n+2) ∼ const ·4n ·n− 5
2 . Таким

образом нарушение симметрии — перенумерация вершин многоугольника
— привело к серьезному упрощению задачи и лишь незначительно повлия-
ло на точность ответа. Тот же прием — маркировка — оказывается весьма
эффективным и во многих других перечислительных задачах. Мы увидим
сейчас, как он используется при перечислении деревьев.

В главе 3 мы уже вводили определение графа. Сейчас мы сделаем его
более формальным.

Определение 8.1.1. Графом будем называть тройку Γ = {V,E, I}, состо-
ящую из конечного множества вершин V , конечного множества ребер E и
отображения инцидентности I : E → V × V , сопоставляющего каждому
ребру пару вершин (концы ребра), которые это ребро соединяет. Ребро на-
зывается петлей, если его концы совпадают. Валентностью вершины гра-
фа называется число ребер, для которых данная вершина является концом
(при подсчете валентности петля считается за два ребра).

Граф удобно изображать на плоскости; вершинам графа соответствуют
точки на плоскости, ребрам — отрезки дуг, соединяющие эти точки (см.
рис. 8.2).
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Рис. 8.2: Изображение графа на плоскости. Жирными точками обозначены
вершины графа (их 7), отрезками и дугами — его ребра (их 8). Не выделен-
ные точки пересечения ребер не являются вершинами

Замечание 8.1.2. 1. На самом деле, графом естественно считать не опре-
деленный выше объект, а класс эквивалентности таких объектов. Два
графа Γ1 = {V1, E1, I1} и Γ2 = {V2, E2, I2} называются изоморфными,
если существуют взаимно однозначные отображения v : V1 → V2 и
e : E1 → E2, такие, что I2 ◦ e = (v × v) ◦ I1. Другими словами, два
графа изоморфны, если можно установить взаимно-однозначное соот-
ветствие между их вершинами, при котором ребра переходят в ребра.
В дальнейшем мы не будем различать изоморфные графы.

2. У приведенного определения имеются варианты. Например, иногда
естественно требовать, чтобы через каждую пару вершин графа про-
ходило не более одного ребра, т.е. чтобы отображение инцидентности



8.1 Перечисление помеченных деревьев 107

было инъективным. Иногда в графе запрещаются петли и т.д. Мы бу-
дем всякий раз оговаривать подобные ограничения.

3. С топологической точки зрения граф представляет собой одномерный
комплекс. Если на каждом ребре графа ввести ориентацию (т.е. ука-
зать направление этого ребра), то граница ребра — это разность ко-
нечной и начальной вершин.

Определение 8.1.3. Две вершины графа называются соседними, или смеж-
ными, если существует ребро, которое их соединяет. Граф называется связ-
ным, если для любой пары u, v ∈ V его вершин существует путь, их соеди-
няющий, т.е. последовательность v0 = u, v1, . . . , vk = v ∈ V вершин графа,
в которой вершины vi−1 и vi соседние для всех i = 1, 2, . . . , k. Циклом назы-
вается последовательность ребер e1, e2, . . . , ek, в которой все ребра попарно
различны и для каждого i = 2, . . . , k − 1 один из концов ребра ei является
концом ребра ei−1, а другой — концом ребра ei+1, и свободные концы ребер
ek и e1 также совпадают. Деревом называется связный граф без циклов.
Цикл называется простым, если все вершины в нем попарно различны.

На рис. 8.3 приведены все деревья с n ≤ 5 вершинами.
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Рис. 8.3: Деревья с n ≤ 5 вершинами

Задача перечисления деревьев с n вершинами — сложная перечисли-
тельная задача. Возникающие при ее решении трудности обязаны своим
происхождением как раз различным симметриям у различных деревьев.
Мы займемся более простой задачей — перечислением деревьев с поме-
ченными вершинами. Сопоставим каждой вершине дерева одно из чисел
{1, 2, . . . , n} так, чтобы разным вершинам соответствовали разные числа.
На рис. 8.4 изображены все помеченные деревья с n ≤ 4 вершинами.

Количество различных способов пометить вершины данного дерева (и,
более общим образом, любого графа) легко вычислить, если знать, сколько
у дерева (или графа) симметрий. Все симметрии дерева образуют его группу
симметрий, или группу автоморфизмов. Это подгруппа в группе переста-
новок множества вершин дерева. Она состоит из таких перестановок мно-
жества вершин, что любая пара вершин, соединенных ребром, переходит в
пару вершин, соединенных ребром. Например, группа симметрий дерева-
цепочки, в котором больше одной вершины, состоит из двух элементов —
это тождественная перестановка вершин и отражение относительно сере-
дины цепочки. А количество элементов в группе симметрий дерева-звезды
(одна вершина соединена со всеми остальными) из n вершин равно (n− 1)!
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— мы можем произвольно переставлять n − 1 лучей звезды. Следующее
утверждение очевидно.

Утверждение 8.1.4. Число различных способов пометить данное дерево
с n вершинами равно частному от деления n! на количество элементов в
группе симметрий этого дерева.

Так, число различных способов пометить цепочку на 4 вершинах равно
4!/2 = 12, а число способов пометить звезду на 4 вершинах равно 4!/3! = 4,
поэтому всего существует 12 + 4 = 16 различных помеченных деревьев с 4
вершинами.

Последовательность чисел помеченных деревьев с n вершинами начина-
ется так: 1, 1, 3, 16, . . . , см. рис. 8.4 .
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Рис. 8.4: Помеченные деревья с n ≤ 4 вершинами

Теорема 8.1.5 (Кэли). 1 Число помеченных деревьев с n вершинами равно
nn−2.

Обозначим через Tn число корневых помеченных деревьев с n вершина-
ми, т.е. число помеченных деревьев, в которых одна из вершин выделена и
названа корнем. Ясно, что число корневых помеченных деревьев с n верши-
нами в n раз больше числа помеченных деревьев с n вершинами: в качестве
корня можно выбрать любую из n различных вершин. Поэтому из теоремы
Кэли сразу же вытекает

Следствие 8.1.6. Число помеченных корневых деревьев с n вершинами
есть Tn = nn−1.

Мы дадим два различных подсчета количества помеченных деревьев.
Первый из них принадлежит Прюферу (1918 г.) и состоит в сопоставлении
каждому дереву некоторого кода.

Возьмем какое-нибудь дерево с n вершинами, помеченными различными
числами от 1 до n. Мы сопоставим дереву последовательность длины n− 2

1Эту теорему обнаружил и доказал немецкий математик Карл Вильгельм Бортхардт
в 1860 г. Английский математик Кэли в своей заметке 1889 г., сославшись на работу
Бортхардта, усилил его теорему, после чего исходный результат также стали называть
теоремой Кэли.
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из букв x1, x2, . . . , xn. Последовательность строится индуктивно. Возьмем
в дереве лист с минимальным номером и возьмем в качестве первой буквы
последовательности x с индексом, равным номеру вершины, с которой этот
лист соединен. Затем удалим выбранный лист. Второй буквой будет x с ин-
дексом, равным номеру вершины, с которой соединен минимальный лист в
оставшемся дереве. Этот лист тоже удалим, и будем повторять эту опера-
цию до тех пор, пока не останется дерево из двух вершин (ребро). Получим
как раз последовательность букв длины n− 2.

На рис. 8.5 изображена последовательность удаления вершин в дереве с
помеченными вершинами и соответствующая этому дереву последователь-
ность букв — его код Прюфера.
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Рис. 8.5: Построение кода Прюфера помеченного дерева. Дерево на рисунке
имеет код x5x5x1x5x1x1x2 = x2

5x1x5x
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1x2

Наоборот, по любой последовательности букв длины n−2 можно восста-
новить помеченное дерево. Валентность любой вершины в этом дереве на 1
больше частоты, с которой переменная, индекс которой является номером
этой вершины, встречается в последовательности. В частности, вершины,
номера которых не встречаются в качестве индекса, — листья дерева. Взяв
первый элемент последовательности, проведем ребро, соединяющее лист с
минимальным номером и вершину, в которой стоит индекс этого первого
элемента. Затем первый элемент последовательности стираем и повторяем
процедуру для новой последовательности (с учетом того, что один лист уже
использован, а валентность вершины с номером, равным индексу первого
элемента последовательности, уменьшилась на 1). Последнее ребро соеди-
няет две вершины, валентности которых еще не заполнены.

Рассмотрим, например, как строится помеченное дерево по последова-
тельности x2

2x4x2x
2
7. Количество букв в этой последовательности равно n−

2 = 6, поэтому в дереве n = 8 вершин. Пять из этих вершин — листья; это
вершины с пометками 1, 3, 5, 6 и 8 — теми, которые не представлены в по-
следовательности. Вершина с пометкой 2 имеет валентность 4, с пометкой 4
— валентность 2, а с пометкой 7 — валентность 3.

Наименьший номер листа равен 1, а первая буква в последовательно-
сти — x2, поэтому первое ребро дерева соединяет вершины с номерами 1
и 2. После стирания первой буквы последовательности остается последо-
вательность x2x4x2x

2
7. Буква с наименьшим номером, не входящая в эту

последовательность, это x3, поэтому очередное ребро соединяет x3 и x2,
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а после вычеркивания первой буквы остается последовательность x4x2x
2
7.

Следующее ребро x5x4, а последовательность x2x
2
7. Теперь наименьший но-

мер вершины, не входящей в последовательность и не выступавшей листом,
это x4. Мы соединяем ее ребром с вершиной x2. Остается последователь-
ность x2

7. Соединяем вершину x2 (она еще не была листом) с x7 и оставляем
последовательность x7. Теперь соединяем x6 с x7. Нужную валентность име-
ют все вершины полученного графа, за исключением x7 и x8, валентность
каждой из которых на единицу меньше предписанной. Их мы и соединяем
ребром, завершая построение дерева.

Тем самым мы установили взаимно-однозначное соответствие между по-
меченными деревьями на n вершинах и упорядоченными мономами в раз-
ложении выражения (x1 + · · · + xn)n−2. В частности, подставляя значения
x1 = · · · = xn = 1, получаем формулу Кэли.

Второй подсчет числа помеченных деревьев требует рассмотрения про-
изводящей функции для этих чисел. Попробуем найти экспоненциальную
производящую функцию

T (s) =

∞∑
n=1

1

n!
Tns

n =
1

1!
s+

2

2!
s2 +

9

3!
s3 +

64

4!
s4 + . . .

для числа корневых помеченных деревьев. Эйлер назвал ее функцией Лам-
берта. Заметим, что, в силу утверждения 8.1.4, коэффициент Tn/n! в этом
ряде можно понимать как результат суммирования по всем (непомеченным)
деревьям величин, обратных к количеству их автоморфизмов.

Выкинем из дерева корень. Тогда оно распадется на несколько дере-
вьев, число которых равно валентности корня. Новые деревья тоже мож-
но считать помеченными: требуется лишь заменить пометки {l1, . . . , li},
l1 < · · · < li на пометки {1, . . . , i}, сохраняя их относительный порядок.
Корнем нового дерева будем считать вершину, соединенную с корнем исход-
ного дерева. Тем самым каждому корневому помеченному дереву с корнем
валентности k сопоставлено (мульти)множество из k корневых помеченных
деревьев. Мы говорим о мультимножествах, так как среди вновь образо-
ванных деревьев могут встречаться одинаковые, а в обычном множестве не
может быть двух совпадающих элементов.

Из приведенного описания вытекает, что деревья с корнем валентности
k перечисляются производящей функцией sT k(s). Действительно, вклад в
коэффициент при sn+1 в функции sT k(s) дают в точности элементы вида

T l1
l1!

. . .
T lk
lk!

sl1+···+lk ,

для которых l1 + · · · + lk = n. Множество пометок n вершин k деревьев
можно разбить на k подмножеств из l1, . . . , lk пометок

(
n

l1,l2,...,lk

)
= n!

l1!...lk!
способами. После того, как такое разбиение произведено, пометки на всех
вершинах дерева с сохранением относительного порядка нумерации восста-
навливаются однозначно. Поэтому число помеченных корневых деревьев на
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n+ 1 вершинах с корнем валентности k равно

n![sn]T k(s) =
∑

l1+···+lk=n

n!

l1! . . . lk!
Tl1 . . . Tlk .

Суммируя функции 1
k!T

k по всем k, получаем следующее утверждение.

Теорема 8.1.7. Экспоненциальная производящая функция T (s) для числа
помеченных корневых деревьев, перечисляющая их по числу вершин, удо-
влетворяет уравнению Лагранжа

T (s) = seT (s). (8.1)

Уравнение (8.1) имеет единственное решение (докажите!) и позволяет
последовательно вычислять коэффициенты функции T (s). Можно, напри-
мер, подсчитать, что T5 = 625, T6 = 7776. Для того, чтобы вывести из него
теорему Кэли, достаточно проверить, что функция

T (s) =

∞∑
n=1

nn−1 s
n

n!

является его решением. Полезно, однако, найти ответ, не предполагая его
заранее известным. Для этого нам понадобится следующая

Теорема 8.1.8 (Лагранж). Пусть функции ϕ = ϕ(s), ϕ(0) = 0 и ψ = ψ(t)
связаны между собой уравнением Лагранжа

ϕ(s) = sψ(ϕ(s)). (8.2)

Тогда знание функции ϕ позволяет однозначно восстановить функцию ψ
и наоборот, причем коэффициент при sn в функции ϕ равен

[sn]ϕ(s) =
1

n
[tn−1]ψn(t).

Применим эту теорему к уравнению (8.1) на функцию ϕ(s) = T (s). Здесь
ψ(t) = et. Получим

Tn = n![sn]T (s) = n!
1

n
[tn−1]ent = (n− 1)!

nn−1

(n− 1)!
= nn−1,

что и является требуемым результатом.
Доказательство теоремы 8.1.8 Докажем сначала, что уравнение Лан-

ранжа (8.2) относительно неизвестной функции ϕ имеет единственное ре-
шение. Доказательство носит стандартный характер: коэффициенты функ-
ции ϕ можно последовательно восстановить, зная коэффициенты функ-
ции ψ и уже подсчитанные коэффициенты функции ϕ. Действительно, пусть

ϕ(s) = f1s+ f2s
2 + f3s

3 + . . . , f1 6= 0, ψ(t) = p0 + p1t+ p2t
2 + . . . .
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Тогда уравнение (8.2) имеет вид

f1s+ f2s
2 + · · · = p0s+ p1s(f1s+ f2s

2 + . . . ) + p2s(f1s+ f2s
2 + . . . )2 + . . . .

Приравнивая последовательно коэффициенты при одинаковых степенях пе-
ременной s, мы заключаем, что коэффициент f1 определяется из равенства
f1 = p0, коэффициент f2 — из равенства f2 = p1f1, коэффициент f3 —
из равенства f3 = p1f2 + p2f

2
1 и т.д. Тем самым, мы можем найти все ко-

эффициенты функции ϕ. Если же коэффициенты разложения функции ϕ
известны и f1 6= 0, то те же самые уравнения позволяют последовательно
найти все коэффициенты функции ψ.

Для вывода явного вида преобразования коэффициентов нам понадо-
бится

Лемма 8.1.9 (преобразование вычета при замене переменной). Пусть функ-
ция g(t) такова, что g(0) = 0, g′(0) 6= 0. Тогда

[s−1]f(s) = [t−1]f(g(t))g′(t).

Коэффициент при −1-ой степени переменной в разложении функции в
ряд Лорана по этой переменной называется вычетом этой функции.

Для доказательства рассмотрим разложение f(s) = f−Ns
−N+f−N+1s

−N+1+
. . . , g(t) = g1t+ g2t

2 + . . . . При n 6= −1

[t−1]gn(t)g′(t) = [t−1]
1

n+ 1
(gn+1(t))′ = 0,

так как вычет производной любой функции равен нулю. При n = −1

[t−1]f−1
1

g(t)
g′(t) = f−1,

что и требовалось.
Коэффициент при sn в производящей функции ϕ равен

[sn]ϕ(s) = [s−1]sn+1ϕ(s).

Вычислим последний вычет с помощью леммы 8.1.9. Для этого перепишем
уравнение Лагранжа (8.2) в виде подстановки

s =
t

ψ(t)
,

где t = ϕ(s). Тогда, согласно лемме,

[s−1]s−n−1ϕ(s) = [t−1]ψ
n+1(t)
tn · ψ(t)−tψ′(t)

ψ2(t) = [t−1]
(
ψn(t)
tn − ψn−1(t)ψ′(t)

tn−1

)
= [tn−1]ψn(t)− 1

n [tn−2](ψn(t))′ = 1
n [tn−1]ψn(t).

Доказательство теоремы закончено.
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8.2 Леса и многочлены Абеля
Несвязное объединение деревьев называется лесом. Другими словами, лес
это простой граф без циклов (в отличие от дерева, не обязательно связный).
Каждый лес состоит из нескольких деревьев — своих компонент связности.
Корневым лесом называется лес, в каждой компоненте которого выбран
корень.

В предыдущем параграфе мы перечислили помеченные деревья и кор-
невые деревья. Посмотрим теперь, как перечисление помеченных корневых
лесов связано с многочленами Абеля An(x) = x(x+n)n−1. Скажем, раскрыв
скобки в многочлене Абеля A3, получим

A3(x) = x(x+ 3)2 = x3 + 6x2 + 9x.

В то же время, существует единственный трехкомпонентный помеченный
лес на трех вершинах, 6 двухкомпонентных помеченных лесов на трех вер-
шинах и 9 однокомпонентных помеченных лесов (деревьев) на трех вер-
шинах (проверьте!). Числа 1, 6 и 9 — коэффициенты многолена A3. То же
самое верно и для любого многочлена An:

Теорема 8.2.1. Коэффициент при xk в многочлене An равен числу поме-
ченных корневых лесов из k деревьев на n вершинах.

Рассмотрим экспоненциальную производящую функцию для многочле-
нов Абеля

A(x, s) =

∞∑
n=0

An(x)
sn

n!
.

Теорема будет доказана, если мы докажем следующее утверждение.

Теорема 8.2.2. Экспоненциальная производящая функция A для много-
членов Абеля имеет вид

A(x, s) = exT (s),

где T (s) =
∑∞
n=1 n

n−1 sn

n! есть экспоненциальная производящая функция
для корневых деревьев на n вершинах (функция Ламберта).

Для доказательства утверждения вспомним, что последовательность мно-
гочленов Абеля биномиальна (см. задачу 5.2), а значит, экспоненциальная
производящая функция для нее представляется в виде

A(x, s) = exc(s)

для некоторой функции c(s). При этом линейная часть по x функции A(x, s)
имеет вид xc(s). С другой стороны, из определения многочленов Абеля вы-
текает, что эта линейная часть равна

x

∞∑
n=1

nn−1

n!
sn,
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т.е. c(s) = T (s).
Мы также можем доказать теорему 8.2.2, не ссылаясь на биномиаль-

ность последовательности Абеля и дав, тем самым, новый вывод утвержде-
ния о ее биномиальности. Для этого введем обобщенные многочлены Абеля
и рассмотрим экспоненциальную производящую функцию для них.

Мы будем пользоваться двумя дополнительными бесконечными серия-
ми параметров t1, t2, t3, . . . и τ1, τ2, τ3, . . . . Пусть M ⊂ N — конечное (быть
может, пустое) подмножество множества натуральных чисел, и пусть |M |
— количество элементов в M , M = {i1, . . . , i|M |}. Положим

tM = ti1 + ti2 + · · ·+ ti|M| =
∑
i∈M

ti; τM = τi1 . . . τi|M| =
∏
i∈M

τi.

Моном τM полностью описывает множество M , и мы будем считать, что
τ2
i = 0 для всех i (другими словами, все элементы множества различны). В
частности

τIτJ =

{
τI∪J , если I ∩ J = ∅,
0, в противном случае.

Положим
AM (x, t) = x(x+ tM )|M |−1.

Ясно, что многочлен AM (x, t) превращается в многочлен Абеля A|M |(x) при
подстановке t1 = t2 = · · · = 1.

Рассмотрим экспоненциальную производящую функцию

Ã(x, t, τ) =
∑

M⊂N,|M |<∞

AM (x, t)
τM
|M |!

.

Теперь теорема 8.2.2 вытекает из следующего утверждения.

Теорема 8.2.3. Справедливо равенство

Ã(x, t, τ) = ex
∑
t
|M|−1
M τM . (8.3)

Доказательство. Сравнивая коэффициенты при xkτM в левой и пра-
вой частях равенства 8.3, приходим к необходимости проверить, что для
любого k, 0 ≤ k ≤ |M |, выполняется равенство(

|M | − 1

k − 1

)
t
|M |−k
M =

∑
t
|I1|−1
I1

. . . t
|Ik|−1
Ik

,

где сумма в правой части берется по всем упорядоченным разбиениям мно-
жества M на k подмножеств. Коэффициент при ta1

i1
. . . t

a|M|
i|M|

(где a1 + · · · +
a|M | = |M | − k) в левой части последнего равенства есть(

|M | − 1

k − 1

)
(|M | − k)!

a1! . . . a|M |!
.
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Коэффициент при том же мономе в правой части имеет вид∑ (|I1| − 1)! . . . (|Ik| − 1)!

a1! . . . a|M |!
.

Тем самым, нам достаточно показать, что(
|M | − 1

k − 1

)
(|M | − k)! =

∑
(|I1| − 1)! . . . (|Ik| − 1)!

но это равенство, очевидным образом, имеет место: достаточно сравнить
коэффициенты при мономе t|M |−k1 . Доказательство равенства (8.3) завер-
шено.

8.3 Перечисление посаженных лесов
Экспоненциальная производящая функция

Y (q) =

∞∑
n=1

Tn
qn

n!
=

∞∑
n=1

nn−1 q
n

n!
=

1

1!
q +

2

2!
q2 +

9

3!
q3 +

64

4!
q4 + . . . ,

для чисел корневых деревьев на n вершинах Tn = nn−1 вместе с экспонен-
циальной производящей функцией

Z(q) =

∞∑
n=1

nn
qn

n!
=

1

1!
q +

4

2!
q2 +

27

3!
q3 + . . . .

порождают очень интересную алгебру формальных рядов. Несмотря на то,
что функции Y и Z кажутся очень похожими друг на друга, они совершенно
по-разному ведут себя относительно умножения. Обозначим через A алгеб-
ру формальных степенных рядов, порожденных рядами Y и Z. Отметим,
что эти ряды алгебраически зависимы:

Z(t) =
1

1− Y (t)

(см. задачу 8.10).
Эти ряды позволяют перечислить посаженные деревья. Перечисление

посаженных деревьев обобщает формулу Кэли.
Деревья, которые мы будем перечислять, посажены на некоторых гра-

фах. Рассматриваемые нами графы неориентированы, но могут иметь петли
и кратные ребра. Корневой граф называется круглым, если он (1) связен;
(2) не содержит вершин валентности 1 за исключением, быть может, корня
и смежных с ним вершин и не содержит вершин валентности 2 за исклю-
чением, быть может, корня.

Пусть G — связный корневой граф и пусть v — вершина валентности 1
(лист) в G, не являющаяся ни корнем, ни смежной с ним вершиной. То-
гда граф Sv(G) получается из G стиранием вершины v и выходящего из
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нее ребра. Для вершины w валентности 2, не являющейся корнем, граф
Dw(G) получается из G стиранием вершины w и последующим слиянием
выходяших из нее ребер в общее ребро.

Применяя операции S и D к подходящим вершинам корневого связно-
го графа в произвольном порядке, мы получим круглый граф, который
не зависит от порядка применяемых операций. Этот круглый граф H на-
зывается базой исходного графа G, и мы говорим, что G является лесом,
посаженным на H.

Обозначим через fH(n) взвешенное число корневых графов с n+ 1 вер-
шинами и базой H, все некорневые вершины которых помечены различны-
ми числами от 1 до n. Вес, о котором идет речь, обратен порядку группы
симметрий помеченного графа. Введем производящую функцию

FH(q) =

∞∑
n=0

(
fH(n)

qn

n!

)
,

где суммирование идет по всем лесам, посаженным на H. Тогда

FH(q) =
1

|Aut(H)|
Y |V (H)|(1 + Z)|E(H)|; (8.4)

здесь |V (H)| это число вершин в H, без учета корня, и |E(H)| это число ре-
бер в H. Таким образом, производящая функция FH(q) лежит в алгебре A.

Равенство (8.4) доказать несложно: множитель Y |V (H)| перечисляет де-
ревья, высаженные на вершинах базового графаH, а множитель (1+Z)|E(H)|

перечисляет деревья, высаженные на его ребрах. У каждого дерева первого
вида есть выделенный корень — вершина, отождествленная с соответствую-
щей вершиной графаH. Каждое дерево второго вида имеет две выделенных
вершины — это две вершины, ближайшие к концам ребра графа H, на кото-
ром высажено дерево (отметим, что эти две вершины могут совпадать). В
дереве любые две вершины соединяются единственным путем, и этот путь
отождествляется с отрезком ребра, на котором высажено дерево. Произво-
дящая функция 1 +Z в точности перечисляет помеченные деревья с двумя
выделенными вершинами.

8.4 Обращение функции и суммирование по де-
ревьям

В первой главе мы доказали, что всякая производящая функция, значение
которой в 0 равно нулю, а линейный член отличен от нуля, имеет обратную
относительно подстановки. Точнее говоря, в теореме 1.4.5 утверждается су-
ществование правой обратной и левой обратной функций, а среди задач в
конце главы есть задача о совпадении этих двух функций. Доказательство
теоремы состоит, по существу, в предъявлении рекуррентной процедуры
для подсчета коэффициентов обратной функции. В этом параграфе мы об-
судим явные формулы для этих коэффициентов и их связь с деревьями.
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Чтобы эта связь была более прозрачной, нам будет удобно обращать экспо-
ненциальную производящую функцию.

Итак, пусть функция B(t) имеет вид

B(t) = t− b2
2!
t2 − b3

3!
t3 − . . .

(такой выбор знаков упрощает формулы для коэффициентов обратной функ-
ции), и мы хотим найти ряд

A(s) = s+
a2

2!
s2 +

a3

3!
s3 + . . . ,

такой, что A(B(t)) = t (откуда следует, что и B(A(s)) = s). Доказательство
теоремы 1.4.5 показывает, что коэффициенты ai ряда A являются много-
членами от коэффициентов bj ряда B,

A(s) =
∑
k1

 ∑
k2,k3,...

Ak1,k2,k3,...b
k2
2 b

k3
3 . . .

 sk1

k1!
.

Вот как выглядят первые члены разложения обратного ряда:

A(s) = s+ b2
s2

2!
+ (b3 + 3b22)

s3

3!
+ (b4 + 10b3b2 + 15b32)

s4

4!

+(b5 + 15b4b2 + 10b23 + 105b3b
2
2 + 105b42)

s5

5!
+ . . .

Мы хотим найти коэффициенты Ak1,k2,k3,... этих многочленов.

Теорема 8.4.1. • Коэффициенты Ak1,k2,k3,... обратного ряда отличны
от нуля только, если выполняется равенство∑

i≥2

iki =
∑
i≥1

ki − 1,

которое, в свою очередь, эквивалентно равенству∑
i≥2

(i− 1)ki = k1 − 1.

• Эти ненулевые коэффициенты равны

Ak1,k2,... =
(
∑
i≥1 ki − 1)!∏

i≥2 (ki!(i!)ki)
.

• Коэффициент Ak1,k2,... равен числу корневых деревьев с корнем ва-
лентности больше 1 и с k1 занумерованными вершинами валент-
ности 1, имеющим k2 вершин с 2 потомками, k3 вершин с тремя
потомками, . . . .
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Здесь потомком внутренней вершины корневого дерева называются все
ее соседи, находящиеся дальше от корня, чем она сама. Для корня дерева
число его потомков равно его валентности, а для всех остальных вершин
оно на единицу меньше валентности. Отметим, что нумерация листьев де-
рева также разрушает его симметрию, что и делает задачу перечисления
деревьев с занумерованными листьями разрешимой.

На рис. 8.6 приведены все корневые деревья, отвечающие разбиению
152231; они имеют 5 листьев, две вершины с двумя потомками и одну верши-
ну с тремя потомками. Для каждого из этих деревьев указано количество
различных нумераций его листьев числами от 1 до 5. Общее количество
этих нумераций для всех деревьев равно

105 = 20 + 10 + 30 + 30 + 15,

что и дает значение коэффициента

A5,2,1 = 105 =
7!

2! · (2!)2 · 1! · (3!)1

при мономе b22b3
s5

5! в разложении обратной функции.
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Рис. 8.6: Корневые деревья с пятью листьями, двумя вершинам с двумя по-
томками и одной вершиной с тремя потомками; для каждого дерева указано
количество нумераций листьев

Доказательство теоремы мы предлагаем читателю провести самосто-
ятельно.
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8.5 Задачи
Задача 8.1. Нарисуйте помеченные деревья, коды Прюфера которых равны
а) x2

1x
3
2x1x4; б) x4

6; в) x3
2x3x

2
1.

Задача 8.2. Выпишите коды Прюфера всех помеченных деревьев с четырь-
мя вершинами и убедитесь, что каждая последовательность длины два из
букв x1, x2, x3, x4 встречается среди этих кодов ровно один раз.
Задача 8.3. Выпишите коды Прюфера помеченных деревьев

s s s s ss ss s
1 2 3 4 5

6 7

8 9

s s ss s ss s
s
ss
s

@
@
@
@�

�
�
�

1 9 3

4 5 6

2 78

s s ss s ss s
s
ss
s

@
@
@
@�

�
�
�

2 1 3

4 5 6

9 78

Задача 8.4. Докажите, что (некорневые) леса на n помеченных вершинах
перечисляются экспоненциальной производящей функцией

expx

(
1 · s

1!
+ 1 · s

2

2!
+ 3 · s

3

3!
+ · · ·+ nn−2 · s

n

n!
+ . . .

)
.

Выпишите производящие многочлены для числа помеченных лесов на 2, 3, 4
и 5 вершинах.
Задача 8.5. Завершите следующее доказательство теоремы Кэли.

Произведение nTn перечисляет количество помеченных деревьев на n
вершинах с двумя выделенными вершинами. Мы хотим доказать, что это
количество равно nn. Соединив первую из выделенных вершин со второй
кратчайшим путем, получим последовательность из некоторых чисел меж-
ду 1 и n. К некоторым элементам этой последовательности приклеены де-
ревья, помеченные другими числами от 1 до n.

С другой стороны, рассмотрим все функции из множества {1, 2, . . . , n}
в себя. Их ровно nn штук. Каждой такой функции f можно сопоставить
ориентированный граф, соединив вершину с номером i с вершиной с номе-
ром f(i). Поскольку из каждой вершины выходит ровно одно ребро, этот
граф представляет собой набор циклов, к некоторым вершинам которых
приклеены деревья. Однако последовательность чисел и набор циклов —
это два различных способа записи перестановки.

Тем самым, мы установили взаимно однозначное соответствие между
множеством помеченных деревьев с двумя выделенными вершинами и мно-
жеством функций из множества {1, 2, . . . , n} в себя.

Решение следующих двух задач дает еще одно доказательство теоремы
Кэли.
Задача 8.6. Пусть G— граф с n помеченными вершинами. Пространство ве-
щественнозначных функций на множестве вершин графа является n-мерным
вещественным пространством Rn. На этом пространстве действует опера-
тор Лапласа, переводящий функцию f в функцию, значение которой в i-ой
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вершине равно
∑

(f(i)− f(j)), где суммирование идет по всем вершинам j,
смежным с j. Действие оператора Лапласа очевидным образом линейно. Он
переводит постоянную функцию в 0, поэтому одно из его собственных зна-
чений равно 0. Докажите матричную теорему о деревьях (теорему Кирх-
гофа): произведение остальных собственных значений оператора Лапласа,
деленное на количество вершин в графе, равно количеству остовных дере-
вьев2 в G, умноженному на n.

Задача 8.7. Применив теорему Кирхгофа из предыдущей задачи к полному
помеченному графу на n вершинах, выведите из нее теорему Кэли.

Задача 8.8. Уравнение (3.2) на производящую функцию Cat(s) для чисел
Каталана можно переписать в виде

Cat(s)− 1 = sCat2(s).

Последнее уравнение представляет собой уравнение Лагранжа (8.2) для
функций ϕ(s) = Cat(s) − 1 и ψ(t) = (1 + t)2. Выведите отсюда с помощью
теоремы Лагранжа явную формулу для чисел Каталана.

Задача 8.9. Всякое кубическое уравнение можно сдвигом переменной и рас-
тяжением привести к виду

z3 − 3pz − 1 = 0,

откуда
z(z3 − 3pz) = z.

Полагая ϕ(z) = z, ψ(z) = z3− 3pz, выведите с помощью теоремы Лагранжа
формулу для разложения корня этого кубического уравнения, обращающе-
гося в 1 при p = 0, в ряд по степеням переменной p.

Задача 8.10. Докажите, что для функций Y (t) и Z(t) из раздела 8.3 выпол-
няется равенство

Z(t) =
1

1− Y (t)
.

2Остовное дерево в графе это набор ребер в нем, образующий дерево и проходящий
через все его вершины.



Глава 9

Числа Гурвица

Графы с n помеченными вершинами тесно связаны с группой перестано-
вок n элементов. Дело в том, что каждое ребро в таком графе определяет
транспозицию — перестановку, меняющую местами концы ребра. Произве-
дение этих транспозиций, взятых в некотором порядке, это элемент группы
перестановок. Порядок умножения транспозиций можно задать, занумеро-
вав ребра графа. Циклический тип полученной перестановки несет инфор-
мацию о структуре графа. Например, если граф — дерево на n вершинах, то
произведение транспозиций является циклом длины n, в каком бы порядке
мы их ни перемножали.

Обратная задача — о нахождении количества наборов транспозиций,
произведение которых дает перестановку заданного циклического типа, —
это классическая задача Гурвица. Она тесно связана с такими современ-
ными предметами исследования как структура пространства римановых
поверхностей и интегрируемые системы математической физики, что и сде-
лало ее предметом интенсивного анализа в последние годы. Мы не будем
говорить об этих глубоких областях математики, ограничившись знаком-
ством с простейшими комбинаторными свойствами чисел Гурвица.

9.1 Графы и перестановки
Рассмотрим произвольный граф с n вершинами и занумеруем его вершины
числами от 1 до n. Тогда каждому ребру этого графа можно сопоставить
транспозицию — элемент группы перестановок Sn. Эта транспозиция пере-
ставляет элементы, стоящие на концах выбранного ребра, оставляя осталь-
ные элементы на месте.

Нас будет интересовать произведение в группе Sn транспозиций, отве-
чающих всем ребрам графа. Поскольку группа перестановок некоммута-
тивна, произведение транспозиций зависит от порядка, в котором мы их
берем. Чтобы задать этот порядок, необходимо в дополнение к нумерации
вершин перенумеровать ребра графа. Например, для дерева с рис. 9.1 с

121
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занумерованными вершинами и ребрами произведение транспозиций

τ8 ◦ · · · ◦ τ1 = (45)(15)(18)(12)(16)(29)(57)(35)

равно (697532148) т.е. является длинным циклом (циклом длины n = 9) в
группе перестановок S9:

1 7→ 6 7→ 2 7→ 9 7→ 8 7→ 4 7→ 5 7→ 3 7→ 7 7→ 1

(мы перемножаем перестановки справа налево, т.е. первой выполняется са-
мая правая перестановка). Оказывается, это общее свойство деревьев.

s s s s s
s s

s s
9 2 1 5 7

6 3

8 4

3 5 7 2
4 1

6 8

Рис. 9.1: Дерево с помеченными вершинами и занумерованными ребрами

Теорема 9.1.1. Пусть Θ — дерево на n вершинах с произвольной нумера-
цией вершин и ребер. Тогда произведение τn−1 ◦ · · · ◦ τ1 всех транспозиций,
отвечающих ребрам дерева Θ, в порядке их нумерации является длинным
циклом в группе перестановок Sn.

Прежде, чем доказывать теорему, отметим, что если ее утверждение
справедливо при выбранной нумерации вершин дерева, то оно остается вер-
ным и при любой другой нумерации: перенумерация элементов множества
Nn = {1, . . . , n} действует на любой перестановке этого множества сопря-
жением, а значит не меняет ее циклический тип.

Доказательство. Пусть σ ∈ Sn — произвольная перестановка, а τ =
(i, j) ∈ Sn — транспозиция, меняющая местами элементы i, j ∈ Nn. Коли-
чество циклов в разложении произведения τ ◦ σ = (i, j) ◦ σ в произведение
независимых циклов зависит от того, входят ли элементы i и j в один цикл
перестановки σ или они входят в разные циклы. Если i и j входят в один
цикл, то умножение на τ расщепляет этот цикл на два. Если же i и j при-
надлежат разным циклам, то умножение на τ склеивает эти два цикла в
один.

Рассмотрим начальный отрезок τk ◦ · · · ◦ τ2 ◦ τ1 произведения транспози-
ций, отвечающий первым k ребрам дерева. Пусть Θk — подграф в дереве Θ,
состоящий из всех вершин этого дерева и ребер с номерами 1, . . . , k. При-
веденное рассуждение показывает, что циклы в разложении перестановки
τk ◦ · · · ◦ τ2 ◦ τ1 в произведение независимых циклов взаимно однозначно
соответствуют компонентам связности графа Θk — вершины каждой ком-
поненты связности образуют один цикл. Добавление ребра с номером k+ 1
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приводит к тому, что два цикла, отвечающие компонентам связности, со-
единяемым этим ребром, склеиваются в один. При исчерпании всех ребер
все компоненты склеиваются в одну компоненту связности, а циклы — в
один длинный цикл. Теорема доказана.

Пример 9.1.2. Посмотрим, как выглядит процесс соединения подграфов для
дерева с рис. 9.1. Сначала каждая вершина образует отдельный цикл —
неподвижную точку тождественной перестановки. При умножении на τ1
мы получаем цикл длины два, состоящий из вершин 3 и 5. При умножении
на τ2 к этим двум вершинам добавляется вершина 7 — получается цикл дли-
ны три. Умножение на τ3 приводит к появлению нового цикла длины два,
состоящего из вершин 2 и 9. Умножение на τ4 образует еще один цикл дли-
ны два — он состоит из элементов 1 и 6. После умножения на τ5 последние
два цикла сливаются в один цикл длины четыре. Последующее умножение
на τ6 добавляет в этот цикл элемент 8. Умножение на τ7 сливает циклы
длины три и пять в один цикл длины восемь; наконец, умножение на τ8
добавляет к этому циклу последнюю оставшуюся изолированной вершину
с номером 4.

Число n − 1 это минимальное число транспозиций, в произведение ко-
торых можно разложить цикл длины n (если в графе с n вершинами мень-
ше n−1 ребер, то он несвязен). Каждому разложению длинного цикла в Sn в
произведение n−1 транспозиций можно сопоставить дерево на n вершинах
с занумерованными вершинами и ребрами — ребро с номером k соединя-
ет вершины с номерами, переставляемыми транспозицией τk. Этот граф
действительно является деревом, поскольку число ребер в нем на единицу
меньше числа вершин и он связен. Тем самым, мы установили взаимно-
однозначное соответствие между деревьями на n вершинах с занумерован-
ными вершинами и ребрами и разложениями длинных циклов в Sn в про-
изведение n− 1 транспозиций.

Согласно теореме Кэли, число деревьев на n вершинах с занумерованны-
ми вершинами равно nn−2. Есть (n−1)! различных нумераций ребер такого
дерева. Поэтому имеется (n− 1)!nn−2 последовательностей из n− 1 транс-
позиций в Sn, произведение которых дает длинный цикл. В свою очередь,
число длинных циклов в Sn равно (n − 1)!, что приводит к следующему
утверждению.

Теорема 9.1.3. Каждый длинный цикл в Sn допускает nn−2 различных
представлений в виде произведения n− 1 транспозиций.

9.2 Числа Гурвица
Приведенное в предыдущем параграфе вычисление является первым при-
мером вычисления чисел Гурвица. Более общим образом, числа Гурвица
подсчитывают количество разложений данной перестановки в произведе-
ние заданного количества перестановок предписанных циклических типов.
В этом параграфе мы обсудим различные варианты чисел Гурвица.
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9.2.1 Простые и общие числа Гурвица
Всякую перестановку σ ∈ Sn можно разложить в произведение транспози-
ций, причем таких разложений существует много. Мы хотим для данногоm
подсчитать количество последовательностей τ1, . . . , τm из m транспозиций,
произведение которых равно данной перестановке σ,

σ = τm ◦ · · · ◦ τ1.

Следующие утверждения очевидны:

• число таких представлений зависит лишь от циклического типа пере-
становки σ — оно одинаково для всех перестановок с данным цикли-
ческим типом;

• есть минимальное число mmin = mmin(σ), для которого такое пред-
ставление существует, и это минимальное число равно n−c(σ), где c(σ)
— количество независимых циклов в σ. Действительно, минимальное
число транспозиций, произведение которых является циклом длины l
равно l − 1;

• все значения m, для которых число представлений отлично от нуля,
имеют одну и ту же четность, совпадающую с четностью перестанов-
ки σ.

Теперь мы готовы дать определение простого числа Гурвица. Ниже мы
обозначаем разбиения одним из двух эквивалентных способов — либо как
последовательность невозрастающих частей, µ = (µ1, µ2, . . . ), где µ1 ≥ µ2 ≥
. . . , в которой лишь конечное число частей отлично от нуля, либо в мульти-
пликативной записи 1k12k2 . . . , где ki обозначает кратность части i в разби-
ении и все кратности за исключением конечного числа равны 0 (а соответ-
ствующие им части не включаются в обозначение). В частности, справедли-
во равенство n = 1 ·k1 +2 ·k2 + · · ·+n ·kn. Вот, например, как записываются
в этом виде все разбиения числа 5:

51, 1141, 2131, 1231, 1122, 1321, 15.

Определение 9.2.1. Пусть µ — разбиение числа n, µ ` n. Простое число
Гурвица h◦m;µ определяется равенством

h◦m;µ =
1

n!
|{(τ1, . . . , τm), τi ∈ C2(Sn)|τm ◦ · · · ◦ τ1 ∈ Cµ(Sn)}| .

Здесь через C2(Sn) обозначено множество всех транспозиций в Sn, а Cµ(Sn)
— множество всех перестановок с циклическим типом µ ` n в Sn; в частно-
сти, C2(Sn) = C1n−221(Sn).

Связное простое число Гурвица hm;µ определяется аналогичным обра-
зом, но рассматриваются только такие наборы из m транспозиций, что по-
рождаемая ими подгруппа 〈τ1, . . . , τm〉 ⊂ Sn действует на множестве Nn =
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{1, . . . , n} транзитивно. Это означает, что любой элемент i ∈ Nn перехо-
дит в любой другой наперед заданный элемент j ∈ Nn после применения
некоторой цепочки указанных транспозиций.

Как мы знаем, любому набору транспозиций можно сопоставить граф с
множеством вершин Nn и занумерованными ребрами. Простые числа Гур-
вица перечисляют графы сm ребрами и заданным циклическим типом про-
изведения транспозиций, а связные простые числа Гурвица — связные гра-
фы.

Выполненное нами в предыдущем разделе вычисление показывает, что

hn−1;n1 = nn−3.

Действительно, число упорядоченных наборов из n− 1 транспозиций, про-
изведение которых есть длинный цикл, совпадает с числом деревьев на n
вершинах с помеченными вершинами и ребрами, т.е. равно (n − 1)!nn−2.
После деления на n! мы получаем требуемое число Гурвица.

Приведем примеры вычисления чисел Гурвица “вручную”.
Пример 9.2.2. Пусть n = 3 и µ = 31. Произведение любых двух различ-
ных транспозиций в S3 дает цикл длины 3, а подгруппа, ими порожденная,
совпадает с S3 и поэтому действует на множестве N3 транзитивно. Поэтому

h◦2;31 = h2;31 =
1

6
· 6 = 1,

поскольку всего есть 3 ·2 = 6 упорядоченных пар различных транспозиций.
Это частный случай — для n = 3 — нумерации помеченных деревьев.

Отметим, что если как простое число Гурвица, так и соответствующее
связное простое число Гурвица отличны от нуля, то они совпадают в том
и только в том случае, если перестановка σ представляет собой длинный
цикл: в этом случае подгруппа группы перестановок, порожденная транс-
позициями τi, автоматически действует транзитивно, а во всех остальных
случаях это не так.

С ростом порядка симметрической группы и сложности разбиения пря-
мые вычисления чисел Гурвица становятся все более сложными.
Пример 9.2.3. Пусть n = 3 и пусть µ = 1121 — циклический тип транс-
позиции. Разумеется, транспозицию можно представить как единственную
транспозицию. Однако она допускает и представление в виде произведения
трех транспозиций. Более того, произведение любой тройки транспозиций
является нечетной перестановкой, а значит, транспозицией. Поэтому

h◦3;1121 =
1

6
· 33 =

9

2
.

Среди 33 = 27 троек транспозиций 3 тройки порождают подгруппы, дей-
ствующие нетранзитивно (это подгруппы, состоящие из троек совпадающих
транспозиций). Таким образом,

h3;1121 =
1

6
· (27− 3) = 4.
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Этот пример показывает, что числа Гурвица могут быть и дробными.
Так оказывается даже в простейшем случае

h◦1;21 = h1;21 =
1

2
· 1 =

1

2
.

Пример 9.2.4. Полезным инструментом вычисления простых чисел Гурви-
ца могут служить ориентированные графы. Посмотрим, как с помощью
такого графа можно подсчитать число h◦4;1231 . Это число отвечает произве-
дению четырех транспозиций в группе S5, произведение которых является
циклом длины 3. На рис. 9.2 изображен ориентированный граф, позволя-
ющий вычислить это число. Стрелки в этом графе идут слева направо,
и каждая стрелка означает умножение на транспозицию. Вершины графа
— разбиения числа n = 5. Над каждой стрелкой надписана ее кратность.
Кратность представляет собой число транспозиций, умножение на кото-
рые данной перестановки, цикловой тип которой совпадает с разбиением в
начале стрелки, дает перестановку, цикловой тип которой совпадает с раз-
биением в конце стрелки. Обратите внимание на то, что сумма кратностей
всех ребер, выходящих из одной вершины, равна 10 — это общее количество
транспозиций в группе перестановок пяти элементов.
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Рис. 9.2: а) Ориентированный граф для подсчета числа h4;1231 и б) один из
путей в нем; кратность выбранного пути равна 120

Например, на стрелке, идущей из вершины 1231 в вершину 1141, на-
писано 6: умножение перестановки циклового типа 1231 на транспозицию
оказывается перестановкой циклового типа 1141 для 6 различных транспо-
зиций. Действительно, такая транспозиция должна переставлять один из
неподвижных элементов исходной перестановки (таких элементов 2) и один
из элементов цикла длины 3 (таких элементов 3).

Интересующее нас число Гурвица есть 1/5! умножить на суммарное ко-
личество путей длины 4, ведущих из исходной вершины 15 в вершину 1231.
Каждый путь считается с кратностью, равной произведению кратностей
всех входящих в него ребер. Это число равно

h◦4;1231 =
1

5!
·10 ·(6 ·6 ·4+6 ·1 ·1+6 ·3 ·6+1 ·10 ·6+3 ·2 ·6+3 ·4 ·1+3 ·4 ·4) = 34

1

2
.
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Подсчет связного числа Гурвица h4;1231 требует более тонкого анали-
за путей в графе — мы должны отобрать те из них, которые порождают
транзитивно действующую подгруппу.

Более общим образом, для набора разбиений µ1, . . . , µm числа n мы мо-
жем рассмотреть общие числа Гурвица, перечисляющие разложения тож-
дественной перестановки в произведения вида

σm ◦ · · · ◦ σ1,

в которых каждая перестановка σi имеет циклический тип µi, 1 ≤ i ≤ m.
(В случае простых чисел Гурвица все перестановки за исключением одной
являются транспозициями, а последняя равна σ−1 и имеет тот же цикличе-
ский тип, что и σ). Общее число Гурвица определяется как число наборов
из m перестановок σ1, . . . , σm данных циклических типов, поделенное на n!.
Связные числа Гурвица определяются аналогичным образом с добавлением
требования транзитивности действия подгруппы 〈σ1, . . . , σm〉 ⊂ Sn, порож-
денной перестановками σi. Мы не собираемся использовать общие числа
Гурвица, поэтому не вводим обозначений для них.

9.3 Уравнение транспозиции
Введем две производящие функции для простых чисел Гурвица:

H◦(u; p1, p2, . . . ) =

∞∑
m=0

∑
µ

h◦m;µpµ1
pµ2

. . .
um

m!
; (9.1)

H(u; p1, p2, . . . ) =

∞∑
m=1

∑
µ

hm;µpµ1
pµ2

. . .
um

m!
, (9.2)

где в обоих случаях µ пробегает множество всех разбиений всех натураль-
ных чисел. Обратите внимание на то, что суммирование в выражении для
функции H◦ начинается с m = 0, а в выражении для функции H — с m = 1.

Как обычно, производящая функция для несвязных объектов является
экспонентой производящей функции для связных:

Теорема 9.3.1. Справедливо равенство H◦ = exp(H).

Это утверждение позволяет переформулировать утверждения о простых
числах Гурвица в терминах связных простых чисел Гурвица и наоборот.

Кое-что про функции Гурвица сказать легко. Например, H(0; p1, . . . ) =
p1, т.е. H◦(0; p1, . . . ) = ep1 . Действительно, свободный член по u функций H
и H◦ перечисляет разложение перестановки в произведение нулевого числа
транспозиций. Такое произведение одно — это тождественная перестановка.
Порождаемая тождественной перестановкой группа (которая, разумеется,
состоит из одного элемента) действует транзитивно лишь при n = 1. Сле-
дующая теорема дает простой способ вычисления чисел Гурвица, отталки-
ваясь от этих начальных условий.
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Теорема 9.3.2 (уравнение транспозиции, Гульден–Джексон). Производя-
щая функция H◦ для простых чисел Гурвица удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению:

∂H◦

∂u
=

1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
H◦. (9.3)

Прежде чем доказывать теорему, посмотрим, как вычислять производя-
щую функцию H◦ с помощью уравнения транспозиции. Один из удобных
способов смотреть на функцию H◦ состоит в том, чтобы разложить ее в
ряд по переменной u,

H◦(u; p1, p2, . . . ) =

∞∑
m=0

H◦(m)(p1, p2, . . . )
um

m!
.

Тогда уравнение транспозиции можно переписать в виде рекурсии

H◦(m+1) =
1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
H◦(m) = AH◦(m),

(9.4)
где преобразование A имеет вид

A =
1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
.

Начав с функции H◦(0) = H◦(0; p1, p2, . . . ) = ep1 , мы сразу же получаем
несколько первых членов разложения:

H◦(u; p1, p2, . . . ) = ep1

(
1 +

1

2
p2
u

1!
+ (p2

1 +
1

2
p2

2 + p3)
u2

2!
+ . . .

)
. (9.5)

Отметим, что применение оператора A к функции H◦(m) всегда порож-
дает лишь конечное число ненулевых слагаемых, хотя в операторе их бес-
конечно много. Причина состоит в том, что функция H◦(m) имеет вид про-
изведения ep1 на многочлен от переменных p1, . . . , pm, и ее производные по
каждой из переменных pk при k > m обращаются в нуль.
Вывод уравнения транспозиции. Уравнение описывает, что происхо-
дит при умножении данной перестановки на транспозицию, т.е. при замене
представления

σ = τm ◦ τm−1 ◦ · · · ◦ τ1
представлением

τm ◦ σ = τm−1 ◦ · · · ◦ τ1
(здесь мы воспользовались тем, что перестановка τ2

mявляется тождествен-
ной). Уменьшение числа транспозиций справа на единицу означает диффе-
ренцирование по u слева в уравнении (9.3), поскольку эта процедура пони-
жает на единицу степень по u.
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Умножение на транспозицию τm меняет перестановку σ одним из двух
различных способов: либо τm меняет местами два элемента, принадлежа-
щих одному циклу в σ, либо эти два элемента принадлежат различным
циклам. В первом случае цикл в σ расщепляется на два цикла, сумма длин
которых совпадает с длиной расщепленного цикла. Во втором случае, на-
оборот, два цикла склеиваются в единый цикл, длина которого равна сумме
длин склеивающихся циклов. Два слагаемых справа в уравнении транспо-
зиции соответствуют этим двум возможностям. Коэффициенты в уравне-
нии отвечают количеству способов выбрать два элемента, переставляемые
транспозицией τm: для каждого из i+ j элементов в цикле длины i+ j па-
ру можно подобрать единственным образом (при условии, что циклический
порядок фиксирован), а в двух циклах длин i и j соответственно имеется
ij способов выбрать пару элементов, перестановка которых склеивает эти
циклы. Теорема доказана.



9.4 Задачи 130

9.4 Задачи
Задача 9.1. Пусть Γ — связный граф на n вершинах с единственным про-
стым циклом. Докажите, что произведение в Sn всех транспозиций, соот-
ветствующих ребрам графа Γ, раскладывается в произведение двух неза-
висимых циклов вне зависимости от порядка умножения транспозиций.

Задача 9.2. Приведите пример связного графа с единственным простым
циклом, в котором длины двух циклов в произведении всех транспозиций,
отвечающих его ребрам, зависят от выбранного порядка умножения.

[Указание:] В качестве такого графа можно взять цикл с четырьмя
вершинами.

Задача 9.3. Приведите пример связного графа, в котором количество цик-
лов в произведении всех транспозиций, отвечающих его ребрам, зависит от
порядка умножения транспозиций.

[Указание:] В качестве такого графа можно взять граф на трех вер-
шинах с четырьмя ребрами. Два из этих ребер должны соединять одну и
ту же пару вершин.

Задача 9.4. Воспользовавшись рекуррентным соотношением (9.4), выпиши-
те коэффициенты при u3 и u4 в разложении (9.5). Зная эти коэффициенты,
выпишите формулы для числа разложений перестановки данного цикличе-
ского типа в произведение трех и четырех транспозиций.

Задача 9.5. Вычислите простые и связные простые числа Гурвица h◦3;1141 ,
h3;1141 , h◦3;112131 , h3;112131 .

Задача 9.6. Подсчитайте число упорядоченных пар циклов σ1, σ2 длины 3
а) в группе S4, произведение которых σ1σ2 имеет циклический тип 22; б) в
группе S5, произведение которых σ1σ2 имеет циклический тип 51.



Глава 10

Соотношение
удаление-стягивание и
теорема Татта

Графы — простейшие топологические объекты. Их простота определяется
тем, что их топологическая размерность 1 — первая нетривиальная размер-
ность. Однако уже в этом случае природа изучаемых объектов чрезвычайно
богата и содержательна.

Графы — чрезвычайно универсальный способ представления самых раз-
нообразных данных. Эта всеобщность означает, что невозможно создать
теорию графов: такая теория должна была бы охватывать множество дале-
ких друг от друга областей. Однако если не задаваться столь всеобъемлю-
щей задачей, то графовое представление может оказаться весьма удобным
языком описания объектов какой-нибудь алгебраической или топологиче-
ской теории и формулировки ее результатов, а также полезным источником
для обнаружения связей между различными теориями.

10.1 Графы, изоморфизм и инварианты
Нас будут интересовать инварианты графов, т.е. функции на графах, при-
нимающие одинаковые значения на изоморфных графах. Вообще, приду-
мать инвариант несложно — годится любая функция, выраженная в терми-
нах, не использующих конкретные множества вершин и ребер. Вот примеры
таких функций:

• число вершин и число ребер в графе;

• максимальная степень вершины;

• максимальное расстояние между вершинами графа;

131
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• ранг матрицы смежности графа;

и т.д. (Матрица смежности графа строится следующим образом. Зану-
меруем все n вершин графа числами от 1 до n. Матрица смежности — это
n×n-матрица, у которой в клетке (i, j) стоит 1, если вершины i и j соедине-
ны ребром, и 0 — в противном случае. На диагонали в матрице смежности
стоят нули. Это очень полезный способ представления графа. Ясно, что
ранг матрицы смежности — рассматриваемой как матрица с элементами из
Z2 — является инвариантом графа.) Вы можете поупражняться в приду-
мывании своих собственных инвариантов.

Поскольку придумать инвариант графов несложно, встает вопрос: как
сравнивать инварианты? Какие из них лучше, какие хуже? На этот вопрос
нельзя ответить, если не знать, зачем инварианты нужны. Первый — и са-
мый очевидный — ответ на последний вопрос состоит в том, что инварианты
— удобный способ различать графы. Если один и тот же инвариант прини-
мает разные значения на двух графах, то эти графы неизоморфны. Вообще,
проблема изоморфизма графов — сложная с вычислительной точки зрения
задача. Разумеется, изоморфизм двух графов можно проверить, отождеств-
ляя попарно всеми возможными способами вершины этих графов, однако
этот алгоритм суперэкспоненциален по числу вершин. Алгоритмы, обеспе-
чивающие полиномиальную сложность в наихудшем случае, неизвестны.
Такая постановка вопроса приводит к следующим естественным требова-
ниям к инварианту:

• инвариант должен быть легко вычислимым (скажем, за полиномиаль-
ное по числу вершин время);

• инвариант должен различать как можно больше неизоморфных гра-
фов;

и соответствующим “критериям качества”: один инвариант лучше другого,
если он

• быстрее вычисляется;

• различает больше графов.

К сожалению, первое требование трудно выполнимо. Второе же допускает
дальнейшую формализацию, и мы не раз к нему вернемся.

10.2 Хроматический многочлен
Рассмотрим теперь важный и нетривиальный пример инварианта. Пусть c
— натуральное число. Обозначим через χΓ(c) число правильных раскрасок
вершин графа Γ в c цветов. Это функция от переменной c, и мы будем
называть ее хроматической функцией графа Γ. Под правильной раскраской
мы понимаем сопоставление цвета каждой вершине графа таким образом,
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d t t d
Рис. 10.1: Две различные раскраски двувершинного графа без ребер

t t t tq q q
Рис. 10.2: Граф-цепочка An

что любые две соседние (т.е. соединенные ребром) вершины окрашены в
различные цвета.

Например, вершины графа допускают правильную раскраску в один
цвет (c = 1) в том и только в том случае, если в графе нет ребер, т.е.
он состоит из n не связанных между собою вершин. Заметим, что в этом
случае мы можем красить каждую вершину произвольно в любой из c цве-
тов — раскраска все равно будет правильной, а значит, χΓ(c) = cn. Обратите
внимание на то, что две раскраски вершин двувершинного графа, изобра-
женные на рис. 10.1, мы считаем различными. Другими словами, зафикси-
ровав граф Γ, мы помечаем его вершины и считаем различными любые две
раскраски, в которых хотя бы одна вершина окрашена в различные цвета.

Для графа из двух вершин, соединенных ребром, имеем χΓ(c) = c(c−1).
Действительно, если мы окрасим первую вершину в один из c цветов, то
для окраски второй вершины мы можем использовать один из оставшихся
c − 1 цветов. Аналогично, для графа-треугольника (трех вершин, попарно
соединенных ребрами) χΓ(c) = c(c − 1)(c − 2). Эти утверждения несложно
обобщить на некоторые графы с бо́льшим числом вершин.

Утверждение 10.2.1. (i) Справедливо равенство

χKn(c) = c(c− 1)(c− 2) . . . (c− n+ 1) = (c)n,

где Kn — полный граф на n вершинах, т.е. граф, в котором все вершины
соединены ребрами попарно.

(ii) Справедливо равенство

χAn(c) = c(c− 1)n−1,

где An — цепочка на n вершинах (см. рис. 10.2).

Напомним, что через (c)n мы обозначаем нисходящий факториал аргу-
мента c.

Прежде, чем переходить к общему анализу функции χΓ(c), заметим, что
если граф Γ представляется в виде несвязного объединения двух графов
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Рис. 10.3: Граф C4 с занумерованными вершинами

Γ = Γ1 t Γ2, то χΓ(c) = χΓ1(c)χΓ2(c). Это очень важное свойство, и мы
остановимся на нем подробнее.

Несвязное объединение двух графов — это граф, множество вершин и
множество ребер которого являются несвязным объединением множеств
вершин и ребер этих графов. Множество компонент связности несвязного
объединения двух графов является объединением множеств их компонент
связности. То, что хроматическая функция несвязного объединения двух
графов является произведением хроматических функций этих графов, оче-
видно: правильная раскраска каждого из графов автоматически дает пра-
вильную раскраску их объединения и наоборот. В дальнейшем нас очень
часто будут интересовать именно такие инварианты графов, значения ко-
торых на несвязных объединениях графов равны произведению значений
на каждом из объединяемых графов. Заметим, что значение такого инва-
рианта на пустом графе следует полагать равным 1.

Вычислим теперь хроматическую функцию для несколько менее триви-
ального примера — циклического графа Cn (n-угольника). Начнем с гра-
фа C4 (квадрата). Занумеруем его вершины в циклическом порядке (см.
рис. 10.3) и будем раскрашивать их последовательно. Первую вершину мож-
но раскрасить в c цветов. Вторую — в c− 1 цветов. Третью — тоже в c− 1
цветов: ее цвет должен отличаться от цвета второй вершины. С четвертой
вершиной дело обстоит сложнее. Ее цвет должен отличаться и от цвета
третьей, и от цвета первой вершины. Разделим всевозможные окраски чет-
вертой вершины в цвет, отличный от цвета третьей вершины, на две группы:
те, в которых цвет четвертой вершины отличен от цвета первой, и те, в ко-
торых эти два цвета совпадают. Первая группа дает правильные раскраски
квадрата, а вторая — правильные раскраски треугольника. Действительно,
если первая и четвертая вершина покрашены в один и тот же цвет, то мы
можем склеить их в одну, получив из квадрата треугольник. Тем самым,
мы доказали равенство

χC4(c) = χA4(c)− χC3(c) = c(c− 1)3 − c(c− 1)(c− 2) = c(c− 1)(c2 − 3c+ 3).

Здесь A4 —цепочка на четырех вершинах, а C3 = K3 — треугольник.
На самом деле, в приведенном рассуждении нигде не использовалась

структура графа C4. Оно годится для произвольного графа. Пусть Γ —
граф, e ∈ E(Γ) — ребро в нем. Обозначим через Γ′e граф Γ с выкинутым
ребром e, а через Γ′′e — этот же граф, в котором ребро e стянуто в точку
(и, следовательно, два конца ребра e стали новой вершиной нового графа,
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а число вершин в нем на 1 меньше, чем в Γ). Тогда справедливо следующее
утверждение.

Теорема 10.2.2. Хроматическая функция удовлетворяет равенству

χΓ(c) = χΓ′e
(c)− χΓ′′e

(c) (10.1)

для любого графа Γ и любого ребра e в нем.

Тем самым, хроматическую функцию графа можно вычислять последо-
вательно: оба графа в правой части равенства (10.1) устроены проще, чем
граф в его левой части. У первого из них меньше ребер, а у второго — мень-
ше и вершин, и ребер. Заметим, однако, что сложность такого вычисления
экспоненциальна. Действительно, на каждом шаге мы получаем два графа
вместо одного, т.е. на шаге с номером k мы получим 2k графов (некото-
рые из которых могут оказаться изоморфными). Важно также отметить,
что — несмотря на свободу выбора ребра на каждом шаге — результат вы-
числения, в силу инвариантности хроматической функции, не зависит от
выбираемых ребер.

Замечание 10.2.3. Хроматическую функцию можно определить также и
для графов, содержащих петли и кратные ребра. При этом для графа с пет-
лями она оказывается тождественно равной нулю (поскольку у таких гра-
фов правильные раскраски вершин отсутствуют). Хроматическая функция
графа с кратными ребрами совпадает с хроматической функцией того же
графа, в котором каждое кратное ребро заменено обычным однократным
ребром. Такое определение согласуется с теоремой 10.2.2. Действительно,
если в графе есть кратные ребра, то, выбирая любое из этих ребер в ка-
честве ребра e и применяя к нему формулу (10.1), мы получаем в правой
части формулы тот же граф, в котором кратность ребра уменьшилась на 1,
а также граф с петлей, хроматическая функция для которого равна нулю.

Во всех просчитанных нами примерах хроматическая функция оказы-
вается многочленом, степень которого равна числу вершин в графе, а стар-
ший коэффициент равен 1. Теорема 10.2.2 позволяет распространить это
утверждение на произвольные графы.

Следствие 10.2.4. Хроматическая функция любого графа является мно-
гочленом, степень которого равна числу вершин в графе, а старший коэф-
фициент равен 1.

Действительно, хроматическая функция графа на n вершинах, не имею-
щего ребер, равна cn, что составляет базу индукции. Теорема 10.2.2 обеспе-
чивает шаг индукции: согласно предположению индукции хроматический
многочлен графа Γ′e это многочлен степени n со старшим коэффициентом 1,
а хроматический многочлен графа Γ′′e это многочлен степени n− 1. Их раз-
ность является многочленом степени n со старшим коэффициентом 1.
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10.3 Немного о топологии графа
Граф — одномерный объект, поэтому его топология довольно проста. Одна-
ко она не совсем пуста. Разумеется, в первую очередь интерес представляет
топология связных графов.

Набор ребер в графе Γ называется эйлеровым подграфом, если валент-
ность всех вершин этого подграфа четна. Например, в треугольнике C3 есть
два эйлеровых подграфа: пустой набор ребер и набор, состоящий из всех
трех ребер.

Заметим, что всякий эйлеров подграф разбивается в объединение цик-
лов, не имеющих общих ребер (отдельная вершина также образует такой
цикл; длина его равна 0). Действительно, возьмем какой-нибудь цикл, со-
держащийся в данном эйлеровом подграфе. Такой цикл всегда существует
(докажите!). Выкинув ребра, входящие в выбранный цикл, мы снова по-
лучаем эйлеров подграф, поскольку количество ребер, проходящих через
каждую вершину, остается четным.

Рассмотрим векторное пространство ZE(Γ)
2 над полем Z2 = {0, 1} выче-

тов по модулю 2, натянутое на все ребра графа как на образующие. Любое
подмножество в множестве E(Γ) всех ребер графа Γ можно считать век-
тором в этом пространстве. Координата такого вектора, соответствующая
ребру e, равна нулю, если ребро e не входит в подмножество, и равна 1 в
противном случае. Наоборот, каждому вектору однозначно сопоставляется
набор ребер графа. Размерность пространства ZE(Γ)

2 равна |E(Γ)| — числу
ребер в графе.

Множество C(Γ) всех эйлеровых подграфов в Γ образует векторное под-
пространство в этом пространстве. Действительно, рассмотрим два эйле-
ровых подграфа и произвольную вершину графа. В сумме над Z2 этих
эйлеровых подграфов ребра, проходящие через выбранную вершину, ан-
нигилируются попарно. Поэтому число неаннигилировавших ребер четно.
Размерность векторного пространства элеровых циклов в графе Γ обозна-
чается b1(Γ) и называется первым числом Бетти, или цикломатическим
числом.

Ученым языком, это число равно числу образующих в первой группе го-
мологий графа. Число компонент связности в графе называют также нуле-
вым числом Бетти; оно обозначается через b0(Γ). Это — число образующих
нулевой группы гомологий.

Теорема 10.3.1 (Эйлер). Первое число Бетти связного графа равно

b1(Γ) = |E(Γ)| − |V (Γ)|+ 1.

Это утверждение можно считать определением цикломатического чис-
ла. Первое число Бетти графа, очевидно, является инвариантом графа.

Для доказательства теоремы Эйлера заметим, во-первых, что если граф Γ
— дерево, то величины слева и справа от знака равенства равны 0. Действи-
тельно, непустых эйлеровых подграфов в дереве нет, а число ребер в нем
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больше числа вершин на 1. Наоборот, если цикломатическое число данно-
го связного графа равно 0, то этот граф — дерево. Действительно, любой
простой цикл в графе — эйлеров подграф в нем.

Пусть теперь теорема Эйлера доказана для всех связных графов с цик-
ломатическим числом k. Возьмем граф Γ, в котором |E(Γ)| − |V (Γ)| + 1 =
k + 1. Выкинув из него произвольное ребро e, стирание которого не на-
рушает связности графа, мы получим граф с цикломатическим числом k.
Рассмотрим в C(Γ) подпространство эйлеровых подграфов, не содержащих
ребро e. Это подпространство совпадает с пространством C(Γ′e) эйлеровых
подграфов в графе Γ′e, поэтому его размерность равна k.

С другой стороны, поскольку выкидывание ребра e не нарушает связ-
ности графа Γ, через e проходит хотя бы один цикл, а значит, e содержится
хотя бы в одном эйлеровом подграфе. Сумма над Z2 любых двух таких
эйлеровых подграфов не содержит e, следовательно, лежит в C(Γ′e). Тем са-
мым, пространство C(Γ) является прямой суммой пространств C(Γ′e) и од-
номерного векторного пространства, натянутого на произвольный вектор,
представленный циклом, содержащим ребро e. Поэтому его размерность
равна k + 1, и теорема Эйлера доказана.

10.4 Многочлен Пенроуза
Вот еще один, по-видимому, чрезвычайно важный, инвариант графов.

Для любого разбиения множества V (Γ) вершин графа Γ на два непе-
ресекающихся подмножества V (Γ) = V1 t V2 подмножество всех ребер, со-
единяющих вершины из V1 с вершинами из V2, называется коциклом в Γ.
В C3 коциклы — это пустое подмножество ребер, а также все пары ребер.
Обозначим через K(Γ) множество всех коциклов.

В пространстве ZE(Γ)
2 есть невырожденное скалярное произведение со

значениями в Z2: скалярное произведение двух наборов ребер равно четно-
сти числа элементов в пересечении этих наборов.

Теорема 10.4.1 (Веблен, 1912). Множество коциклов K(Γ) является век-
торным подпространством в ZE(Γ)

2 , ортогональным подпространству эй-
леровых подграфов C(Γ) относительно этого скалярного произведения:

C(Γ) = K⊥(Γ), C⊥(Γ) = K(Γ).

Для доказательства теоремы Веблена заметим, во-первых, что любой
коцикл пересекается с любым эйлеровым подграфом по четному числу ре-
бер. Действительно, пусть коцикл сопоставлен разбиению множества вер-
шин графа на два непересекающихся подмножества V1 и V2. Разобьем эй-
леров подграф в объединение циклов, не имеющих общих ребер. В каждом
цикле число ребер, соединяющих вершины из V1 с вершинами из V2, четно
— если идти по циклу в выбранном направлении, то число переходов из V1

в V2 равно числу переходов из V2 в V1. Поэтому четно и число таких ребер в
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эйлеровом подграфе, а значит, скалярное произведение эйлерова подграфа
и коцикла равно нулю.

Количество способов, которыми множество вершин графа можно раз-
бить на два непересекающихся подмножества, равно 2|V (Γ)|−1. Поэтому мно-
жество всех коциклов состоит из 2|V (Γ)|−1 элементов. С другой стороны,
согласно формуле Эйлера, подпространство, ортогональное пространству
эйлеровых подграфов, имеет размерность |V (Γ)| − 1, а значит оно состоит
из 2|V (Γ)|−1 элементов. Поскольку оно содержит множество всех коциклов,
оно просто совпадает с ним. Теорема Веблена доказана.

Например, как мы видели, размерность пространства циклов в C3 равна
1, а размерность пространства коциклов равна 2. Сумма этих размерностей
равна 3 — числу ребер в C3.

Замечание 10.4.2. Не следует думать, что пространство ZE(Γ)
2 является пря-

мой суммой подпространства эйлеровых подграфов и подпространства ко-
циклов, несмотря на дополнительность размерностей этих подпространств.
Например, для графа C4 — цикла на четырех вершинах — сумма всех ре-
бер является одновременно циклом и коциклом. Поэтому подпространство
эйлеровых подграфов, состоящее из пустого множества ребер и суммы всех
ребер, лежит в пространстве коциклов, C(C4) ⊂ K(C4). В общем случае,
подпространство эйлеровых подграфов и подпространство коциклов могут
пересекаться по подпространству положительной размерности.

Для подмножества E′ ⊂ E(Γ) множества ребер в Γ рассмотрим подпро-
странство

BΓ(E′) = {C ∈ C(Γ), C ∩ E′ ∈ K(Γ)} ⊂ ZE(Γ)
2 .

Многочленом Пенроуза графа Γ называется многочлен от одной переменной
(которую принято обозначать λ), определяемый равенством

PΓ(λ) = λ
∑

E′⊂E(Γ)

(−1)|E
′|λdimBΓ(E′).

Пример 10.4.3. Вычислим многочлен Пенроуза графа C4, цикла на четырех
вершинах. В этом графе четыре ребра, поэтому вычисление многочлена PC4

требует перебора всех 24 = 16 подмножеств в множестве ребер. Мы будем
пересекать с каждым из этих подмножеств одномерное пространство цик-
лов, состоящее из пустого набора ребер и множества всех ребер. В свою
очередь, размерность пространства коциклов равна |V (C4)| − 1 = 3, и оно
состоит из пустого набора ребер, набора всех ребер и всех пар ребер.

Для пустого подмножества ребер пересечение с ним любого цикла явля-
ется коциклом, поэтому вклад пустого подмножества в многочлен Пенроуза
равен λ1 = λ.

Вклад любого подмножества из одного ребра равен −λ0 = −1, посколь-
ку пересечение цикла с таким подмножеством является коциклом только,
если исходный цикл пуст. Всего таких подмножеств четыре, поэтому их
суммарный вклад равен −4.
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Размерность пространства коциклов, являющихся результатом пересе-
чения пространства циклов с любым подмножеством из двух ребер равна
единице. Таких подмножеств шесть, поэтому их суммарный вклад равен 6λ.

Суммарный вклад подмножеств из трех ребер равен −4.
Вклад подмножества, состоящего из всех четырех ребер, равен λ.
Суммируя все вклады, получаем

PC4(λ) = 8λ(λ− 1).

10.5 Соотношения Татта
Мы показали, что хроматический многочлен графа χΓ(c) удовлетворяет
соотношению

χΓ(c) = χΓ′e
(c)− χΓ′′e

(c)

для любого ребра e в графе Γ. Однако хроматический многочлен — не един-
ственный инвариант графов, удовлетворяющий такому соотношению. Татт
называет W -функцией всякий инвариант графов f , удовлетворяющий со-
отношению

f(Γ) = f(Γ′e) + f(Γ′′e ) (10.2)

для любого графа Γ и любого ребра e в нем. Изменение знака − на + не иг-
рает существенной роли: хроматический многочлен несложно модифициро-
вать так, чтобы он удовлетворял соотношению (10.2). Для этого достаточно
умножить его на (−1)|V (Γ)|, где |V (Γ)| — число вершин в Γ, т.е. рассмотреть
модифицированный хроматический многочлен χ̃Γ(c) = (−1)|V (Γ)|χΓ(c). Мы
будем называть равенство (10.2) соотношением Татта.

Соотношение Татта мы будем рассматривать для графов с петлями и
кратными ребрами. При этом в качестве ребра e можно брать только зве-
но — ребро, не являющееся петлей. Как мы уже отмечали, хроматический
многочлен можно определить и для таких графов, причем для выбранного
продолжения соотношения (10.2) продолжают выполняться.

Помимо соотношений Татта хроматический многочлен удовлетворяет
также соотношению

f(Γ) = f(Γ1)f(Γ2) (10.3)

в случае, если граф Γ является несвязным объединением графов Γ1 и Γ2.
Татт называетW -функции, удовлетворяющие соотношению (10.3), V -функ-
циями, а мы будем называть их также инвариантами Татта. Для того,
чтобы равенства (10.2) и (10.3) имели смысл, необходимо, чтобы в области
значений инварианта f были определены сложение и умножение. Поэто-
му мы всегда будем предполагать, что эта область значений представляет
собой некоторое фиксированное коммутативное кольцо K. В случае хрома-
тического многочлена кольцо K является кольцом многочленов от одной
переменной c, K = Z[c]. Наша задача — доказать теорему Татта, дающую
полное описание инвариантов Татта.
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Пример 10.5.1 (сложность графа). Приведем еще один важный пример W -
функции. Остовным деревом графа Γ называется поддерево в нем, содер-
жащее все вершины графа Γ. Сложностью графа называется число остов-
ных деревьев в нем. Обозначим сложность графа Γ через C(Γ). Очевидно,
что сложность несвязного графа равна нулю. Сложность графа удовле-
творяет соотношению Татта (10.2). Действительно, все остовные деревья в
графе Γ разбиваются на два класса: не содержащие данное ребро e и содер-
жащие это ребро. Остовные деревья первого типа находятся в естествен-
ном взаимно-однозначном соответствии с остовными деревьями графа Γ′e,
а остовные деревья второго типа — в естественном взаимно-однозначном
соответствии с остовными деревьями графа Γ′′e .

10.6 Теорема Татта
Оба графа в правой части соотношения Татта “проще” графа в его левой
части: в них меньше звеньев. Поэтому, применяя соотношение Татта после-
довательно, мы можем свести вычисление любойW -функции к ее вычисле-
нию на графах без звеньев. Такое вычисление можно понимать как замену
любого графа формальной линейной комбинацией графов без звеньев с це-
лыми неотрицательными коэффициентами.

Всякий граф без звеньев является несвязным объединением одновер-
шинных графов с несколькими петлями. Поэтому для задания W -функции
достаточно определить ее на таких графах. Для задания V -функции до-
статочно определить ее на одновершинных графах с произвольным ко-
личеством петель: на несвязных объединениях таких графов значение V -
функции будет произведением ее значений на связных компонентах.

Пример 10.6.1. Хроматический многочлен однозначно определяется усло-
виями (10.2), (10.3) и тем, что на одновершинном графе без петель он равен
c, а на одновершинном графе с одной и более петлей он равен нулю.

Сложность графа однозначно определяется условием (10.2) и тем, что
она равна 1 на любом одновершинном графе и 0 на несвязном объединении
двух и более одновершинных графов.

Принципиальное значение поэтому имеет следующий вопрос: верно ли,
что W -функция может принимать любое значение на несвязном объеди-
нении одновершинных графов (соответственно, верно ли что V -функция
может принимать любое значение на одновершинных графах). Другими
словами, последовательность упрощений графа с помощью соотношения
Татта всегда приводит к линейной комбинации графов без звеньев. Однако
таких последовательностей много — верно ли, что результат не зависит от
выбранной последовательности?

Например, для графа на рис. 10.4 есть две различные возможности вы-
брать ребро, однако уже на следующем шаге мы с необходимостью при-
ходим к равным линейным комбинациям графов. Верно ли, что так будет
всегда? Теорема Татта дает положительный ответ на этот вопрос.
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Рис. 10.4: Различные последовательности упрощения графа с помощью со-
отношений Татта

Теорема 10.6.2 (Татт). Для любого набора значений на графах без звеньев
(соотв., на одновершинных графах) существует W -функция (соотв., V -
функция), принимающая такие значения.

Как мы уже видели раньше, такая функция единственна.

10.7 Доказательство теоремы Татта
В основе доказательства теоремы Татта лежит построение универсальной
V -функции. Так мы называем V -функцию со значениями в кольце много-
членов Z[s0, s1, . . . ] от бесконечного числа переменных, такую, что любую
другую V -функцию со значением в произвольном кольце K можно полу-
чить подстановкой вместо переменных si подходящих элементов кольца K.
Заметим, что элементами кольца Z[s0, s1, . . . ] являются конечные суммы
мономов, представляющих собой конечные произведения переменных si с
целыми коэффициентами.

Такую функцию можно построить следующим образом. Назовем остов-
ным подграфом графа всякий его подграф, содержащий все его вершины.
Тем самым, у каждого графа Γ ровно 2|E(Γ)| остовных подграфов — по
числу подмножеств в множестве ребер. Положим

UΓ(s0, s1, . . . ) =
∑

E′⊂E(Γ)

s
i0(Γ(E′))
0 s

i1(Γ(E′))
1 . . . . (10.4)

В правой части формулы суммирование идет по всем подмножествам E′

множества ребер E(Γ); через Γ(E′) обозначен соответствующий остовный
подграф, а im(Γ(E′)) — число связных компонент в Γ(E′) с цикломатиче-
ским числом im (т.е., i0(Γ(E′)) — число деревьев среди связных компонент,
i1(Γ(E′)) — число связных компонент с одним простым циклом и т.д.).

Лемма 10.7.1. Функция UΓ является инвариантом Татта, т.е.

UΓ = UΓ′e
+ UΓ′′e

для любого графа Γ и любого звена e в нем.

Прежде, чем доказывать лемму, посмотрим, что означает на практике
вычисление функции UΓ.
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Пример 10.7.2. Пусть Γ = C3 — граф-треугольник. Тогда у него 23 = 8
остовных подграфов. Подграф с пустым множеством ребер содержит три
компоненты, каждая с цикломатическим числом 0, поэтому его вклад в
функцию UC3

равен s3
0. Каждый из трех подграфов с одним ребром содер-

жит две компоненты, обе с цикломатическим числом 0. Их общий вклад
равен поэтому 3s2

0. Аналогично, вклад трех двухреберных подграфов ра-
вен 3s0. Наконец, сам граф C3 состоит из одной компоненты связности с
цикломатическим числом 1, поэтому его вклад равен s1. Таким образом,

UC3
= s3

0 + 3s2
0 + 3s0 + s1.

Доказательство леммы 10.7.1 Фиксируем граф Γ и звено e в нем.
Остовные подграфы графа Γ, не содержащие ребро e, находятся во взаимно
однозначном соответствии с остовными подграфами графа Γ′e. При этом со-
ответствии подграфы изоморфны, а значит соответствующие им значения
i0, i1, . . . совпадают. С другой стороны, остовные подграфы графа Γ, содер-
жащие ребро e, находятся во взаимно однозначном соответствии с остов-
ными подграфами графа Γ′′e . При этом соответствии в каждом остовном
подграфе в Γ′′e стягивается одно ребро, что не меняет набора цикломатиче-
ских чисел его связных компонент. Лемма доказана.

Покажем теперь, что придавая различные значения переменным si мы
можем превратить U в V -функцию с любыми наперед заданными значени-
ями на одновершинных графах без ребер. Обозначим одновершинный граф
с n петлями через Xn. Выпишем значения функции U на Xn. Имеем

U(X0) = s0, U(X1) = s0 + s1, U(X2) = s0 + 2s1 + s2;

вообще

U(Xn) =

n∑
j=0

(
n

j

)
sj .

Действительно, в графеXn имеется 2n остовных подграфов — по числу под-
множеств в множестве петель. Все эти подграфы связны. Число остовных
подграфов из k петель равно

(
n
k

)
, и его цикломатическое число равно k.

Из этих равенств мы можем выразить si:

s0 = U(X0), s1 = U(X1)− U(X0), . . . , sn = (−1)n
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
U(Xj), . . . .

Тем самым, для произвольного набора значений U(Xj) = tj , мы можем
восстановить значения si, а значит и значение функции U на произвольном
графе, положив

si = (−1)i
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
tj .

Теорема Татта доказана.
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Проверим проведенное выше вычисление значения функции U на графе
C3. Последовательно применяя соотношения Татта, мы заключаем, что

C3 = X3
0 + 3X2

0 + 2X0 +X1.

Отсюда

UC3 = U3
X0

+3U2
X0

+2UX0 +UX1 = s3
0 +3s2

0 +2s0 +s1 +s0 = s3
0 +3s2

0 +3s0 +s1

в согласии с нашими предыдущими вычислениями.

10.8 Новые примеры инвариантов Татта
Результаты предыдущего раздела означают, что инвариант Татта можно
задать, либо подставив в универсальную функцию UΓ произвольные значе-
ния вместо параметров si, либо указав значения инварианта на графах Xn,
— любой из этих наборов значений однозначно выражается через другой.
Вот что получается при некоторых специальных подстановках.

Пример 10.8.1 (ребра). Если мы положим в универсальном инварианте U
все si = 1, то получим V -функцию, принимающую на графе Γ значение
2|E(Γ)|.

Пример 10.8.2 (дихроматический многочлен и дихромат). Дихроматичес-
кий многочлен QΓ(t, z) зависит от двух переменных, и определяется подста-
новкой sk = tzk в универсальный инвариант Татта. Как нетрудно видеть,
значение дихроматического многочлена на графе Xn равно

QXn(t, z) = t(1 + z)n,

и эти равенства также можно считать его определением.
Подстановка t = −c, z = −1 превращает дихроматический многочлен в

хроматический.
Дихромат графа Γ определяется формулой

χΓ(x, y) = (x− 1)−b0(Γ)QΓ(x− 1, y − 1),

или
χΓ(x, y) = (x− 1)−b0(Γ)

∑
E′⊂E(Γ)

(x− 1)b0(E′)(y − 1)b1(E′).

Пример 10.8.3 (потоковый многочлен). Подстановка z = −m, t = −1 пре-
вращает дихроматический многочлен в потоковый, который мы обозначим
через FΓ(m):

FΓ(m) = QΓ(−1,−m).

Объясним причину такого названия. Обозначим через Zm группу вычетов
по модулю m. Цепью над Zm в графе Γ называется формальная линейная
комбинация ребер графа Γ с коэффициентами из Zm, т.е. элемент группы
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ZE(Γ)
m . Ориентируем ребра графа Γ произвольным образом. Тогда грани-

цей цепи называется формальная линейная комбинация вершин графа Γ,
в которой коэффициент при каждой вершине равен сумме коэффициентов
цепи входящих в нее ребер минус сумма коэффициентов выходящих ребер.
Цепь называется циклом, если у нее нулевая граница (т.е. коэффициенты
границы при каждой вершине равны нулю). Понятие эйлерова подграфа
совпадает с понятием цикла над Z2. При этом выбор ориентации графа не
важен, так как в группе Z2 всякий элемент совпадает со своим противопо-
ложным.

Например, граф из двух вершин, соединенных двумя ребрами, допус-
кает две существенно различных ориентации. В обоих случаях цепи имеют
вид a1e1 + a2e2, где символами e1, e2 обозначены (ориентированные) ребра
графа, а a1, a2 ∈ Zm. Граница такой цепи равна сумме вершин, взятых с
коэффициентами a1 + a2,−(a1 + a2) в случае, если ребра ориентированы
одинаково, и с коэффициентами a1−a2, a2−a1, если ориентации ребер про-
тивоположны. Если оба ребра ориентированы одинаково, то циклы имеют
вид ae1 − ae2, а если ориентация ребер противоположна, то циклы имеют
вид ae1 + ae2.

Утверждение 10.8.4. Значение многочлена FΓ(m) при целом m ≥ 2 равно
числу всюду ненулевых циклов над Zm в произвольной ориентации ребер
графа Γ, умноженному на (−1)b1(Γ)+1.

Всюду ненулевой цикл можно понимать как “поток” в графе, а его коэф-
фициенты при ребрах как “величину тока” вдоль направления этого ребра,
что и объясняет название инварианта. При этом суммарный поток через
любую вершину равен нулю, т.е. вершина не является ни источником, ни
стоком.

Для доказательства утверждения заметим прежде всего, что число всю-
ду ненулевых циклов не зависит от выбора ориентации графа: чтобы пре-
вратить цикл в некоторой ориентации в цикл относительно другой ориен-
тации, отличающейся от первой ориентацией некоторых ребер, достаточно
поменять коэффициенты при этих ребрах на противоположные. Ясно, что
такая операция задает взаимно-однозначное отображение, как на множе-
ствах циклов, так и на множествах всюду ненулевых циклов.

Проверим теперь, что число всюду ненулевых циклов над Zm, умножен-
ное на (−1)b1(Γ), является V -функцией. Мультипликативность числа всюду
ненулевых циклов очевидна. Умножение на (−1)b1(Γ) не меняет этого свой-
ства, поскольку при несвязном объединении графов их цикломатические
числа складываются.

Фиксируем граф Γ, ориентацию в нем и ребро e ∈ Γ. Для проверки
соотношения Татта заметим, что всякому всюду ненулевому циклу в графе
Γ′′e можно сопоставить цикл в графе Γ. Действительно, рассмотрим цепь
в Γ, отвечающую выбранному циклу в Γ′′e , и достроим ее до цикла. Для
этого нужно приписать ребру e в Γ коэффициент, равный, с точностью до
знака, значению коэффициента границы рассматриваемой цепи в любой
из вершин, инцидентных ребру e. Эти два значения отличаются знаком,
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и выбранный коэффициент зависит от выбранного направления ребра e.
Может случиться, однако, что построенный таким образом коэффициент
равен нулю. Такое происходит в том и только в том случае, когда цикл в
Γ′′e задает цикл в Γ′e. Тем самым, число всюду ненулевых циклов в Γ равно
разности числа всюду ненулевых циклов в Γ′′e и Γ′e. Цикломатические числа
графов Γ и Γ′′e совпадают, а цикломатическое число графа Γ′e меньше их
на единицу. Поэтому после умножения числа всюду ненулевых циклов на
(−1)b1(Γ) получаем функцию, удовлетворяющую соотношению Татта.

Осталось проверить ее совпадение с функцией F на графах Xn. Но мы
знаем, что

FXn(m) = −(1−m)n,

что после умножения на (−1)b1(V (Γ))+1 = (−1)n+1 в точности равно (m−1)n

— числу всюду ненулевых циклов вXn над Zm (поскольку любая расстанов-
ка ненулевых элементов группы Zm на петлях графа Xn является циклом),
что и требовалось.

Пример 10.8.5 (эйлеровость). Вот V -функция со значениями в Z2, выде-
ляющая эйлеровы графы (напомним, граф называется эйлеровым, если у
всех его вершин четные валентности). Положим значение V -функции ε рав-
ным 1 на всех графах Xn. Тогда значение такой функции на произвольном
эйлеровом графе Γ равно 1, а на неэйлеровом графе — нулю.

Для доказательства последнего утверждения достаточно проверить, что
такая функция удовлетворяет соотношению Татта. Эйлеровость графа яв-
ляется топологической характеристикой — она не меняется при стягивании
ребра. Поэтому если граф Γ эйлеров, то граф Γ′′e тоже эйлеров для любого
ребра e ∈ E(Γ), а граф Γ′e неэйлеров — в нем валентности двух вершин
меняются на 1. Если же граф Γ неэйлеров, причем в нем есть вершина
нечетной валентности не на концах ребра e, то и оба графа Γ′e и Γ′′e неэй-
леровы. Если же нечетную валентность имеют лишь оба конца ребра e, то
оба графа Γ′e и Γ′′e эйлеровы. Во всех этих случаях

ε(Γ) = ε(Γ′e) + ε(Γ′′e ).

Заметим также, что эйлеровость графа совпадает с числом всюду нену-
левых циклов в нем с коэффициентами в группе Z2. Действительно, един-
ственный способ приписать всем ребрам графа ненулевые значения в Z2

состоит в том. чтобы сопоставить каждому ребру значение 1. В результате
мы получим цикл в том и только в том случае, если в каждой вершине схо-
дится четное число ребер, т.е. если наш граф — эйлеров. Тем самым, этот
пример является частным случаем предыдущего.
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Рис. 10.5: Различные триангуляции цикла C6

10.9 Задачи
Задача 10.1. Рассуждая по индукции, найдите χCn(c) для произвольного
цикла длины n.

Задача 10.2. Пусть Γ — граф. Докажите, что хроматический многочлен
графа, полученного из Γ добавлением одной вершины, соединенной с одной
из его вершин, получается из хроматического многочлена графа Γ умноже-
нием на c− 1.

Задача 10.3. Пользуясь теоремой 10.2.2, подсчитайте хроматический мно-
гочлен для а) деревьев на n вершинах; б) триангуляций (т.е. циклов, в ко-
торых проведены “попарно непересекающиеся диагонали”, разбивающие их
на треугольники, см. рис. 10.5. Покажите, в частности, что хроматическая
функция одинакова для всех деревьев и для всех триангуляций на данном
числе вершин, а значит, не различает попарно неизоморфные графы этих
типов.

Задача 10.4. Докажите, что второй коэффициент хроматического много-
члена χΓ(c) графа Γ с n вершинами (коэффициент при cn−1) равен числу
ребер в Γ, взятому со знаком минус.

Задача 10.5. Докажите, что знаки коэффициентов хроматического много-
члена чередуются — коэффициент при ck имеет знак (−1)n−k или равен
нулю.

Задача 10.6. Дайте доказательство теоремы Татта, основанное на том, что
операции удаления/стягивания двух различных звеньев в графе коммути-
руют между собой.

Задача 10.7. Ориентацией графа называется выбор направлений ребер в
нем. Ориентация называется ациклической, если в графе отсутствуют цик-
лы, идущие в направлении ориентированных ребер. Докажите, что число
ациклических ориентаций графа равно |χΓ(−1)| — модулю значения хрома-
тического многочлена в точке −1. Проверьте, что это утверждение распро-
страняется и на графы с кратными ребрами и петлями.

Например, для графа A2 = K2 имеем χA2(−1) = 2, и действительно, обе
возможные ориентации отрезка являются ациклическими. В свою очередь,
χK3

(−1) = −6, и из восьми возможных ориентаций треугольника ровно
две не являются ациклическими. Для доказательства воспользуйтесь тем,
что количество ациклических ориентаций удовлетворяет соотношению Тат-
та (предварительно доказав этот факт).
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Задача 10.8. Подсчитайте первое число Бетти а) для деревьев; б) для цик-
лов Cn; в) для полных графов Kn; г) для триангуляций (см. задачу 10.3).

Задача 10.9. Вычислите многочлен Пенроуза для всех графов с не более,
чем 4 вершинами.

Задача 10.10. Докажите, что многочлен Пенроуза связного графа, в ко-
тором есть перешеек (ребро, при выкидывании которого граф становится
несвязным) равен нулю.

Задача 10.11. Вычислите сложность графов, принадлежащих к изучавшим-
ся нами ранее типам. Какова сложность связного графа с цикломатическим
числом 1, содержащего единственный простой цикл длины n?

Задача 10.12. Проверьте, что сложность графа не меняется при удалении
из него и добавлении к нему петель.

Задача 10.13. Понятие цикла над группой Zm можно обобщить на произ-
вольные абелевы группы. Докажите, что потоковый многочлен перечисляет
не только всюду ненулевые циклы над Zm, но и всюду ненулевые циклы над
произвольной абелевой группой с m элементами.

Задача 10.14. Остовный подграф графа Γ на 2n вершинах называется со-
вершенным паросочетанием, или 1-фактором, если он состоит из n ребер,
никакие два из которых не имеют общих концов. Например, в квадрате C4

два совершенных паросочетания, а в полном графе K4 их три. Рассмотрим
V -функцию, значение которой на графе Xn равно

(−1)n+1

2
(3n + 1).

Докажите, что значение этой V -функции на всяком кубическом графе (т.е.,
на графе, валентности всех вершин которого равны трем) равно числу со-
вершенных паросочетаний в нем.

Проверим это утверждение для кубического графа K4 — полного графа
на четырех вершинах. Значение универсального инварианта U на таком
графе равно

UK4
= s4

0 + 6s3
0 + 15s2

0 + 4s0s1 + 16s0 + 15s1 + 6s2 + s3.

Его несложно вычислить благодаря высокой степени симметрии графа K4.
Например, в множестве его ребер имеется

(
6
3

)
= 20 трехреберных подмно-

жеств. Четыре из соответствующих остовных подграфов составляют тре-
угольник C3, объединенный с отдельной вершиной, остальные 16 состо-
ят из трех компонент связности с цикломатическим числом 0. Таким об-
разом, вклад трехреберных подграфов в универсальный инвариант равен
4s0s1 + 16s3

0. Вычисление остальных слагаемых еще проще.
Воспользовавшись выражениями для sn

s0 = t0, s1 = t1 − t0,
s2 = t2 − 2t1 + t0, s3 = t3 − 3t2 + 3t1 − t0,
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через значения на базисных графах и известными значениями

t0 = −1, t1 = 2, t2 = −5, t3 = 14,

получаем
s0 = −1, s1 = 3, s2 = −10, s3 = 36.

Подстановка этих значений в универсальный инвариант дает 3, что и тре-
бовалось.

Задача 10.15. Подсчитайте число совершенных паросочетаний в а) цепоч-
ках An; б) циклах Cn; в) полных графах Kn; г) в триангуляциях (см. зада-
чу 10.3).

Задача 10.16. Найдите все графы с шестью вершинами, имеющие 6 совер-
шенных паросочетаний.

Задача 10.17. Составьте таблицу, в которой для всех связных графов с ≤ 5
вершинами указаны значения всех введенных выше инвариантов графов.



Глава 11

Алгебра Хопфа графов

При обсуждении теневого исчисления мы выяснили, что оно тесно связано
со структурой градуированной коалгебры на пространстве многочленов от
одной переменной. Эта структура естественным образом распространяется
и на пространство многочленов от многих переменных. В этой главе мы
приводим еще один пример коалгебраической структуры — на простран-
стве графов. Коалгебра графов также градуирована — числом вершин в
графе. Добавив к коумножению умножение, порожденное несвязным объ-
единением графов, мы получаем на пространстве графов структуру биал-
гебры. Свойства многих инвариантов графов тесно связаны с наличием этой
структуры.

11.1 Алгебра Хопфа графов

11.1.1 Структура алгебры
Большинство из рассматривавшихся нами в предыдущих главах инвариан-
тов графов являются мультипликативными: их значение на несвязном объ-
единении графов равно произведению их значений на каждом из объеди-
няемых графов. Тот факт, что это свойство присуще большому количеству
интересных инвариантов, навел Татта на мысль рассматривать несвязное
объединение графов как умножение в кольце, а мультипликативные инва-
рианты — как гомоморфизм колец. Из соображений удобства языка мы
будем брать в качестве базового кольца поле C комплексных чисел (а не
кольцо целых чисел Z) и говорить об алгебре графов над полем C.

Определение 11.1.1. Алгеброй графов G называется бесконечномерная ал-
гебра с единицей над C, порожденная как алгебра простыми связными гра-
фами, умножение образующих в которой задается несвязным объединением
графов.

Напомним, что простой граф не содержит петель и кратных ребер.

149
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Пример 11.1.2. Например, мы можем рассмотреть такой элемент алгебры
G:

g = 15 + 7πK4 − (2− e)C5C6 +
3

4
C3

4 −K12; (11.1)

Здесь 15 — коэффициент при пустом графе, через K4 обозначен полный
граф на четырех вершинах, C5C6 — граф, полученный несвязным объеди-
нением цикла на пяти вершинах и цикла на 6 вершинах, C3

4 — граф, полу-
ченный несвязным объединением трех циклов на четырех вершинах, K12 —
полный граф на 12 вершинах. На практике, однако, нам редко придется
сталкиваться с иррациональными коэффициентами.

В алгебре G содержатся конечномерные подпространства Gn, порожден-
ные графами с n вершинами (в качестве G0 мы берем само поле C — одно-
мерное пространство, порожденное пустым графом). Их размерность равна
числу (как связных, так и несвязных) графов с n вершинами. При малых
n ее легко вычислить. Например, dimG1 = 1, dimG2 = 2, dimG3 = 4. Одна-
ко при больших значениях n это вычисление становится сложной задачей.
Пространства Gn не просто содержатся в G; все пространство G расклады-
вается в прямую сумму этих подпространств:

G = G0 ⊕ G1 ⊕ G2 ⊕ . . . . (11.2)

Это означает, что любой элемент g ∈ G единственным образом представля-
ется в виде суммы

g = g0 + g1 + g2 + . . . ,

где gi ∈ Gi, и лишь конечное число слагаемых в правой части отлично
от нуля. Например, для элемента g, заданного равенством (11.1), имеем
g0 = 15, g4 = 7πK4, g11 = −(2− e)C5C6, g12 = 3

4C
3
4 −K12, а все остальные gi

равны нулю.
Умножение в G устроено таким образом, что произведение элементов из

Gk и Gl лежит в Gk+l. Другими словами, разложение (11.2) является градуи-
ровкой алгебры G, а умножение согласовано с этой градуировкой. Мы будем
обозначать операцию умножения буквой m или, как обычно, просто запи-
сывать сомножители подряд. Правильно считать, что умножение является
билинейным градуированным отображением тензорного квадрата алгебры
в саму алгебру:

m : G ⊗ G → G; m : Gk ⊗ Gl → Gk+l.

Роль единицы алгебры G играет пустой граф. Единицу можно понимать
как гомоморфизм e : G → C, который является изоморфизмом на G0 и
отображает в нуль все Gi при i > 0; этот гомоморфизм сопоставляет любому
элементу в G коэффициент при пустом графе в этом элементе.

11.1.2 Структура коалгебры
Понятия коалгебры, биалгебры и алгебры Хопфа возникли в топологии.
Они уже появлялись у нас в теневом исчислении. В этом разделе мы опи-
шем коалгебраическую структуру на пространстве графов. Естественная
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структура коалгебры возникает на пространстве, двойственном к произ-
вольной алгебре.

Если A — алгебра, то на двойственном к ней пространстве A∗ (т.е. на
пространстве линейных функционалов A→ C) имеется коумножение. Это
операция

µ : A∗ → A∗ ⊗A∗,

заданная следующим образом:

µ(f)(a⊗ b) = f(m(a, b))

для любого элемента f ∈ A∗ и любых a, b ∈ A. Очевидно, что коумножение
линейно. Если при этом алгебра A градуирована,

A = A0 ⊕A1 ⊕A2 ⊕ . . . ,

то и алгебра A∗ градуирована:

A∗ = A∗0 ⊕A∗1 ⊕A∗2 ⊕ . . . .

(В случае, если градуировка содержит бесконечное число членов, это опре-
деление требует уточнения, но мы не будем им сейчас заниматься.) Коумно-
жение согласовано с градуировкой двойственного пространства:

µ : A∗n → (A∗0 ⊗A∗n)⊕
(
A∗1 ⊗A∗n−1

)
⊕ . . . (⊕A∗n ⊗A0) .

В топологии обычно A — алгебра когомологий некоторого топологического
пространства.

Иногда оказывается, что между алгеброй A и двойственным к ней про-
странством A∗ можно установить естественный изоморфизм. Так бывает,
например, если топологическое пространство компактно, и для его кого-
мологий имеет место двойственность Пуанкаре. В таком случае мы полу-
чаем одно пространство A с двумя структурами — алгебры и коалгебры,
или, как говорят, со структурой биалгебры. При этом умножение является
гомоморфизмом структуры коалгебры, а коумножение — гомоморфизмом
структуры алгебры, т.е.,

µ(ab) = µ(a)µ(b)

для любой пары a, b элементов пространства A.
На алгебре графов G структура коалгебры задается с помощью следу-

ющего коумножения. Для графа Γ и подмножества J ⊂ V (Γ) его вершин
обозначим через J(Γ) полный подграф графа Γ на вершинах J , т.е. подграф,
множество вершин которого совпадает с J , а множество ребер состоит из
тех ребер графа Γ, оба конца которых лежат в J . Положим

µ(Γ) =
∑

ItJ=V (Γ)

I(Γ)⊗ J(Γ). (11.3)

В этой сумме столько слагаемых, сколько имеется упорядоченных разбие-
ний множества вершин V (Γ) на два непересекающихся подмножества; тем
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µ( s s s) = 1⊗ s s s+ 2 s ⊗ s s + s ⊗ s s
+ s s ⊗ s + 2 s s ⊗ s + s s s ⊗ 1

Рис. 11.1: Копроизведение графа

самым, количество слагаемых равно 2|V (Γ)|. Пример копроизведения графа
приведен на рис. 11.1.

Коединица задается гомоморфизмом ε : C → G, который осуществляет
изоморфизм C→ G0.

Теорема 11.1.3. Пространство G с введенными на нем умножением m и
коумножением µ является градуированной биалгеброй.

Более того, эта биалгебра коммутативна и кокоммутативна, где ко-
коммутативность понимается в следующем смысле: образ µ(g) любого эле-
мента g ∈ G переходит в себя при линейном отображении G ⊗ G → G ⊗ G,
переставляющем сомножители в произведении, x⊗ y 7→ y ⊗ x.
Пример 11.1.4 (полные графы и леса). Подалгебра в G, порожденная пол-
ными графами Ki, i = 1, 2, . . . , выдерживает и коумножение. На полных
графах коумножение имеет вид

µ(Kn) =

n∑
i=0

(
n

i

)
Ki ⊗Kn−i.

Тем самым, отображение, переводящее Kn в sn, продолжается до гомомор-
физма из биалгебры, порожденной полными графами, в биалгебру много-
членов от одной переменной. Этот гомоморфизм является изоморфизмом.

Другой пример подалгебры в G дает подалгебра лесов – линейных ком-
бинаций графов без циклов. Действительно, копроизведение леса является
линейной комбинацией тензорных произведений лесов.

11.2 Примитивные элементы
Некоторые элементы в биалгебре выглядят “проще” других. Они играют
важную роль образующих биалгебры.

Пример 11.2.1 (Полиномиальная биалгебра). Обобщим конструкцию биал-
гебры многочленов от одной переменной на случай многих переменных.
Рассмотрим алгебру многочленов от n переменных C[x1, . . . , xn]. В ней лег-
ко ввести коумножение, положив µ(xl) = 1⊗xl +xl⊗ 1 для любой перемен-
ной xl. Это означает, что копроизведение монома y1 . . . yk, где каждый из
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элементов yi равен одному из xl, равно

µ(y1 . . . yk) =
∑

ItJ={1,...,k}

∏
i∈I

yi ⊗
∏
j∈J

yj .

Полиномиальная биалгебра градуирована: она раскладывается в пря-
мую сумму своих однородных составляющих — подпространств однородных
многочленов данной степени. Эту градуировку можно изменить, указав вес
каждой переменной. Тогда полиномиальная биалгебра раскладывается в
прямую сумму составляющих, однородных относительно выбранного веса.
При этом число переменных может быть и бесконечным — требуется лишь,
чтобы число переменных веса не выше N было конечно для любого зна-
чения N . В этом случае все взвешенные однородные составляющие будут
иметь конечную размерность.

Определение 11.2.2. Элемент p биалгебры называется примитивным,
если

µ(p) = 1⊗ p+ p⊗ 1.

В частности, все переменные xi в полиномиальной биалгебре являют-
ся примитивными. Это, однако, не единственные примитивные элементы в
ней: любой линейный многочлен также является примитивным элементом.
Вообще, примитивные элементы биалгебры образуют векторное простран-
ство.

В градуированной биалгебре подпространство примитивных элементов
также градуировано,

P = P1 ⊕ P2 ⊕ P3 ⊕ . . . ,
где Pi — подпространство примитивных элементов степени i. Обратите вни-
мание на то, что градуировка примитивных элементов начинается с едини-
цы, а не с нуля. Причина этого в том, что µ(1) = 1⊗1, поэтому 1, а значит и
никакой другой элемент степени 0, не может быть примитивным элементом.

Если в каждом примитивном подпространстве данного веса в полино-
миальной биалгебре вместо базиса из переменных выбрать любой другой
базис, то полиномиальная биалгебра будет естественно изоморфна биалгеб-
ре многочленов в этом новом базисе. Следующая теорема, доказательства
которой мы не приводим, утверждает, что такая же картина наблюдается в
произвольной коммутативной кокоммутативной градуированной биалгебре.

Теорема 11.2.3 (Милнор–Мур). Выберем в произвольной коммутативной
кокоммутативной градуированной биалгебре базис pi1, . . . , piki в каждом
из пространств Pi, i = 1, 2, . . . ее однородных примитивных элементов.
Тогда эта биалгебра естественно изоморфна градуированной полиномиаль-
ной биалгебре C[p11, . . . , p1k1

, p21, . . . ] с градуировкой элемента pij равной i.

Замечание 11.2.4. В полиномиальной биалгебре есть антипод — автомор-
физм p 7→ −p, переводящий каждый примитивный элемент в противопо-
ложный. Биалгебра с антиподом называется алгеброй Хопфа. Тем самым,
все рассматриваемые ниже биалгебры являются алгебрами Хопфа. Мы, од-
нако, будем, как правило, называть их просто биалгебрами.
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Как вытекает из теоремы Милнора–Мура, биалгебра графов G тоже яв-
ляется полиномиальной биалгеброй от своих примитивных элементов.

Помимо подпространства примитивных элементов каждая однородная
составляющая градуированной биалгебры содержит подпространство раз-
ложимых элементовDn. Это подпространство порождено элементами, пред-
ставимыми в виде произведения xy, где порядок каждого из элементов x, y
меньше n. Другими словами, это подпространство многочленов веса n, не
содержащих мономов степени 1. Это означает, что соответствующая одно-
родная компонента раскладывается в прямую сумму Pn⊕Dn примитивного
и разложимого подпространств. Для биалгебры графов это замечание озна-
чает, в частности, что справедливо следующее утверждение.

Утверждение 11.2.5. Размерность пространства примитивных элемен-
тов P(Gn) порядка n в биалгебре графов равна числу связных графов с n
вершинами.

Замечание 11.2.6 (о размерностях). По размерностям m1,m2, . . . однород-
ных подпространств примитивных элементов однозначно восстанавливают-
ся размерности однородных пространств биалгебры. Размерность n-го од-
нородного подпространства равна коэффициенту при tn в производящей
функции

1

(1− t)m1(1− t2)m2(1− t3)m3 . . .
.

Эту же формулу можно использовать для восстановления значенийmi, если
размерности однородных подпространств биалгебры известны.

Представимость однородного подпространства биалгебры в виде Pn⊕Dn
означает, что в этом подпространстве существует однозначно определенная
проекция вдоль подпространства разложимых элементов на подпростран-
ство примитивных элементов. Для полиномиальной биалгебры проекция
просто сопоставляет любому многочлену его линейную часть. Для биалгеб-
ры графов она выглядит следующим образом.

Утверждение 11.2.7. Линейное отображение πn : Gn → Gn, заданное
формулой

πn : Γ 7→ Γ− 1!
∑

I1tI2=V (Γ)

I1(Γ)I2(Γ) + 2!
∑

I1tI2tI3=V (Γ)

I1(Γ)I2(Γ)I3(Γ)− . . . ,

где суммирования в правой части идут по всем неупорядоченным разби-
ениям множества вершин V (Γ) графа Γ на непустые подмножества, яв-
ляется проектированием на подпространство примитивных элементов
вдоль подпространства разложимых элементов.

Пример 11.2.8. Результат π4(C4) проектирования квадрата C4 изображен
на рис. 11.2.

Проектирование на подпространство примитивных элементов являет-
ся частным случаем следующей конструкции. Пусть A = A0 ⊕ A1 ⊕ . . . –
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π4(
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Рис. 11.2: Проектирование 4-цикла на подпространство примитивных эле-
ментов

градуированная биалгебра; рассмотрим пространство Hom(A,K) линейных
отображений A → K, где K – произвольная алгебра над C. На этом про-
странстве можно ввести произведение свертки:

ϕ1ϕ2(a) = (mK(ϕ1 ⊗ ϕ2))µ(a),

где mK – умножение в алгебре K. При наличии произведения мы можем
рассматривать степенные ряды от линейных отображений. В частности, лю-
бое линейное отображение ϕ : A → A, являющееся гомоморфизмом коал-
гебр, представимо в виде ϕ = 1 + ϕ0, где ϕ0 принимает значение 0 на A0.
Поэтому определен логарифм

log(ϕ) = log(1 + ϕ0) = ϕ0 −
1

2
ϕ2

0 +
1

3
ϕ3

0 − . . . .

Действительно, ϕ0 принимает значение 0 на A0, поэтому ϕ2
0 принимает зна-

чение 0 на A0⊕A1, ϕ3
0 принимает значение 0 на A0⊕A1⊕A2, и т.д. В резуль-

тате для любого элемента a ∈ A лишь конечное число слагаемых в разложе-
нии log(ϕ)a отлично от нуля, поэтому линейное отображение log(ϕ) : A→ A
корректно определено.

Утверждение 11.2.9 (Шмитт). Для любого линейного отображения ϕ :
A → A, являющегося гомоморфизмом коалгебр, его логарифм отобража-
ет A в подпространство примитивных элементов P (A). Логарифм log(I)
тождественного отображения I : G → G совпадает с проекцией π : G →
P (G).

Например,

log(I)(K2) = I0(K2)− 1

2
I2
0 (K2) = K2 −K2

1 .

11.3 Факторалгебры биалгебры графов
В алгебре Хопфа графов образы связных графов при проектировании об-
разуют базисы однородных пространств примитивных элементов. Связные
графы устроены так же сложно, как и общие графы, и ничего хорошего
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Рис. 11.3: 4-членное соотношение на графах с четырьмя вершинами

про них в целом сказать нельзя. Интерес представляют разумные фактор-
биалгебры биалгебры графов по модулю некоторых линейных отношений
эквивалентности. Придумать такие отношения — так чтобы фактор сохра-
нял структуру биалгебры — совсем непросто. Например, соотношение Тат-
та (10.2) не подходит для этой цели, поскольку у графа со стянутым ребром
вершин меньше, чем у двух других графов, т.е. это соотношение не сохра-
няет градуировку. В этом параграфе мы обсудим линейные отношения эк-
вивалентности, приводящие к обозримым факторалгебрам. Они обязаны
своим происхождением теории узлов.

11.3.1 4-биалгебра
Эта биалгебра получается, если профакторизовать биалгебру графов по 4-
членному соотношению

Γ− Γ′AB = Γ̃AB − Γ̃′AB . (11.4)

Здесь Γ — произвольный граф, A,B ∈ V (Γ) — произвольная упорядочен-
ная пара вершин в нем. Граф Γ′AB получен из Γ удалением ребра AB, если
оно существует, и его присоединением в противном случае, т.е., изменени-
ем примыкания вершин A и B. Отметим, что соотношение (11.4) похоже
на соотношение Татта — если мы стянем ребро AB в каждом из графов Γ
и Γ̃AB , то полученные графы будут различаться лишь кратностями неко-
торых ребер.

Операция Γ 7→ Γ̃AB меняет примыкание к вершине A всех вершин, со-
единенных с вершиной B, оставляя все прочие примыкания неизменными.
Результат применения этой операции к графу K4 изображен на рис. 11.3.
Заметим, что результат применения этой операции действительно может
зависеть от порядка вершин A,B. Простейший пример дается квадратом с
диагональю: у стороны этого квадрата два различных порядка вершин.

Профакторизуем биалгебру графов по 4-членным соотношениям. К сча-
стью, они однородны — все слагаемые имеют одинаковое число вершин — и
поэтому факторпространства Fn пространств Gn по 4-членным соотноше-
ниям сохраняют естественную градуировку.

Утверждение 11.3.1. Факторпространство

F = F0 ⊕F1 ⊕F2 ⊕ . . .
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снабжено структурой градуированной биалгебры, унаследованной от би-
алгебры графов.

Доказательство. Мы должны проверить, что 4-членное соотношение (11.4)
уважает умножение и коумножение в биалгебре графов. Для умножения это
утверждение очевидно: 4-членное соотношение сохраняется после умноже-
ния всех четырех слагаемых на один и тот же граф. В случае коумножения
проверим два случая. Множества вершин всех четырех графов отождеств-
лены между собой; будем обозначать это множество через V . Член, отвеча-
ющий подмножеству I ⊂ V (Γ) в копроизведении графа Γ, будем обозначать
через µI(Γ):

µI(Γ) = I(Γ)⊗ J(Γ),

где J = V (Γ) \ I. Если обе вершины A,B попадают в одно подмножество
I ⊂ V , то справедливо равенство

I(Γ)− I(Γ)′AB = Ĩ(Γ)AB − Ĩ(Γ)
′
AB ,

а значит и равенство

I(Γ)− I(Γ′AB) = I(Γ̃AB)− I(Γ̃′AB),

поскольку каждый член последнего равенства совпадает с соответствую-
щим членом предыдущего. Для J = V \ I имеем

J(Γ) = J(Γ′AB) = J(Γ̃AB) = J(Γ̃′AB).

Умножая все члены предыдущего равенства тензорно на этот общий мно-
житель J(Γ), мы приходим к нужному равенству

µI(Γ)− µI(Γ′AB) = µI(Γ̃AB)− µI(Γ̃′AB).

Замена I на J оставляет равенство верным. Если же вершина A принад-
лежит множеству I, а вершина B — его дополнению J , то равенство даже
упрощается:

µI(Γ) = µI(Γ
′
AB)

и то же для правой части. Суммируя члены µI по всем I ⊂ V , мы приходим
к требуемому равенству.

Пример 11.3.2. На графах с двумя вершинами нетривиальных 4-членных
соотношений нет. Пространство F2 двумерно. Пространство примитивных
элементов в нем одномерно и порождено разностью двух двувершинных
графов.

На графах с тремя вершинами имеется одно нетривиальное четырех-
членное соотношение, см. рис. 11.4. Поэтому пространство F3 трехмерно.
Подпространство примитивных элементов в нем одномерно и порождено
элементом π3(A3).
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Рис. 11.4: 4-членное соотношение для графов с 3 вершинами

11.3.2 Взвешенные графы
Расставим в вершинах простого графа натуральные числа — веса вершин.
Такой граф будем называть взвешенным. Весом графа называется сумма
весов всех его вершин. Рассмотрим конечномерные пространства Wn, по-
рожденные графами веса n. Их прямая сумма

W =W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ . . .

наделена структурой градуированной биалгебры. И умножение, и коумно-
жение задаются, как и в случае обычных графов.

Введем следующее отношение эквивалентности на множестве взвешен-
ных графов:

Γ = Γ′e + Γ′′e , (11.5)

где e — произвольное ребро взвешенного графа Γ. Это соотношение пол-
ностью совпадает с соотношением Татта, однако в нем операция стягива-
ния ребра Γ 7→ Γ′′e имеет другой смысл. При стягивании ребра появившиеся
кратные ребра заменяются однократными, а вес новой вершины полагается
равным сумме весов тех вершин, из которых она образовалась. В результа-
те соотношение (11.5) становится однородным: веса всех трех входящих в
него графов одинаковы. Факторизуя биалгебру W по соотношениям (11.5),
мы получаем новую биалгебру

W =W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ . . . .

Утверждение о том, что W действительно является градуированной ком-
мутативной кокоммутативной биалгеброй мы оставляем в качестве упраж-
нения.

Покажем теперь, что взвешенные графы попали в этот раздел не зря: би-
алгебра W является факторбиалгеброй биалгебры G. Для этого определим
гомоморфизм G → W, сопоставив каждому графу тот же взвешенный граф
с весами всех вершин равными 1. Мы хотим показать, что композиция это-
го гомоморфизма с факторизацией по модулю соотношений (11.5) является
эпиморфизмом биалгебр, а значит W действительно является факторбиал-
геброй биалгебры G.

Начнем с доказательства структурной теоремы для биалгебры W, ана-
логичной теореме Татта.
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Теорема 11.3.3. БиалгебраW изоморфна биалгебре многочленов C[s1, s2, . . . ],
градуированной присвоением переменной si веса i, w(si) = i.

Доказательство. Как и в ситуации с соотношением Татта, каждый граф
эквивалентен в W линейной комбинации графов без ребер: в правой ча-
сти соотношения (11.5) стоят графы с меньшим числом ребер, чем в левой
части. Каждый взвешенный граф без ребер является несвязным объедине-
нием вершин некоторого веса. Сопоставив вершине веса i переменную si,
мы сопоставляем графу веса n некоторый взвешенно-однородный много-
член веса n от переменных si. Единственное, что осталось доказать — это
то, что сопоставление корректно определено. Это достигается указанием
универсального инварианта:

W (Γ) =
∑
γ

∏
γi

(−1)β1(γi)sw(γi).

Здесь суммирование идет по всем остовным подграфам γ графа Γ, т.е. по
всевозможным подмножествам в E(Γ), произведение берется по всем связ-
ным компонентам γi графа γ, а β1(γi) – цикломатическое число графа.

Например, значение инвариантаW на треугольнике C3 с весами вершин
a, b, c равно

W (C3) = sasbsc + sa+bsc + sa+csb + sb+csa + 2sa+b+c.

Очевидно, что на одновершинном графе с вершиной веса n функция
W принимает значение sn. Проверку того, что W удовлетворяет соотно-
шениям (11.5) и определяет, тем самым, линейный функционал на W, мы
оставляем читателям.

Для доказательства того, что построенный гомоморфизм G → W явля-
ется эпиморфизмом, осталось проверить, что одновершинный граф произ-
вольного веса n лежит в образе этого гомоморфизма. Для этого достаточно
взять образ πn(An) проекции на примитивные элементы графа-цепочки с n
вершинами.

Утверждение 11.3.4. Гомоморфизм биалгебры графов в биалгебру взве-
шенных графов по модулю соотношений (11.5) пропускается через 4-биал-
гебру графов, т.е. существует цепочка эпиморфизмов G → F →W.

Доказательство Нам достаточно доказать существование только второ-
го гомоморфизма. В биалгебре взвешенных графов каждая из разностей в
левой и правой частях 4-членного соотношения

Γ− Γ′AB = Γ̃AB − Γ̃′AB

эквивалентна графу со стянутым ребром AB. Нетрудно видеть, что эти
два графа совпадают, причем вес новой вершины в обоих случаях равен 2.
Утверждение доказано.
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11.4 4-инварианты
Построенный универсальный инвариант взвешенных графов полностью опи-
сывает структуру биалгебры взвешенных графов и все мультипликативные
линейные функционалы на ней. Однако ситуация с 4-биалгеброй обстоит не
так просто. Причина этого в том, что 4-членное соотношение не приводит,
вообще говоря, к упрощению графа: графы Γ и Γ̃AB могут иметь, скажем,
одинаковое число ребер. В результате у нас нет нетавтологического описа-
ния двойственной биалгебры F∗ – биалгебры 4-инвариантов. Поэтому осо-
бый интерес вызывает построение отдельных примеров и серий примеров
4-инвариантов. Мы будем определять 4-инварианты их значениями на гра-
фах, подразумевая что на линейные комбинации графов они продолжаются
по линейности.

Пример 11.4.1 (хроматический многочлен). Согласно наблюдению С. В. Ду-
жина, хроматический многочлен является 4-инвариантом. Для проверки
этого достаточно заметить, как мы сделали это в доказательстве утвержде-
ния 11.3.4, что в результате стягивания ребра AB в графах Γ и Γ̃AB мы
получаем, после замены кратных ребер однократными, одинаковые графы.
Другими словами, Γ′′AB = Γ̃′′AB . Впрочем, хроматический многочлен – по
существу единственный из инвариантов Татта, являющийся одновременно
4-инвариантом.

Пример 11.4.2 (вершинные четырехугольники). Назовем вершинным четы-
рехугольником в графе Γ набор из четырех вершин {A1, A2, A3, A4} ⊂ V (Γ),
таких что при некотором циклическом порядке (i, j, k, l) на множестве ин-
дексов {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4} в графе есть ребра AiAj , AjAk, AkAl, AlAi.
Тогда число Qv(Γ) вершинных четырехугольников в графе Γ является 4-
инвариантом.

Это утверждение можно проверить для четырехчленного соотношения
на рис. 11.3: оба графа в левой его части содержат по единственному вер-
шинному четырехугольнику, тогда как в графах в правой части таких че-
тырехугольников нет.

Для его доказательства можно сначала проверить его на всех графах
с четырьмя вершинами. Обозначим теперь через Qv4 инвариант графов,
равный числу вершинных четырехугольников на всех графах с четырьмя
вершинами и нулю на всех остальных графах. Рассмотрим также графо-
вый инвариант U , тождественно равный 1 на всех графах. Очевидно, что
и функция Qv4, и функция U , являются 4-инвариантами. Поэтому их про-
изведение свертки Qv4U тоже является 4-инвариантом. Непосредственная
проверка показывает, что Qv4U = Qv. Очевидно также, что этот инвариант
мультипликативен.

Можно проверить, что Qv является 4-инвариантом, и непосредственно.
Разность значений этой функции на слагаемых в левой (соотв., правой)
части 4-членного соотношения равна числу таких вершинных прямоуголь-
ников в Γ (соотв., в Γ̃AB), что соответствующий им набор ребер обязательно
содержит ребро AB. Но, как нетрудно видеть, между такими прямоуголь-
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никами в Γ и в Γ̃AB существует естественное взаимно однозначное соответ-
ствие.

Приведенный пример является частным случаем следующего общего
утверждения:

Утверждение 11.4.3. Если f – 4-инвариант графов с n вершинами, f ∈
F∗n, то функция

F (Γ) =
∑
J

f(J(Γ)),

где суммирование идет по всем n-вершинным подмножествам множе-
ства V (Γ), является 4-инвариантом графов.

Замечание 11.4.4 (сложность вычисления). Инварианты описанного в этом
утверждении типа, принимающие нулевое значение на несвязных графах,
полиномиально вычислимы (что бы это ни значило). При фиксированном
значении n сложность их вычисления растет пропорционально |V (Γ)|. Дей-
ствительно, для их вычисления нужно проанализировать не все n-вершинные
подграфы графа, а лишь все окрестности радиуса n каждой из его вершин.
Пример 11.4.5 (реберные многоугольники по модулю 2). Реберным четы-
рехугольником в графе Γ называется набор e1, e2, e3, e4 различных ребер
графа, образующих замкнутый путь в нем. Число реберных четырехуголь-
ников не является 4-инвариантом, однако взятое по модулю 2 оно становит-
ся 4-инвариантом. Например, в первом графе в левой части рис. 11.3 три
реберных четырехугольника, во втором такой четырехугольник один, а в
графах в правой части их вообще нет.

То же самое утверждение справедливо и для числа реберных n-угольников
для любого n ≥ 4 (но не для n = 3). Действительно, обозначим через Ek(Γ)
число реберных k-угольников в Γ. Применяя эту функцию к обеим частям
4-членного соотношения, мы получим, что в правой (соотв., левой) его ча-
сти стоит число реберных k-угольников в Γ (соотв., в Γ̃AB), содержащих
ребро AB.

Во всяком таком k-угольнике есть цепочка CABD, и мы можем выде-
лить три типа цепочек в зависимости от того, как C примыкает к B, а D
примыкает к A:

• C примыкает к B, а D примыкает к A;

• C примыкает к B, а D не примыкает к A;

• C не примыкает к B.

Реберные k-угольники в Γ, принадлежащие ко второму классу, находят-
ся во взаимно-однозначном соответствии с k-угольниками в Γ̃AB , содержа-
щими путь CBAD. Реберные k-угольники третьего типа одинаковы в обо-
их графах. Наконец, реберные k-угольники первого типа разбиваются на
пары: цепь CABD можно заменить цепью CBAD. Таким образом, число
реберных k-угольников первого типа четно в обоих графах, и утверждение
доказано.
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Пример 11.4.6 (совершенные паросочетания). Число совершенных паросо-
четаний в графе является 4-инвариантом. Проверку этого утверждения мы
оставляем читателю в качестве упражнения. Заметим, однако, что это не
слишком мощный инвариант, так как он является экспонентой следующего
очень простого 4-инварианта. Если мы положим m(Γ) равным 1 на графе с
двумя вершинами и одним ребром, и 0 на всех остальных графах, то число
совершенных паросочетаний дается экспонентой

em = 1 +
m

1!
+
m2

2!
+ . . . .

Умножение здесь понимается в смысле умножения свертки.

Пример 11.4.7 (коранг матрицы примыканий). Если мы занумеруем произ-
вольным образом вершины графа Γ, то мы можем сопоставить ему матрицу
примыканий A(Γ) размера |V (Γ)|×|V (Γ)|. На пересечении i-ой строки и j-го
столбца этой матрицы стоит 1, если i-ая и j-ая вершина соединены ребром,
и 0 в противном случае. На диагонали матрицы стоят нули.

Матрица примыканий симметрична. Мы рассматриваем элементы этой
матрицы как элементы кольца Z2. Тогда коранг матрицы примыканий яв-
ляется 4-инвариантом. Разумеется, это утверждение справедливо и для ее
ранга, однако в дальнейшем нам понадобится именно коранг. Доказатель-
ство основано на том, что коранг матрицы примыканий графа не меняется
при переходе от Γ к Γ̃AB . Действительно, если вершина A имеет номер 1, а
вершина B – номер 2, то A(Γ̃AB) = CTA(Γ)C, где матрица C имеет вид

C =


1 1 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 1 . . .
. . . . . . . . . . . .

 ,

а матрица CT получается из C транспозицией.

11.5 Оснащенные модификации графовых ал-
гебр

Рассмотрение матрицы примыканий графа и ее коранга показывает, что с
точки зрения 4-инвариантов граф — не вполне естественный объект. Неесте-
ственность вызвана тем, что на диагонали матрицы примыканий обязатель-
но стоят нули, в то время как остальные ее элементы могут быть как нуля-
ми, так и единицами. Естественно попробовать обобщить изложенные выше
конструкции на оснащенные графы — графы, у которых каждой вершине
приписан элемент кольца Z2, который может быть как нулем, так и едини-
цей. Умножение и коумножение оснащенных графов определяются, как и
в неоснащенном случае. В результате мы получаем биалгебру оснащенных
графов Gf .
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Четырехчленное соотношение тоже переносится на оснащенные графы.
Именно, мы сохраняем его прежний вид, причем действие операции Γ 7→
Γ̃AB понимается следующим образом: если оснащение вершины B равно 0,
то операция выполняется точно так же, как и в неоснащенном случае. Если
же оснащение вершины B равно 1, то дополнительно оснащение вершины
A меняется на противоположное и примыкание вершин A и B заменяется
противоположным. Такое определение операции полностью согласуется с
ее пониманием как операции замены матрицы примыканий посредством
преобразования C.

Мы оставляем читателю проверку того, что коумножение в Gf уважает
оснащенное 4-членное соотношение, и что, тем самым, определена градуи-
рованная факторбиалгебра

Ff = Ff0 ⊕F
f
1 ⊕F

f
2 ⊕ . . . .

Помимо того, что биалгебра Ff представляет интерес сама по себе, важ-
ную роль играет наличие двух гомоморфизмов F → Ff . Первый из них за-
дается приписыванием нулевого оснащения каждой вершине графа Γ, вто-
рой менее тривиален. При втором гомоморфизме мы сопоставляем каждому
графу Γ альтернированную сумму всех оснащенных графов с несущим гра-
фом Γ. Гипотетически этот гомоморфизм является вложением. Вне зависи-
мости от того, так это или нет, поднятие относительно этого гомоморфизма
всякого элемента двойственной биалгебры (Ff )∗ определяет 4-инвариант
графов, и было бы чрезвычайно интересно понять, какие 4-инварианты име-
ют такое происхождение.
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11.6 Задачи
Задача 11.1. Проверьте, что всякий примитивный элемент полиномиальной
биалгебры является линейным многочленом.
Задача 11.2. Пусть p — примитивный элемент в градуированной алгебре
Хопфа A. Докажите, что его экспонента q = ep является групповым эле-
ментом, т.е. µ(q) = q ⊗ q. Наоборот, логарифм p = ln q группового элемента
является примитивным.
Задача 11.3. Пусть p0, p1, p2, . . . , pn ∈ C[s] — произвольная биномиальная
последовательность многочленов. Докажите, что линейное отображение G →
C[s], сопоставляющее каждому графу Γ многочлен p|V (Γ)|, является гомо-
морфизмом градуированных коалгебр. Докажите, что никаких других го-
моморфизмов градуированных коалгебр G → C[s] нет. Докажите, что такой
гомоморфизм является гомоморфизмов градуированных биалгебр только в
том случае, если pn(s) = sn для всех n.
Задача 11.4. Придумайте свои примеры градуированных подбиалгебр в би-
алгебре графов.
Задача 11.5. Найдите размерности пространств примитивных элементов а)
в подбиалгебре, порожденной деревьями; б) в подбиалгебре, порожденной
полными графами; в) в придуманных Вами примерах подбиалгебр.
Задача 11.6. Выпишите результаты проектирования связных графов с чис-
лом вершин не больше 4 на подпространство примитивных элементов. Про-
верьте, что их образы образуют базисы в соответствующих однородных про-
странствах примитивных элементов.
Задача 11.7. Докажите, что при n > 1 сумма коэффициентов в представ-
лении любого примитивного элемента порядка n алгебры графов в виде
линейной комбинации графов равна нулю.
Задача 11.8. Подсчитайте размерности пространств F4 и F5. Найдите раз-
мерности подпространств примитивных элементов в них и образующие в
этих подпространствах.
Задача 11.9. Рассмотрим на пространстве графов линейные соотношения
Γ = Γ̃AB для любого графа Γ и любого ребра AB в нем. Докажите, что ре-
зультат факторизации по этим соотношениям наделен естественной струк-
турой градуированной коммутативной кокоммутативной биалгебры. Най-
дите размерности пространств примитивных элементов этой биалгебры.
Задача 11.10. Докажите, что хроматический многочлен любого примитив-
ного элемента биалгебры графов линеен. Например, для проекции 4-цикла
на подпространство примитивных элементов имеем

χπ4(C4)(c) = χC4
(c)− 4χA1

(c)χA3
(c)− 2χA2

(c)2 + 8χA1
(c)2χA2

(c)− 3χA1
(c)4

= c(c− 1)(c2 − 3c+ 3)− 4c2(c− 1)2 − 2c2(c− 1)2 + 8c3(c− 1)− 3c4 = −3c.

В частности, значение хроматического многочлена на проекции любого гра-
фа на примитивные совпадает с линейным членом значения этого много-
члена на самом графе.
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Задача 11.11. Пусть N – формальная переменная. Покажите, что отоб-
ражение Γ 7→ N corankA(Γ) является мультипликативным 4-инвариантом со
значениями в C[N ].

Задача 11.12. Найдите размерности пространств примитивных элементов в
Ffk для k = 1, 2, 3, 4.
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Глава 12

Языки и конечные автоматы

В этой главе мы начнем обсуждение формальных языков. Языки встре-
чаются повсеместно и находят разнообразные применения. Естественные
языки — те, на которых мы говорим и пишем, — очень сложны для изу-
чения. Формальный же язык представляет собой просто множества слов в
некотором алфавите. Формальный язык также может быть очень сложным.
Однако мы ограничимся лишь языками с простой структурой. К таким язы-
кам относятся, в частности, регулярные языки, которые распознаются ко-
нечными автоматами. Конечные автоматы — еще одно важное применение
графов.

12.1 Язык Дика
Как мы знаем, правильные скобочные структуры перечисляются числами
Каталана. Выпишем все правильные скобочные структуры до порядка 4:
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Если обозначить левую скобку буквой a, а правую — буквой b, то мож-
но переписать правильные скобочные структуры в виде ”слов” в алфавите
{a, b}. В приведенной выше таблице под каждой скобочной структурой за-
писано соответствующее ей слово.

При такой записи мы получаем не все слова в алфавите {a, b}, а только
некоторые. Например, слова a, b, aa, ba не соответствуют никаким правиль-
ным скобочным структурам.

Определение 12.1.1. Пусть A = {a1, a2, . . . , ak} — произвольный конеч-
ный набор различных букв. Словом в алфавите A называется произвольная

167
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Рис. 12.1: а) Конечный автомат и б) тот же автомат с выделенным прини-
мающим состоянием

конечная последовательность букв α1α2 . . . αm, где αi ∈ A, i = 1, . . . ,m.
Число m называется длиной слова. Языком над алфавитом A называется
произвольное (конечное или бесконечное) множество слов в алфавите A.

Пустое слово λ имеет длину 0 и может входить или не входить в язык.

Пример 12.1.2. Язык F состоит из слов в алфавите {a, b}, не содержащих
двух букв b подряд: F = {λ, a, b, ab, ba, aaa, aab, aba, baa, bab, aaaa, . . . }.

Множество правильных скобочных структур вместе с пустой структу-
рой образует язык над алфавитом {a, b}. Этот язык называется языком
Дика. Конечно, тот же язык мы могли бы рассматривать и над алфавитом
{(, )}, состоящим из левой и правой скобки; просто символы a, b в нашем
восприятии более соответствуют термину ”буква”.

12.2 Конечные автоматы
Посмотрим на граф с ориентированными ребрами, изображенный на рис. 12.1.
Из каждой вершины этого графа выходит два ребра, одно из которых поме-
чено буквой a, а другое — буквой b. Будем называть такой граф автоматом,
а его вершины — состояниями. Состояния помечены прописными латински-
ми буквами.

В любой момент времени автомат находится в одном из состояний —
мы будем называть это состояние текущим. При получении на вход буквы
автомат переходит из текущего состояния в то, на которое указывает ребро,
выходящее из текущего состояния и помеченное этой буквой. Тем самым,
каждое слово в алфавите {a, b} можно воспринимать как ”программу” для
автомата: каждая буква в слове является командой, переводящей автомат
из одного состояния в другое. Одно из состояний — то, в котором автомат
находится до получения первой буквы, — называется начальным. Мы будем
всегда помечать его буквой B.

Так, например, выглядит последовательность состояний автомата с рис. 12.1,
на вход которого подано слово baabab:

B −→ C −→ B −→ C −→ B −→ C −→ B.

Количество состояний в этой последовательности на единицу больше числа
букв во входном слове, а количество стрелок равно этому числу.

Можно пометить некоторые состояния в автомате как принимающие.
Принимающие состояния мы будем обводить двойными кружками, см. рис. 12.1
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б). Будем говорить, что автомат принимает слово w, если по окончании его
обработки он оказывается в принимающем состоянии. В противном случае
автомат не принимает слово. Например, автомат с рис. 12.1 б) принима-
ет слово baabab, поскольку по окончании его обработки он оказывается в
принимающем состоянии B, но не принимает слово a.

Каждому автомату с принимающими состояниями можно сопоставить
язык принятых слов. Этот язык состоит из всех слов, принимаемых этим
автоматом. Говорят, что автомат над алфавитом A распознает язык L над
тем же алфавитом, если он принимает любое слово из языка L и не прини-
мает никакое другое слово.

Например, автомат с рис. 12.1 б) распознает язык, состоящий из всех
слов четной длины. Действительно, переходы из состояния B в состояние C
и обратно не зависят от очередной буквы во входном слове. Поэтому окон-
чательное состояние зависит лишь от длины слова, точнее — от четности
этой длины.

Построим автомат, который распознает язык F из примера 12.1.2 в
предыдущем разделе.

Для описания автомата мы должны описать набор его состояний, стрел-
ки, указывающие переходы из одного состояния в другое в зависимости от
буквы на входе, а также сказать, какие состояния являются принимающи-
ми. Наш автомат будет иметь три состояния:

• начальное состояние B; автомат переходит в это состояние всякий раз,
получая букву a, при условии, что в слове еще не встретились две
буквы b подряд;

• состояние C, отвечающее ситуации, когда последней обработанной бук-
вой в слове была буква b, при условии, что в слове еще не встретились
две буквы b подряд;

• состояние D, отвечающее ситуации, когда в слове уже встретилось две
буквы b подряд.

Теперь понятно, как строить и переходы между состояниями. Из состо-
яния B мы переходим обратно в B, если на вход поступила буква a, и в C,
если на входе буква b. Находясь в состоянии C, автомат переходит в состо-
яние B, если на входе буква a, и в состояние D, если на вход подана буква b
(что означает, что во входном слове встретились две буквы b подряд). Нако-
нец, обе стрелки из состояния D ведут в то же состояние D — если в слове
уже встретились две буквы b подряд, то его исправить нельзя.

Состояния B и C являются принимающими — автомат может находить-
ся в одном из этих состояний только, если во входном слове не было подряд
идущих букв b. Наоборот, автомат попадает в состояние D только, если во
входном слове такие буквы были. Поэтому автомат с рис. 12.2 распознает
язык F .

Дадим теперь формальное определение конечного автомата и распозна-
ваемого им языка.
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Рис. 12.2: Конечный автомат, распознающий язык F

Определение 12.2.1. Автомат над данным алфавитом A представляет
собой корневой ориентированный граф, ребра которого помечены буквами
алфавита, такой, что для каждой буквы алфавита A из каждой вершины
графа (состояния автомата) выходит ровно одно ребро, помеченное этой
буквой. Автомат называется конечным, если соответствующий граф коне-
чен. При обработке слова над алфавитом A автомат переходит из начально-
го состояния (корня графа) в то, куда ведет путь из векторов, помеченных
буквами этого слова.

Определение 12.2.2. Автомат над алфавитом A, среди состояний кото-
рого выделено подмножество принимающих состояний, распознает язык L
над тем же алфавитом, если конечное его состояние при обработке любого
слова языка L является принимающим, а при обработке любого другого
слова — нет.

Отметим, что наряду с изображением конечного автомата с помощью
графа его легко задавать таблицей. Строки в такой таблице помечены со-
стояниями автомата, а столбцы — буквами алфавита. На пересечении стро-
ки и столбца указано состояние, в которое переходит автомат из состояния,
которым помечена строка, в результате обработки буквы, которой помечен
столбец Например, автомат с рис. 12.2, распознающий язык F , задается с
помощью таблицы

a b
B B C
C B D
D D D

Такая таблица называется таблицей перехода. Чтобы информация, пред-
ставленная в таблице перехода, описывала автомат полностью, необходимо
добавить еще одну колонку, в которой про каждое состояние указано, яв-
ляется оно принимающим или нет.

Вовсе не всякий язык можно распознать конечным автоматом. Языки,
распознаваемые конечными автоматами, называются регулярными. Напри-
мер, язык F является регулярным — мы построили распознающий его ко-
нечный автомат. Напротив, язык Дика регулярным не является. Для дока-
зательства этого нам понадобится следующее определение.

Определение 12.2.3. Пусть u, v — два слова над алфавитом A. Мы бу-
дем говорить, что язык L над тем же алфавитом различает слова u и v,
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если существует слово x над A, такое, что одно из слов ux и vx принад-
лежит языку L, а другое — нет. Такие два слова u и v будем называть
L-различимыми.

Очевидно, что все слова над алфавитом A разбиваются на классы по-
парно L-неразличимых слов. Действительно, если слова u, v L-неразличимы
и слова v, w также L-неразличимы, то и слова u,w также L-неразличимы,
поэтому неразличимость является отношением эквивалентности. Отметим,
что если u — слово языка L, а v /∈ L, то слова u и v L-различимы: в каче-
стве x можно взять пустое слово.

Теорема 12.2.4. Язык L над конечным алфавитом A является регуляр-
ным в том и только в том случае, если множество классов L-неразличимых
слов над алфавитом A конечно.

В одну сторону утверждение теоремы очевидно. Действительно, пред-
положим, что существует конечный автомат, распознающий язык L. После
обработки любых двух L-различимых слов u, v этот автомат должен оказы-
ваться в двух различных состояниях — иначе обработка любых слов ux и vx
закончится в одном и том же состоянии. Но это противоречило бы суще-
ствованию слова x, для которого лишь одно из слов ux и vx принадлежит
языку L.

С другой стороны, если множество классов L-неразличимых слов над A
конечно, то возьмем эти классы в качестве состояний автомата. Пусть C —
одно из состояний. Для любого слова u ∈ C и любой буквы a ∈ A направим
стрелку a из C в состояние, содержащее слово ua. Понятно, что конечное
состояние не зависит от того, с какого слова u мы начинали. Объявим те-
перь принимающими те состояния, которые содержат слова языка L. Как
мы видели выше, эти состояния не могут содержать слов, не входящих в
язык. Тем самым мы построили конечный автомат, распознающий язык L.
Очевидно также, что число его состояний минимально возможное.

Количество классов D-неразличимых слов, где D — язык Дика, беско-
нечно. Действительно, любые два слова u и v различной длины, состоящие
только из букв a, принадлежат различным классам: если длина слова u
равна ` и мы припишем к нему слово длины `, состоящее только из букв b,
то получим слово из языка Дика, а приписывание того же слова к слову v
не даст слова языка Дика. Поэтому язык Дика не распознается конечным
автоматом, а значит, нерегулярен.

12.3 Автоматы со стеком
Нельзя ли так подправить понятие автомата, чтобы автомат, распознаю-
щий язык Дика, все-таки можно было построить? Оказывается, это сделать
несложно. Для этого можно снабдить автомат простой памятью — стеком.
Перед началом работы автомата стек пуст. В стек можно класть обрабаты-
ваемые автоматом буквы алфавита, однако в любой момент он обеспечивает
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доступ только к последней положенной в него букве — вершине стека. Тем
самым, стек похож на детскую пирамидку с центральным стержнем, на ко-
торую можно сверху класть кружки́ (или на магазин с патронами у боевого
автомата). Букву с вершины стека можно снять, тогда верхней становит-
ся предыдущая положенная буква — или стек остается пустым. С пустого
стека нельзя ничего снять — при попытке сделать это автомат ломается.

Изобразим автомат со стеком, распознающий язык Дика, с помощью
таблицы перехода:

a b, стек пуст b, стек непуст
B B, положить a в стек D B, снять верхушку стека
D D D D

В автомате со стеком переходы зависят не только от текущего состо-
яния автомата и входного символа, но и от значения верхушки стека. В
нашем случае состояние D — не принимающее. Автомат может попасть
в состояние D только, если в некоторой начальной части входного слова
оказалось больше закрывающих скобок, чем открывающих. Такое слово не
может быть правильной скобочной структурой, каким бы ни был его конец.
В любой момент обработки слова в стеке содержится столько букв a, каков
скобочный итог (т.е., разность между числом левых и числом правых ско-
бок) обработанной части слова. Состояние B является принимающим толь-
ко, если стек пустой. Если же конечное состояние автомата это состояние D
или B при непустом стеке, то слово не принято.

Рассмотрим еще один пример распознавания языка конечным автома-
том со стеком. Пусть P ′ — язык двухбуквенных палиндромов над алфа-
витом {a, b, c}, т.е слов нечетной длины, средняя буква в которых есть c,
других букв c нет, причем слово одинаково читается слева направо и спра-
ва налево. Язык P ′ начинается со слов

c, aca, bcb, aacaa, abcba, bacab, bbcbb, . . . .

Язык P ′ можно распознать посредством следующего автомата со стеком:

a, в стеке a b, в стеке b c a, в стеке не a b, в стеке не b
B B, поло-

жить a в
стек

B, поло-
жить b в
стек

C B, положить a
в стек

B, положить b в
стек

C C, снять
верхушку
стека

C, снять
верхушку
стека

D D D

D D D D D D

Состояния B и C являются принимающими только, если стек пуст. Во всех
остальных случаях они отвергают входное слово, так же, как и состояние D
— вне зависимости от состояния стека. Автомат переходит в состояние C,
когда во входном слове впервые встретилась буква c. После этого он либо
остается в состоянии C, либо переходит в состояние D — если во входном
слове обнаружилось нарушение палиндромности.
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12.4 Задачи
Задача 12.1. Выпишите последовательность состояний автомата с рис. 12.2
при обработке строки a) abaabbaab; b) baabaaaba.

Задача 12.2. Для каждого из автоматов с рис.12.3 постройте минимальный
автомат, принимающий тот же язык.

Рис. 12.3: Конечные автоматы

Задача 12.3. Покажите, что все слова, не являющиеся началами никаких
слов из данного языка L, L-неразличимы.

Задача 12.4. Докажите, что слово языка L и слово, не входящее в L, не
могут быть L-неразличимы.

Задача 12.5. Приведите пример языка, некоторые слова которого различи-
мы им самим.

Задача 12.6. Для каждого из следующих языков докажите, что они нере-
гулярны: а) {anba2n|n ≥ 0}; б) {ajbjak|i + j < k}; в) язык слов в алфави-
те {a, b}, в которых никакое начало не содержит больше букв b, чем a.

Задача 12.7. Для каждого из следующих языков над алфавитом {a, b} ре-
шите, регулярен он или нет; постройте конечные автоматы для распозна-
вания регулярных языков и докажите нерегулярность остальных: а) язык
слов, начинающихся с ww, где w — произвольное слово ненулевой длины; б)
язык слов, содержащих внутри себя слово ww, где w — произвольное слово
ненулевой длины; в) язык слов нечетной длины, средняя буква в которых a;
г) язык слов четной длины, две средние буквы в которых одинаковы; д)
язык слов вида xyx, где x — произвольное слово ненулевой длины; е) язык
слов, не являющихся палиндромами.

Задача 12.8. Постройте конечный автомат, распознающий слова, длина ко-
торых кратна трем.

Задача 12.9. Пусть язык L над алфавитом A регулярен. Верно ли, что
язык L над тем же алфавитом, состоящий из слов, не входящих в L, также
регулярен?

Задача 12.10. Выпишите последовательность состояний автомата со стеком,
распознающего язык Дика, при обработке строки a) aababbab; b) abaabbbaba.

Задача 12.11. Постройте конечный автомат со стеком, распознающий язык
над алфавитом {a, b}, состоящий из слов, в которых букв a больше, чем
букв b.
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Задача 12.12. Выпишите таблицы перехода для автоматов со стеками, рас-
познающих следующие языки над алфавитом{a, b}: a) язык слов, в которых
одинаковое количество букв a и b; б) язык слов, в которых различное ко-
личество букв a и b; в) язык слов вида {anbn+mam|m,n ≥ 0}.



Глава 13

Языки и формальные
грамматики с однозначным
выводом

Конечные автоматы — удобное средство для проверки принадлежности дан-
ного слова данному языку. Однако они непригодны для выписывания всех
слов данного языка. Для этого предназначены формальные грамматики.
Формальные грамматики с однозначным выводом являются замечатель-
ным инструментом для подсчета всех слов данной длины в языке, т.е. для
решения перечислительных задач.

13.1 Правила вывода в языке Дика
Выписывание всех скобочных структур данной длины — трудоемкий про-
цесс. Чтобы не пропустить ни одной структуры и не повторить никакую
структуру дважды, этот процесс надо упорядочить. Один из способов до-
биться упорядочения состоит в том, чтобы рассмотреть два правила вывода
в языке Дика:

1) r −→ λ;
2) r −→ arbr.

(13.1)

Здесь r — буква, не входящая в алфавит {a, b}. Вместо нее мы могли бы
выбрать любую букву, отличную от a и b.

Стрелка в правилах вывода (13.1) заменяет фразу:
если в слове есть буква r, то эту букву можно заменить на слово,

стоящее справа от стрелки.
Покажем, как работают правила вывода: выведем по этим правилам

заданную скобочную структуру.
Пусть нам нужно вывести слово aabaabbb, т.е. правильную скобочную
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структуру (()(())). Вот, как выглядит вывод:

r
2)−→ arbr

1)−→ arb
2)−→ aarbrb

1)−→ aabrb
2)−→ aabarbrb

1)−→

aabarbb
2)−→ aabaarbrbb

1),1)−→ aabaabbb

Над каждой стрелкой в процессе вывода написан номер примененного
правила. Буква r, к которой применялось правило, подчеркнута.

Правила вывода в языке Дика можно понимать следующим образом:
Всякое слово в языке Дика есть либо
1) пустое слово,

либо
2) слово, в котором внутри самой левой пары соответственных скобок

стоит некоторое слово языка Дика и после этой пары стоит слово языка
Дика.

Ясно, что для каждого слова языка Дика такое представление един-
ственно.

Характеристикой числа слов в языке является его производящая функ-
ция.

Определение 13.1.1. Производящей функцией языка L называется про-
изводящая функция

L(s) = l0 + l1s+ l2s
2 + . . . ,

где lk есть число слов длины k в языке L.

Вычислим с помощью правил вывода производящую функцию для язы-
ка Дика. Для этой цели выпишем “некоммутативный производящий ряд”,
перечисляющий слова языка. Этот ряд представляет собой просто формаль-
ную сумму всех слов языка, выписанных в порядке возрастания длины:

D(a, b) = λ+ ab+ aabb+ abab+ aaabbb+ aababb+ . . . . (13.2)

Теорема 13.1.2. Ряд (13.2) удовлетворяет уравнению

D(a, b) = λ+ aD(a, b)bD(a, b). (13.3)

Доказательство. Действительно, в левой части равенства (13.3) за-
писана сумма всех слов языка Дика. Равенство означает справедливость
утверждения

Всякое слово в языке Дика есть либо
1) пустое слово,

либо
2) слово, в котором внутри самой левой пары соответственных скобок

стоит некоторое слово языка Дика и после этой пары стоит слово языка
Дика.
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При этом такое представление единственно. Теорема доказана.
Чтобы перейти от некоммутативного производящего ряда к обычному,

сделаем подстановку a = s, b = s, λ = s0 = 1. Уравнение (13.3) примет вид

D(s, s) = 1 + s2D(s, s).

Отсюда, обозначив D(s, s) через d(s), получим

d(s) = 1 + s2d2(s). (13.4)

Решение

d(s) =
1−
√

1− 4s2

2s2

этого уравнения, конечно же, совпадает (с точностью до возведения фор-
мальной переменной в квадрат) с производящей функцией для чисел Ката-
лана (3.3). Необходимость подстановки переменной s2 вместо s объясняется
тем, что в языке Дика длина слова, составленного из n пар скобок, равна
2n, тогда как ранее мы перечисляли эти слова по числу пар скобок.

13.2 Формальные грамматики с однозначным
выводом

Приведем обобщение рассуждения из предыдущего раздела.

Определение 13.2.1. Слово w = β1 . . . βm языка L называется неразло-
жимым в этом языке, если никакое его непустое подслово βiβi+1 . . . βi+l,
1 ≤ i, i+ l ≤ m, l ≥ 0, отличное от самого слова w, не принадлежит языку
L.

В частности, пустое слово в любом языке неразложимо. Предположим,
что язык L обладает следующими свойствами

1) пустое слово входит в язык L;
2) начало всякого неразложимого слова

не совпадает с концом другого или того же
самого неразложимого слова;

3) если между любыми двумя буквами
любого слова языка L вставить слово языка L,
то получится слово языка L;

4) если из любого слова языка L выкинуть подслово,
входящее в язык L, то получится слово языка L.

(13.5)

Обозначим через n(t) = n0 + n1t + n2t
2 + . . . производящую функцию

для числа неразложимых слов языка L, через l(s) = l0 + l1s + l2s
2 + . . . —

производящую функцию для языка L.
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Теорема 13.2.2. Производящая функция для языка L, удовлетворяющего
условиям (13.5), и производящая функция для подъязыка неразложимых
слов в нем связаны между собой уравнением Лагранжа

l(s) = n(sl(s)). (13.6)

Воспользовавшись теоремой Лагранжа, мы заключаем, что производя-
щая функция для числа неразложимых слов в языке, удовлетворяющем
условиям (13.5), и производящая функция самого языка восстанавливают-
ся друг по другу. Более того, та же теорема дает явное выражение коэф-
фициентов одной из этих функций через коэффициенты другой.

Доказательство. Каждому неразложимому слову αi1 . . . αim в языке L
сопоставим правило вывода

r −→ αi1rαi2r . . . αimr.

Ясно, что каждое слово языка допускает вывод по этим правилам. Такой
вывод однозначен. Действительно, пусть β1 . . . βk —произвольное слово язы-
ка L. Если оно неразложимо, то оно представляется в виде правой части
правила вывода

r −→ β1rβ2r . . . βkr,

где каждое вхождение символа r следует заменить на пустое слово. Из
определения неразложимого слова вытекает, что такое представление един-
ственно.

Предположим теперь, что есть разложимые слова, допускающие раз-
личное представление. Рассмотрим самое короткое такое слово w. В нем
содержится неразложимое подслово. Выберем из всех неразложимых под-
слов слова w самое правое (это возможно, так как неразложимые подслова
не могут пересекаться) и выкинем его из слова w. Получим новое слово w′.
Это слово имеет те же самые представления в виде правых частей правил
вывода, что и слово w. Поэтому w′ — более короткое слово, допускающее
несколько различных представлений. Полученное противоречие доказывает
единственность представления.

Таким образом, некоммутативная производящая функция для языка L
удовлетворяет уравнению

L(a1, . . . , am) = λ+ α11L(a1, . . . , am)α12L(a1, . . . , am) · · ·+ . . . .

Делая подстановку λ = 1, ai = t и учитывая, что l(t) = L(t, t, . . . , t), полу-
чаем заключение теоремы.

Пример 13.2.3. Для языка Дика n(t) = 1 + t2. Неразложимые слова — это
λ и ab. Отсюда немедленно получаем уравнение (13.4) на производящую
функцию для языка Дика.

Одного символа зачастую бывает недостаточно для построения грамма-
тики. Дадим формальное определение грамматики.
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Определение 13.2.4. Пусть R = {r1, . . . , rl} — конечное множество сим-
волов, не входящих в алфавит A. Правилом вывода называется запись вида

ri −→ w,

где ri ∈ R, а w — слово в алфавите A t R. Множество Γ (конечное или
бесконечное) правил вывода

r1 −→ w11

r1 −→ w12

. . .
rl −→ wl1
rl −→ wl2

. . .

называется (контекстно свободной) грамматикой (над алфавитом A). Сло-
во в алфавите A порождается символом ri, если оно может быть получено
цепочкой подстановок, задаваемых грамматикой, из символа ri. Язык Li
порождается символом ri, если все слова языка Li и только они порож-
даются символом ri. Грамматика Γ является грамматикой с однозначным
выводом, если каждое слово, выводимое из символа ri, единственным обра-
зом представляется в виде правой части одного из правил вывода ri −→ wik.

В связи с задачами перечисления наибольший интерес для нас представ-
ляют формальные грамматики с однозначным выводом. Такая грамматика
была построена для языка Дика. Приведем еще один подобный пример.
Пример 13.2.5. Рассмотрим язык F из примера 12.1.2. Он состоит из слов
в алфавите {a, b}, не содержащих подряд идущих букв b. Вот возможная
грамматика для этого языка:

r1 −→ λ
r1 −→ b
r1 −→ r2b
r1 −→ r2

r2 −→ r1a

Язык F выводится из символа r1. Из символа r2 выводится подъязык языка
F , состоящий из слов, заканчивающихся на a.

Приведенная грамматика читается так:

1. всякое слово языка F есть либо пустое слово, либо слово b, либо слово
языка F , кончающееся на a, к которому приписана буква b, либо слово
языка F , кончающееся на a;

2. всякое слово языка F , кончающееся на a, есть некоторое слово языка
F , к которому приписана буква a.

Она однозначна — каждое слово языка F может служить правой частью
только одного из правил вывода.
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Пример 13.2.6. Приведем пример грамматики с неоднозначным выводом.
Грамматика

r −→ λ
r −→ arb
r −→ rarb

выводит язык Дика. Однако некоторые слова в этом языке допускают пред-
ставление в виде правой части как второго, так и третьего правил вывода.
Это в точности те слова, в которых парной правой скобкой к первой левой
скобке является последняя скобка слова. Тем самым, каждое такое слово
может быть выведено несколькими различными способами, и грамматика
как таковая не позволяет составить уравнение на производящую функцию
языка Дика.

Теорема 13.2.7. Пусть Γ — грамматика с однозначным выводом для язы-
ка L. Обозначим через ri(s) производящую функцию для числа слов в языке
L, выводимых из символа ri (т.е. производящую функцию для подъязыка
Li). Тогда производящие функции ri удовлетворяют системе уравнений

ri(s) =
∑
j

sνij
∏
k

r
ηkj
k (s).

В частности, если число правил вывода конечно, то функции ri удовле-
творяют системе полиномиальных уравнений и поэтому являются алгебра-
ическими функциями.

Доказательство. Поступим, как и в ситуации с одним порождающим
символом, — введем некоммутативные производящие степенные ряды для
числа слов, порождаемых каждым из символов ri. Ввиду однозначности
представления каждого слова в виде правой части правила вывода по-
лучаем систему уравнений на некоммутативные ряды. Делая подстановку
λ = s0 = 1, ai = s при i = 1, . . . ,m, получаем систему уравнений на произ-
водящие функции для числа слов. Теорема доказана.

13.3 Производящие функции регулярных язы-
ков

Производящая функция для чисел Фибоначчи рациональна — она пред-
ставляется в виде отношения двух многочленов. С другой стороны, она
является производящей функцией для языка F из примера 12.1.2, распо-
знаваемого конечным автоматом. В этом разделе мы покажем, что такая
ситуация является общей.

Теорема 13.3.1. Производящая функция любого регулярного языка раци-
ональна.

Доказательство. Пусть язык L над алфавитом A = {a1, . . . , ak} ре-
гулярен; рассмотрим распознающий его конечный автомат, и пусть R =
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{r1, . . . , rl} — множество состояний этого автомата, причем состояние r1 на-
чальное. Сопоставим каждому состоянию ri автомата и каждой входящей
в это состояние стрелке am правило вывода

ri −→ rjam,

если стрелка am выходит из состояния rj . (Отметим, что состояние rj может
совпадать с состоянием ri.) Дополнительно сопоставим начальному состоя-
нию r1 автомата правило вывода

r1 −→ λ.

Полученный набор правил вывода задает грамматику с однозначным
выводом. Действительно, язык Li слов, выводимых из символа ri, i =
1, . . . , l состоит из слов, обработка которых автоматом заканчивается в со-
стоянии ri. Поэтому каждое слово над A представимо в виде правой части
лишь одного из правил вывода. При замене некоммутативной производя-
щей функции на коммутативную мы получаем систему линейных уравнений
с полиномиальными коэффициентами на производящие функции Li язы-
ков Li. По правилу Крамера решение такой системы дается рациональными
функциями. Каждая такая функция является отношением двух определи-
телей, каждый из которых представляет из себя многочлен. Суммируя эти
рациональные функции по всем принимающим состояниям автомата, мы
получаем рациональную производящую функцию для нашего регулярного
языка.

13.4 Представления производящих функций в
виде непрерывных дробей

Производящая функция для чисел Каталана удовлетворяет квадратному
уравнению (3.2)

s2 Cat2(s)− Cat(s) + 1 = 0.

Перепишем это уравнение в виде

Cat(s)− s2 Cat2(s) = 1,

или
Cat(s) =

1

1− s2 Cat(s)
. (13.7)

Подставив выражение для Cat(s) из левой части равенства (13.7) в пра-
вую часть того же равенства, получим

Cat(s) =
1

1− s2

1−s2 Cat(s)

.
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Подставляя вновь выражение (13.7) для Cat(s) в получившееся равенство
и продолжая этот процесс, мы получаем представление для функции Ка-
талана в виде непрерывной дроби:

Cat(s) =
1

1− s2

1− s2

1−...

. (13.8)

Полученное разложение нужно понимать следующим образом. Если мы
оборвем непрерывную дробь на n-м шаге (оставив вместо нее конечную
непрерывную дробь, которая представляет собой рациональную функцию),
то коэффициенты разложения полученной функции по степеням s будут
совпадать с коэффициентами разложения функции Cat(s) вплоть до чле-
на s2n. Заметим, что из-за наличия множителя s2 в числителе очередной
дроби, присоединяемой на (n+1)-м шаге, увеличение числа членов в непре-
рывной дроби не приводит к изменению первых n коэффициентов в ее раз-
ложении. Например,

1

1− s2
= 1 + s2 + s4 + s6 + s8 + . . .

1

1− s2

1−s2
= 1 + s2 + 2s4 + 4s6 + 8s8 + . . .

1

1− s2

1− s2

1−s2

= 1 + s2 + 2s4 + 5s6 + 13s8 + . . .

1

1− s2

1− s2

1− s2

1−s2

= 1 + s2 + 2s4 + 5s6 + 14s8 + . . .

Стабилизирующаяся часть разложения выделена.
Представление функции Каталана в виде непрерывной дроби тесно свя-

зано с двумя способами ее получения — перечислением путей по треугольни-
ку Дика (раздел 3.3) и с помощью производящей грамматики (раздел 13.1).
Подобное представление можно распространить и на другие функции, пе-
речисляющие различные пути.

Вспомним треугольник Дика с кратностями (рис. 4.5), в основании ко-
торого лежат числа Эйлера. Сейчас мы построим непрерывную дробь, от-
вечающую этому треугольнику.

Теорема 13.4.1. Производящая функция

F0(s) = 1 + s2 + 5s4 + 61s6 + 1385s8 + . . .

для нижней стороны треугольника с рис. 4.5 представляется в виде непре-
рывной дроби

F0(s) =
1

1− 12s2

1− 22s2

1− 32s2
1−...

.
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Доказательство. Производящая функция F0(s) перечисляет различ-
ные пути с началом и концом на высоте 0. Обозначим через Fi(s) произ-
водящую функцию, перечисляющую пути с началом и концом на высоте i,
которые не опускаются ниже уровня i, по их длине. Тогда

F0(s) =
1

1− s2F1(s)
.

Действительно, каждый путь с началом и концом на высоте 0 единственным
образом разбивается на такие участки, что

1. концы пути на каждом участке лежат на высоте 0;

2. высота всех промежуточных точек пути на каждом участке больше
нуля.

Если отбросить начальный и конечный отрезок такого участка, то мы
получим путь, начинающийся и заканчивающийся на высоте 1.

Аналогично,

F1(s) =
1

1− 4s2F2(s)
.

Появление четверки в коэффициенте при s2 объясняется тем, что к данному
пути, начало и конец которого лежат на высоте 2, начальный и конечный
векторы, превращающие его в путь на высоте 1, можно добавить четырьмя
“различными” способами.

Продолжая это рассуждение, мы заключаем, что

Fk(s) =
1

1− (k + 1)2s2Fk+1(s)
,

и непрерывная дробь теперь выписывается очевидным образом:

F0(s) =
1

1− s2F1(s)

=
1

1− s2

1−4s2F2(s)

= . . .

=
1

1− s2

1− 4s2

1− 9s2
1−...

.

Из доказательства теоремы непосредственно вытекает, что распределе-
ние кратностей по восходящему и нисходящему векторам пути в каждом
слое не имеет значения. Необходимо лишь, чтобы произведение этих крат-
ностей внутри каждого слоя было постоянным. Например, треугольник,
изображенный на рис. 13.1, порождает ту же производящую функцию для
путей с нулевой высотой начала и конца, что и треугольник с рис. 4.5 а).
Заметим, что то же справедливо и для путей на других высотах.
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Рис. 13.1: Другая расстановка кратностей в треугольнике Дика
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Рис. 13.2: Треугольник Моцкина с кратностями

Конечно, доказательство теоремы обобщается на произвольную расста-
новку кратностей. Более того, его можно без труда перенести и на треуголь-
ник Моцкина (рис. 13.2).

Теорема 13.4.2. Пусть через αi, βi, γi обозначены кратности векторов
(1, 1), (1,−1) и (1, 0) соответственно в i-м слое взвешенного треугольни-
ка Моцкина. Тогда производящая функция Fk(s) для путей с началом и
концом на высоте k, не опускающихся ниже этой высоты, представля-
ется в виде непрерывной дроби

Fk(s) =
α0α1 . . . αk−1

1− γks− αkβks2

1−γk+1s−
αk+1βk+1s

2

1−...

.

Доказательство. Конечно, эта теорема доказывается так же, как и
ее частный случай теорема 13.4.1. Мы, однако, хотим изложить то же са-
мое доказательство на языке формальных грамматик. Сопоставим векто-
рам (1, 1), (1,−1), (1, 0) в i-м слое буквы ai, bi, ci соответственно. Мы будем
рассматривать языки F0,F1, . . . в алфавите из бесконечного набора букв
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{a0, b0, c0, a1, b1, c1, . . . }. Язык Fk состоит из слов, отвечающих путям с на-
чалом и концом на высоте k, не опускающимся ниже этой высоты.

Грамматика

r0 −→ λ

r0 −→ c0r0

r0 −→ a0r1b0r0

r1 −→ λ

r1 −→ c1r1

r1 −→ a1r2b1r1

. . .

является грамматикой с однозначным выводом. Буква rk, k = 0, 1, 2, . . .
порождает язык Fk. Поэтому некоммутативные производящие функции для
языков Fk удовлетворяют соотношениям

F0 = λ+ c0F0 + a0F1b0F0

F1 = λ+ c1F1 + a1F2b1F1

. . .

Подставляя λ = 1, ai = αis, bi = βis, ci = γis, получаем систему уравне-
ний на коммутативные производящие функции

F0(s) = 1 + γ0sF0(s) + α0β0s
2F0(s)F1(s)

F1(s) = 1 + γ1sF1(s) + α1β1s
2F1(s)F2(s)

. . .

откуда

F0(s) =
1

1− γ0s− α0β0s2F1(s)

=
1

1− γ0s− α0β0s2

1−γ1s−α1β1s2F2(s)

= . . .

Вывод формул для остальных Fk аналогичен, и теорема доказана.

13.5 Сравнения в последовательностях
Этот раздел посвящен свойствам последовательностей целых чисел, приве-
денных по различным модулям.

Рассмотрим, например, последовательность чисел Эйлера

1, 1, 5, 61, 1385, . . . .
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Остатки от деления элементов этой последовательности на 4 образуют но-
вую последовательность

1, 1, 1, 1, 1, . . . .

Можно проверить, что и последующие члены этой последовательности так-
же будут единицами.

Та же самая последовательность, взятая по модулю 3, выглядит следу-
ющим образом:

1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . . .

Периодичность последовательности подсказывает нам, что она задается
рациональной производящей функцией. Действительно, пусть N — длина
периода последовательности ai, т.е. ak+N = ak для всех достаточно боль-
ших k. Тем самым, последовательность задается линейным рекуррентным
соотношением и, согласно теореме 2.3.1, соответствующая производящая
функция рациональна.

В случае чисел Эйлера такую производящую функцию несложно найти.
Действительно, рассмотрим представление производящей функции для них
в виде непрерывной дроби

E(s) =
1

1− 12s2

1− 22s2

1− 32s2
1−...

.

При приведении последовательности по модулю 4 второй член этой дроби
обращается в нуль, поэтому вся дробь принимает вид

E4(s) ≡ 1

1− s2
mod 4.

(Два ряда с целыми коэффициентами сравнимы по какому-либо модулю,
если по этому модулю сравнимы соответствующие коэффициенты рядов.)
При приведении по модулю 3 обращается в нуль третий член, и дробь вы-
глядит так:

E3(s) ≡ 1

1− s2

1−4s2

mod 3 ≡ 1− s2

1 + s2
mod 3.

Вообще, при приведении последовательности чисел Эйлера по модулю
p мы получаем конечную дробь

Ep(s) ≡
1

1− 12s2

1−... (p−2)2s2

1−(p−1)2s2

mod p,

так как коэффициент p2 в следующем числителе сравним с нулем по модулю
p и, тем самым, обращает в нуль весь хвост непрерывной дроби. Ясно, как
распространить это рассуждение на произвольную непрерывную дробь.
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Теорема 13.5.1. Пусть производящая функция A(s) представлена в виде
непрерывной дроби

A(s) =
1

1− c1s− p1s2

1−c2s− p2s
2

1−c3s−
p3s

2

1−...

.

Тогда функция Ap(s) ≡ A(s) mod p рациональна для любого числа p, яв-
ляющегося делителем одного из произведений p1, p1p2, p1p2, p3, . . . . Если p
делит произведение p1 . . . pk, то

Ap(s) ≡
1

1− c1s− p1s2

1−...
pk−2s

2

1−ck−1s−pk−1s
2

mod p.

Таким образом, теорема 13.5.1 позволяет найти представление в виде
рациональной производящей функции для последовательностей, отвечаю-
щих взвешенным треугольникам Дика, которые приведены по некоторым
(иногда даже по всем, как в случае чисел Эйлера) модулям.

Другой подход к изучению арифметических свойств элементов число-
вых последовательностей основан на использовании различных комбина-
торных представлений для них. Вот простейший пример подобного рас-
суждения. Число

1

n+ 1

(
2n

n

)
=

(2n)!

(n+ 1)!n!

является целым при любом n, однако непосредственно из формулы это не
очевидно. Мы знаем, впрочем, что это число равно числу правильных ско-
бочных структур из n пар скобок, и поэтому оно не может не быть целым.

Представление чисел Каталана триангуляциями правильных (n + 2)-
угольников позволяет доказать следующее утверждение.

Утверждение 13.5.2. Если число n+2 является степенью простого чис-
ла, n+ 2 = pk и n > 1, то число Каталана cn делится на p.

Например,

c2 = 2 ≡ 0 mod 2; c5 = 42 ≡ 0 mod 7; c7 = 429 ≡ 0 mod 3.

Доказательство. Группа Zn+2 вычетов по модулю n + 2 действует на
множестве триангуляций правильного (n + 2)-угольника поворотами. При
n > 1 у этого действия нет неподвижных точек. Поэтому длина каждой его
орбиты делится на p, а, значит, делится на p и число триангуляций.

Аналогично, представление чисел Каталана правильными скобочными
структурами дает еще одно свойство этих чисел.

Утверждение 13.5.3. Если число n есть степень простого числа, n = pk,
то cn ≡ 2 mod p.



13.5 Сравнения 188

Например,

c2 = 2 ≡ 2 mod 2; c3 = 5 ≡ 2 mod 3; c5 = 42 ≡ 2 mod 5.

Доказательство. Группа вычетов Z2n по модулю 2n действует на мно-
жестве правильных скобочных структур из n пар скобок по следующему
правилу. Образующая этой группы представляется циклическим сдвигом
на единицу. При таком сдвиге

1. самая левая скобка стирается;

2. вместо нее в структуру добавляется самая правая скобка;

3. правая скобка, парная стертой самой левой скобке, заменяется на ле-
вую скобку.

Все остальные скобки не меняются. При n > 1 у этого действия нет непо-
движных точек.

Ровно одна орбита такого действия имеет длину 2. Она состоит из ско-
бочных структур

()() . . . ()︸ ︷︷ ︸
n пар скобок

и ( () . . . ()︸ ︷︷ ︸
n− 1 пар скобок

).

Длины остальных орбит делятся на p, что и доказывает утверждение.
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13.6 Задачи
Задача 13.1. Докажите, что грамматика из примера 13.2.5 действительно
описывает язык F из примера 12.1.2 и что вывод в ней однозначен. Восполь-
зовавшись этой грамматикой, найдите производящую функцию для языка
F .
Задача 13.2. Придумайте для языка F порождающую грамматику с одним
порождающим символом и однозначным выводом.
Задача 13.3. Напишите правила вывода для языка правильных скобочных
структур из двух пар скобок (круглых и квадратных) и выведите произ-
водящую функцию для него. Этот язык называется языком Дика второго
порядка. Обобщите результат на языки Дика произвольного порядка.
Задача 13.4. Задайте с помощью формальных грамматик языки систем
путей из задач 3.5, 3.11; выведите отсюда соответствующие производящие
функции.
Задача 13.5. Языком Моцкина называется язык в алфавите {a, b, c}, состоя-
щий из таких слов, что зачеркивание всех букв c в них дает слово из языка
Дика. Слова в языке Моцкина находятся во взаимно однозначном соот-
ветствии с путями Моцкина из задачи 3.3. Постройте для языка Моцкина
грамматику с однозначным выводом и найдите с ее помощью производя-
щую функцию для этого языка.
Задача 13.6. Постройте грамматику для языка натуральных чисел, запи-
санных в двоичной системе счисления.
Задача 13.7. Постройте грамматику для языка правильных арифметиче-
ских выражений в двоичной системе счисления в алфавите {(, ),+, 1, 0}.
Задача 13.8. Постройте грамматики для языков а) L1 = {a3ibi|i ≥ 0};
б) L2 = {aibj |i ≥ j ≥ 0}; в) L3 = {w|число вхождений буквы a в слово w
равно числу вхождений буквы b в это слово};
г) L4 = {w|число вхождений буквы a в слово w вдвое больше числа вхож-
дений буквы b};
д) L5 = множество палиндромов в алфавите из трех букв. (Палиндромом
называется слово, одинаково читающееся слева направо и справа налево.)

Найдите производящие функции для этих языков.
Задача 13.9. Найдите производящие функции для языков из двух букв,
слова которых не содержат
а) подслова ba; б) подслова aabb; в) подслова aba;
г) подслов aabab, ababa.
Задача 13.10. Обозначим через an,k число путей в треугольнике Дика, со-
стоящих из n звеньев, площадь под которыми равна k; a2,1 = 1, a2,k = 0
при k четном. Докажите, что

A(s, t) =
∑

an,ks
ntk =

1

1− s2t

1− s2t3

1− s2t5
1−...

.



13.6 Задачи 190

Задача 13.11. Докажите справедливость следующих разложений в непре-
рывные дроби:

• а)
B(s) =

s

1− 1·2s2
1− 2·3s2

1−···− k(k+1)s2

1−...

,

где B(s) — производящая функция для стороны Бернулли треуголь-
ника Бернулли–Эйлера;

• б)
∞∑
n=0

(2n− 1)!!s2n =
1

1− s2

1− 2s2

1− 3s2
1−...

,

где (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1);

• в)
∞∑
n=0

Ins
n =

1

1− s− s2

1−s− 2s2

1−s− 3s2
1−...

,

где In — число инволюций (перестановок, квадрат которых есть тож-
дественная перестановка) на множестве из n элементов, I1 = 1, I2 = 2,
I3 = 4, I4 = 10, . . . ;

• г)
∞∑
n=0

(n+ 1)!sn =
1

1− 2s− 1·2s2
1−4s− 2·3s2

1−6s− 3·4s2
1−...

;

• д)
∞∑
n=0

n!sn =
1

1− s− 12s2

1−3s− 22s2

1−5s− 32s2
1−...

.

Задача 13.12. Напишите производящую грамматику с однозначным выво-
дом для языка в алфавите 0, 1, состоящего из слов с четным числом нулей,
и найдите производящую функцию для этого языка.
Задача 13.13. Напишите производящую грамматику с однозначным выво-
дом для языка в алфавите 0, 1, 2, состоящего из слов с четным числом ну-
лей и четным числом единиц, и найдите производящую функцию для этого
языка.
Задача 13.14. Найдите длины периодов следующих последовательностей:
а) чисел Эйлера mod 6; б) чисел Эйлера mod 7; в) чисел Бернулли mod 6;
г) чисел Бернулли mod 7; д) числа инволюций In mod 6; е) числа инволю-
ций In mod 7.



Глава 14

Библиографические
замечания

Представленный в настоящем приложении список литературы ни в коем
случае не претендует на полноту. Он лишь призван несколько расширить
перспективу и позволить читателям взглянуть на дискретную математику
с других точек зрения.

Дискретная математика — один из стандартных курсов, который чита-
ется как на математических факультетах классических университетов, так
и в технических вузах ([1, 4, 5, 11]). Отдельно хотелось бы отметить об-
стоятельный курс [6], подходы которого близки к излагаемым в настоящей
книге.

На русском языке имеется несколько монографий, в которых изложе-
ние метода производящих функций занимает одно из центральных мест.
В первую очередь следует отметить две книги [7] и [12] под одинаковым
названием “Перечислительная комбинаторика”. Помимо богатого материа-
ла (который частично перекрывается с изложенным в настоящей книге и
в значительной степени дополняет его) там приведено большое количество
исторических сведений и обширная библиография. Этот список следует до-
полнить еще не переведенными на русский язык книгами [19, 23].

Несмотря на то, что с момента первого издания книги Полиа и Сеге [9]
прошло уже три четверти века, она по-прежнему остается одной из лучших
книг по комбинаторике и, в том числе, по методу производящих функций. В
настоящую книгу включено много задач из этого сборника. Частично зада-
чи взяты также из уже упоминавшихся книг [7] и [12], других источников,
а также придуманы мной самостоятельно.

Треугольник Бернулли–Эйлера введен и подробно изучен В.И.Арнольдом
[15, 2, 3] в связи с исследованием различных функциональных топологиче-
ских пространств. О производящих функциях для взвешенных треуголь-
ников Дика и Моцкина см. статью [21]. Отправной точкой в изложении
теневого исчисления послужила статья [22].

191
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Подход к инвариантам графов в настоящей книге следует классической
монографии Татта [13]. Перечислительные аспекты теории графов описаны
в [14]. Изложения связи перечислительных задач с группой перестановок
следует, в основном, [8]. Там же можно найти подробное описание алгебры
Хопфа графов и смежных алгебр Хопфа.

Вывод уравнений на производящие функции для языков, порожден-
ных контекстно-свободными грамматиками, следует подходу, изложенному
в [16] (см. также ссылки там). Связь этого подхода с уравнением Лагранжа
подробно описана в [20].

Все, что связано с представлением производящих функций в виде непре-
рывных дробей, я взял из работ Флажоле [17, 18].
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