
Ãëàâà 11

Òåîðåìà Àáåëÿ

Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä äàííîé êîìïëåêñíîé êðèâîé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçî-
ðîâ íà ýòîé êðèâîé. Ó òàêîãî êëàññà èìååòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà � åãî ñòåïåíü. Ïîñêîëüêó äèâèçîðû ñîñòîÿò èç òî÷åê êðèâîé, åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ äèâèçîðîâ îäèíàêîâîé ñòåïåíè íà-
äåëåíî äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè. Îíî äîëæíî áûòü òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, áîëåå òîãî � êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì. Òåîðåìà Àáåëÿ
îòîæäåñòâëÿåò ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ äèâèçîðîâ íóëåâîé ñòåïåíè íà êðèâîé
ðîäà g ñ íåêîòîðûì g-ìåðíûì êîìïëåêñíûì òîðîì � ÿêîáèàíîì êðèâîé.

Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà Àáåëÿ äàåò îòâåò íà âîïðîñ, êàêèå äèâèçîðû D
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå D = (f), ãäå f � íåêîòîðàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ.
Òàêèå äèâèçîðû î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ degD = 0, ïîñêîëüêó ó
ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñóììà ïîðÿäêîâ âñåõ íóëåé è ïîëþñîâ ðàâíà
0.

Ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ äèâèçîðîâ ëþáîé äðóãîé ñòåïåíè èìååò òàêîé æå
âèä, îäíàêî åãî èçîìîðôèçì ñ ÿêîáèàíîì íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ïîìè-
ìî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ãåîìåòðèÿ ÿêîáèàíà íåñåò
áîëüøîå êîëè÷åñòâî äðóãîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå êðèâîé.

11.1 ßêîáèàí

Ïóñòü γ � ïóòü íà êðèâîé C. Èíòåãðàë ïî òàêîìó ïóòè îïðåäåëÿåò ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë γ : Ω1(C) → C íà ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
íà C, γ : ω 7→

∫
γ
ω. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ

êëàññîì ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòè γ ñðåäè âñåõ ïóòåé ñ äàí-
íûì íà÷àëîì è êîíöîì. Åñëè ïóòü γ çàìêíóò, òî çàäàâàåìûé èì ôóíêöè-
îíàë îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû ïåðâûõ ãîìîëîãèé
[γ] ∈ H1(C,Z) (åñëè äâà ïóòè ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé,
òî îòâå÷àþùèå èì ôóíêöèîíàëû îäèíàêîâû, äàæå åñëè ïóòè ãîìîòîïè÷åñêè
íåýêâèâàëåíòíû).
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Âñå ôóíêöèîíàëû, îòâå÷àþùèå çàìêíóòûì ïóòÿì, îáðàçóþò äèñêðåò-
íóþ ïîäãðóïïó â g-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω1(C))∨, äâîéñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà êðèâîé C ðîäà g. Áîëåå òîãî, êàê ìû
âèäåëè (ñì. ëåììó 6.4.2), ýòà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîìåðíîé ðåøåòêîé �
åå ðàíã ðàâåí 2g. Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ýòîé ðåøåòêè ìîæíî âçÿòü ëþ-
áîé íàáîð ôóíêöèîíàëîâ, ïîñòðîåííûõ ïî íåêîòîðîìó áàçèñó â H1(C,Z).
Ïîñòðîåííàÿ ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ êðèâîé C.

Ôàêòîðãðóïïà ïðîñòðàíñòâà (Ω1(C))∨ ïî ðåøåòêå ïåðèîäîâ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé g-ìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð. Ýòîò òîð íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì êðè-
âîé C è îáîçíà÷àåòñÿ J(C).

Ïðèìåð 11.1.1. ßêîáèàíû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ îäíîìåðíû, ò.å. ñàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè. Áîëåå òîãî, ÿêîáèàí âñÿêîé ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé èçîìîðôåí åé ñàìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ C ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ñ êîîð-
äèíàòîé z ïî ðåøåòêå, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû 1 è τ . Âûáåðåì â H1(C,Z)
áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíà òîðà, ò.å. èç êëàññîâ êðèâûõ,
ïðåäñòàâëåííûõ êàê ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè îòðåçêà [0, 1] è îòðåçêà [0, τ ]
â C ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðâàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåò íà Ω1(C) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, çíà÷åíèå
êîòîðîãî íà áàçèñíîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìå ω = dz ðàâíî∫ 1

0

ω = 1,

âòîðàÿ � ôóíêöèîíàë, èìåþùèé çíà÷åíèå∫ τ

0

ω = τ,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî J(C) = C.

Óæå ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿêîáèàíû ðàçëè÷íûõ êðèâûõ îäíîãî
ðîäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áèãîëîìîðôíû äðóã äðóãó.

Çàìå÷àíèå 11.1.2. Â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà åå ÿêî-
áèàíå âñåãäà èìååòñÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà � òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ ôóíê-
öèîíàë, ò.å. ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùåé ÿêîáèàí ðåøåòêè. Íó-
ëåâîé ôóíêöèîíàë çàäàåò âûäåëåííóþ òî÷êó íà ÿêîáèàíå ïðîèçâîëüíîé
êðèâîé.

Ïóñòü q ∈ C � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, à ω � íåêîòîðàÿ ãîëî-
ìîðôíàÿ ôîðìà íà C. Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ C îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫ p

q
ω

âäîëü ïðîèçâîëüíîãî ïóòè èç q â p. Ïðè âûáîðå äðóãîãî ïóòè ê ýòîìó èí-
òåãðàëó äîáàâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èíòåãðàëîâ ôîð-
ìû ω ïî áàçèñíûì ïóòÿì, ò.å. çíà÷åíèå íà ω íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ðåøåòêè.
Òåì ñàìûì, êàæäîé ïàðå òî÷åê q, p íà êðèâîé C îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ
òî÷êà

∫ p

q
ÿêîáèàíà J(C). Ïîýòîìó ïðè çàäàííîé òî÷êå q êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�ßêîáè uq : C → J(C), çàäàííîå ôîðìóëîé

uq : p 7→
∫ p

q

,
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êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ è äî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà äèâèçîðîâ uq : Div(C) →
J(C)

uq : D =
k∑

i=1

nipi 7→
k∑

i=1

ni

∫ pi

q

.

ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ äèâèçîðîâ íóëåâîé ñòåïåíè D =

∑k
i=1 pi −

∑k
i=1 qi ∈ Div0(C) ïîëó÷àåì

u(D) =
k∑

i=1

∫ pi

q

−
k∑

i=1

∫ qi

q

=
k∑

i=1

∫ pi

qi

� îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè q ∈ C.
Òåîðåìà Àáåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äèâèçîð D ∈ Div0(C) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå D = (f), ãäå f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà u(D) = 0. Âåðíî äàæå ñëåäóþùåå áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11.1.3 (Àáåëü�ßêîáè). Ïóñòü L∗(C) � ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ
ôóíêöèè, à îòîáðàæåíèå () ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè f åå äèâèçîð (f). Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ

L∗(C)
()−→ Div0(C)

u−→ J(C) → 0

òî÷íà, ò.å. Keru = Im() è îòîáðàæåíèå u ñþðúåêòèâíî.

Òåîðåìó Àáåëÿ�ßêîáè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ôàêòîðãðóïïó Div0(C)/ Im() = Pic(C) íàçûâàþò ìíîãîîáðàçèåì Ïèêàðà.
Òåîðåìà Àáåëÿ�ßêîáè óòâåðæäàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Pic(C) → J(C), èíäó-
öèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì Àáåëÿ�ßêîáè u, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå u : Div0 → J(C) ñþðúåêòèâíî,
÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé îáðàùåíèÿ ßêîáè.

11.2 Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå u(D) = 0 íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû äèâèçîð D
ïðåäñòàâëÿëñÿ â âèäå D = (f). Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè d
íà êðèâîé C. Äëÿ t ∈ CP1 = C ∪ {∞} ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíûé äèâèçîð
Dt = f−1(t) ∈ Div(C). ßñíî, ÷òî D = (f) = f−1(0) − f−1(∞) = D0 − D∞,
ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî u(D) = 0, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî u(Dt) =
const.

Ïóñòü òî÷êà t0 ∈ CP1 òàêîâà, ÷òî íàä íåé ó f íåò òî÷åê âåòâëåíèÿ, ò.å.
åå ïðîîáðàç f−1(t0) = {p1(t0), . . . , pd(t0)} ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç d òî÷åê.
Òîãäà íàä äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ U(t0) òî÷êè t0 îòîáðàæåíèå f
ÿâëÿåòñÿ (íåðàçâåòâëåííûì) íàêðûòèåì, è ïðîîáðàç f−1(U(t0)) îêðåñòíî-
ñòè U(t0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå d áèãîëîìîðôíûõ åé
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îêðåñòíîñòåé. Îáîçíà÷èì ýòè îêðåñòíîñòè ÷åðåç U1, . . . , Ut, à ïðîîáðàç òî÷-
êè t ∈ U(t0), ëåæàùèé â îêðåñòíîñòè Uj , ÷åðåç pj(t), j = 1, . . . , d. Ïîëîæèì
Dt = f−1(t) = p1(t) + · · ·+ pn(t). Òîãäà äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω
è âûáðàííîé òî÷êè q

uq(Dt)(ω) =

∫ p1(t)

q

ω + · · ·+
∫ pn(t)

q

ω.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé, à çíà÷èò è äëÿ ëþáîé, òî÷êè q
çíà÷åíèå uq(Dt)(ω) íå çàâèñèò îò t äëÿ ëþáîé 1-ôîðìû ω.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïî t â òî÷êå t0. Ïîñêîëüêó
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà êàæäóþ îêðåñòíîñòü Uj ÿâëÿåòñÿ áèãîëî-
ìîðôíûì îòîáðàæåíèåì, t ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé è â êàæäîé
îêðåñòíîñòè Uj . Ïóñòü 1-ôîðìà ω çàïèñûâàåòñÿ â ýòîé êîîðäèíàòå â âèäå
φ(t)dt, ãäå ôóíêöèÿ φ(t) ãîëîìîðôíà. Òîãäà

d

dt

∫ pj(t)

q

ω

∣∣∣∣∣
t=t0

=
d

dt

∫ t

q

φ(t)dt

∣∣∣∣
t=t0

= φ(t0).

Ðåçóëüòàò ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d

dt

∫ pj(t)

q

ω

∣∣∣∣∣
t=t0

=
1

2πi
Respj(t0)

ω

f − t0
.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïðîâåðèëè âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ëîêàëü-
íîé êîîðäèíàòå t â îêðåñòíîñòè Uj , à â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè åãî ïðàâîé
÷àñòè îíî âûïîëíÿåòñÿ è â ëþáîé äðóãîé êîîðäèíàòå. Êðîìå òîãî, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè t0 â îêðåñòíîñòè U(t0), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî t

d

dt

∫ pj(t)

q

ω =
1

2πi
Respj(t)

ω

f − t
.

Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
uq(Dt)(ω) =

d

dt

∫ p1(t)

q

ω + · · ·+ d

dt

∫ pn(t)

q

ω

=
1

2πi
Resp1(t)

ω

f − t
+ · · ·+ 1

2πi
Respn(t)

ω

f − t
= 0,

ïîñêîëüêó ñóììà âû÷åòîâ ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû ω
f−t íà êîìïàêòíîé êðè-

âîé ðàâíà íóëþ.

11.3 Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè

Ìû íà÷èíàåì äîêàçûâàòü, ÷òî óñëîâèå u(D) = 0 äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
äèâèçîð D ïðåäñòàâëÿëñÿ â âèäå D = (f). Ïóñòü äëÿ äèâèçîðà D ∈ Div0(C)
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî u(D) = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ
f , äëÿ êîòîðîé D = (f). Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Ïóñòü f : C → CP1 � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðô-
íóþ 1-ôîðìó αf = 1

2πi
df
f íà C. Ýòà 1-ôîðìà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1. åå äèâèçîð ïîëþñîâ (αf )∞ ñîñòîèò èç íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f ,
ïðè÷åì âñå ïîëþñà 1-ôîðìû ïðîñòûå;

2. Respj αf =
nj

2πi , ãäå nj � íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì
∑

j nj = 0;

3. Èíòåãðàë îò 1-ôîðìû αf ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ïóòè íà C � öåëîå
÷èñëî.

Òåîðåìà 11.3.1. Ïóñòü ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà α îáëàäàåò ïåðå÷èñëåííû-
ìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ôèêñèðóåì òî÷êó q ∈ C è ïîëîæèì

fq(p) = exp

(
2πi

∫ p

q

α

)
,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîìó ïóòè èç q â p, íå ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç
ïîëþñû 1-ôîðìû α. Òîãäà fq � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé C, äëÿ

êîòîðîé (fq) =
∑k

j=1 njpj = D.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè 1-ôîðìà α îáëàäàåò ñâîéñòâîì 3, òî îíà îáëàäàåò
è ñâîéñòâîì 2: âû÷åò 1-ôîðìû â ïîëþñå ïðîïîðöèîíàëåí åå èíòåãðàëó ïî
ìàëåíüêîìó çàìêíóòîìó ïóòè ñ öåíòðîì â ýòîì ïîëþñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî fq(p) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè èç q â p.
Ïóñòü I è I ′ � äâà èíòåãðàëà

∫ p

q
α ïî äâóì ðàçíûì ïóòÿì èç q â p. Ñâîéñòâî

3 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ÷èñëî I − I ′ öåëîå, ïîýòîìó exp(2πiI) = exp(2πiI ′), à
çíà÷èò ôóíêöèÿ fq(p) ìåðîìîðôíà. Ñîâïàäåíèå âû÷åòîâ 1-ôîðì α è αfq â
ïîëþñàõ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè fq.

11.4 Àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî, âòîðî-

ãî è òðåòüåãî ðîäà

Ìåðîìîðôíûå (â òîì ÷èñëå è ãîëîìîðôíûå) äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû
íà êðèâîé C íàçûâàþò òàêæå àáåëåâûìè äèôôåðåíöèàëàìè. Ïðè ýòîì ãî-
ëîìîðôíóþ 1-ôîðìó íàçûâàþò àáåëåâûì äèôôåðåíöèàëîì ïåðâîãî ðîäà;
ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó, ó êîòîðîé âñå âû÷åòû ðàâíû íóëþ, íàçûâàþò àáå-
ëåâûì äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ðîäà (àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ðîäà
òîæå ñ÷èòàåòñÿ àáåëåâûì äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ðîäà), à ïðîèçâîëüíóþ
ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó íàçûâàþò àáåëåâûì äèôôåðåíöèàëîì òðåòüåãî ðî-
äà.

Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì äèôôåðåíöèàëîì òðåòüåãî ðîäà ìåðîìîðôíóþ
1-ôîðìó α, ó êîòîðîé åñòü äâà ïîëþñà p è q, ïðè÷åì ýòè ïîëþñà ïðîñòûå è
Resp α = 1

2πi , Resq α = − 1
2πi .
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Òåîðåìà 11.4.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p è q êðèâîé C ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ðîäà α, äëÿ êîòîðîãî
(α)∞ = p+ q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ 1-
ôîðìà α, äëÿ êîòîðîé (α)∞ = p + q. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà p � ïðîñòîé
ïîëþñ 1-ôîðìû α, ïîýòîìó Resp α ̸= 0. Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ
Resp α + Resq α = 0. Ïîýòîìó ïîñëå óìíîæåíèÿ 1-ôîðìû α íà ïîäõîäÿùåå
÷èñëî, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ 1-ôîðìó.

Äëÿ äèâèçîðà D = −(p + q), ãäå p è q � ðàçëè÷íûå òî÷êè êðèâîé C
ðîäà g, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà −2, òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äàåò

l(D)− i(D) = −2 + 1− g.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî l(D) = 0 (ïîñêîëüêó íå áûâàåò ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, èìå-
þùèõ íóëè), çàêëþ÷àåì, ÷òî i(D) = g + 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì, èìåþùèõ ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â
òî÷êàõ p è q è íå èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ, èìååò ðàçìåðíîñòü g + 1 �
á�îëüøóþ, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñóùåñòâóåò 1-ôîðìà ñ ïîëþñàìè â òî÷íîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà â êàæäîé
èç òî÷åê p è q.

Ïðèìåð 11.4.2. Â ñëó÷àå g = 0 òàêóþ 1-ôîðìó ëåãêî íàïèñàòü. Òàê, åñëè
òî÷êè p è q èìåþò êîîðäèíàòû 0 è∞ ñîîòâåòñòâåííî, òî òðåáóåìàÿ 1-ôîðìà
èìååò âèä dz/z. Äëÿ ïåðåíîñà ïîëþñîâ â äðóãóþ ïàðó òî÷åê íåîáõîäèìî
ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùåå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Óïðàæíåíèå 11.4.3. Äëÿ çàäàííîé ïàðû òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
âûðàçèòå ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó, èìåþùóþ ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòèõ
òî÷êàõ, ÷åðåç ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó è ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà êðèâîé.

Ìû ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåìñÿ ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷-
íîñòè. Ïóñòü D =

∑k
j=1 pj −

∑k
j=1 qj ∈ Div0(C), ãäå òî÷êè pj (à òàêæå qj)

íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû. Ïîñòðîèì 1-ôîðìû α1, . . . , αk òàê, ÷òî (αj)∞ =
pj+qj , Respj αj =

1
2πi è Resqj αj = − 1

2πi . Ïîëîæèì α = α1+ · · ·+αk. Òîãäà α
� äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ðîäà, îáëàäàþùèé äâóìÿ ïåðâûìè òðåáóåìûìè
ñâîéñòâàìè. Äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω äèôôåðåíöèàë α+ω òîæå
îáëàäàåò äâóìÿ ïåðâûìè ñâîéñòâàìè. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü ω òàê, ÷òîáû
îí îáëàäàë è òðåòüèì ñâîéñòâîì.

11.5 Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà

Ïóñòü C � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Âûáåðåì íà íåé çàìêíóòûå êðè-
âûå γ1, . . . , γ2g, êëàññû ãîìîëîãèé êîòîðûõ ïîðîæäàþò ãðóïïó ãîìîëîãèé
H1(C,Z), ñ èíäåêñàìè ïåðåñå÷åíèé:

(γj , γj+g) = −(γj+g, γj) = 1, äëÿ j = 1, . . . , g.

Äëÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω ðàññìîòðèì ïåðèîäû πj(ω) =
∫
γj

ω, j =
1, . . . , 2g.
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Òåîðåìà 11.5.1 (áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà). Äëÿ ëþáûõ ãîëîìîðô-
íûõ 1-ôîðì ω è α, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

g∑
j=1

(πj(ω)πj+g(α)− πj+g(ω)πj(α)) = 0,

i

g∑
j=1

(πj(ω)πj+g(α)− πj+g(ω)πj(α)) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâîé C, ìîæ-
íî ñêëåèòü èç 4g-óãîëüíèêà P , ñòîðîíû êîòîðîãî ïðè ñêëåéêå ïåðåõîäÿò â
êðèâûå γ1, . . . , γ2g. Êàæäàÿ èç êðèâûõ ñêëååíà èç äâóõ ñòîðîí ìíîãîóãîëü-
íèêà P . Òó èç íèõ, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé âäîëü ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà ñîâ-
ïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé ïóòè γj , ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç cj , à âòîðóþ ñòîðîíó �
ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé � ÷åðåç c−1

j . Ôèêñèðóåì â ìíîãîóãîëüíèêå

òî÷êó q. Ôîðìóëà vq(p) =
∫ p

q
ω çàäàåò îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ íà ìíîãî-

óãîëüíèêå P , ïîñêîëüêó îí îäíîñâÿçåí.
Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà

∫
∂P

vqα =
∫∫

P
d(vqα) = 0. Âû÷èñëèì òåïåðü èí-

òåãðàë
∫
∂P

vqα äðóãèì ñïîñîáîì. Ðàçîáüåì ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà P íà
÷åòâåðêè, îòâå÷àþùèå ïàðàì êðèâûõ γj è γj+g äëÿ j = 1, . . . , g:∫

∂P

vqα =

g∑
j=1

(∫
cj

vqα+

∫
cg+j

vqα+

∫
c−1
j

vqα+

∫
c−1
g+j

vqα

)
.

Äàëåå, ∫
cj

vqα+

∫
c−1
j

vqα =

∫
γj

((vq(p)− vq(p
′))α,

ãäå p, p′ � òî÷êè, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò êîíöû ñòîðîí cj è c−1
j ïðè ñêëåéêå.

Ïðè ýòîì

vq(p)− vq(p
′) =

∫ p

p′
ω =

∫ q

p′
ω −

∫
γg+j

ω +

∫ q

p

ω = −
∫
γg+j

ω = −πg+j(ω).

Òàêèì îáðàçîì,∫
cj

vqα+

∫
c−1
j

vqα = −πg+j(ω)

∫
γj

α = −πg+j(ω)πj(α).

Àíàëîãè÷íî ∫
cj+1

vqα+

∫
c−1
j+1

vqα = πj(ω)πg+j(α),

è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
×òîáû äîêàçàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî, íóæíî ðàññìîòðåòü äèôôåðåí-

öèàëüíóþ ôîðìó ivqω̄. Ôîðìà ω ãîëîìîðôíà, ïîýòîìó dω̄ = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, d(ivqω̄) = iω ∧ ω̄ è

i

∫
∂P

vqω̄ = i

∫∫
P

d(vqω̄) = i

∫∫
P

ω ∧ ω̄ > 0.
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Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Çàìå÷àíèå 11.5.2. Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Ig � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà g,Q =

(
0 Ig

−Ig 0

)
,

à Π � ìàòðèöà ïåðèîäîâ. Òîãäà ΠQΠT = 0 è ìàòðèöà iΠQΠ
T
ýðìèòîâà ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.

Ìû äîêàçàëè áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà äëÿ íåêîòîðîãî âûäåëåí-
íîãî áàçèñà γ1, . . . , γ2g 1-ìåðíûõ ãîìîëîãèé. Äîêàæåì èõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà γ′

1, . . . , γ
′
2g, ò.å. òàêîãî áàçèñà, ÷òî èíäåêñ ïåðåñå÷å-

íèÿ êðèâûõ γi è γi+g ðàâåí 1 äëÿ i = 1, . . . , g, à îñòàëüíûå ïàðû êðèâûõ
èìåþò íóëåâîé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü Γ � ñòîëáåö ýëåìåíòîâ γ1, . . . ,
γ2g, à Γ′ � ñòîëáåö ýëåìåíòîâ γ′

1, . . . , γ
′
2g. Òîãäà Γ′ = AΓ äëÿ íåêîòîðîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñ öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè. Êàíîíè÷íîñòü áà-
çèñîâ îçíà÷àåò, ÷òî ΓΓT = Q è Γ′(Γ′)T = Q, ñëåäîâàòåëüíî, SΓΓTST = Q è
SQST = Q. Ìàòðèöó S, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ SQST = Q, íàçû-
âàþò ñèìïëåêòè÷åñêîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ
ê ñèìïëåêòè÷åñêîé, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé.

Åñëè Π � ìàòðèöà ïåðèîäîâ äëÿ áàçèñà γ1, . . . , γ2g, à Π′ � ìàòðèöà
ïåðèîäîâ äëÿ áàçèñà γ′

1, . . . , γ
′
2g, òî Π′ = ΠST . Ïîýòîìó

Π′Q(Π′)T = ΠSTQSΠT = ΠQΠT = 0

è
iΠ′QΠ′T = iΠSTQSΠ

T
= iΠSTQSΠ

T
= iΠQΠ

T
.

Ìàòðèöó ïåðèîäîâ Π ìîæíî óïðîñòèòü, âûáðàâ ïîäõîäÿùèé áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ôîðì Ω1(C). Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðèîäîâ â âèäå
Π = (A,B), ãäå A è B êâàäðàòíûå g× g-ìàòðèöû. Â òåðìèíàõ ýòèõ ìàòðèö
áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà îçíà÷àþò ñëåäóþùåå: 1) ABT = BAT ; 2)
ìàòðèöà i(AB̄T −BĀT ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Èç âòîðîãî ñâîéñòâà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ. Ïîýòîìó ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìàòðèöåé (AT )−1, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Ω1(C). Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöà ïåðèîäîâ ïðèìåò âèä Π′ =
(Ig, Z), ãäå Ig � åäèíè÷íàÿ g × g-ìàòðèöà. Ìàòðèöó Z íàçûâàþò íîðìà-
ëèçîâàííîé ìàòðèöåé ïåðèîäîâ. Äëÿ íîðìàëèçîâàííîé ìàòðèöû ïåðèîäîâ
áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà îçíà÷àþò ñëåäóþùåå: 1) Z = ZT ; 2) âå-
ùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ImZ, ñîñòîÿùàÿ èç ìíèìûõ ÷àñòåé ìàòðèöû Z, ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà.

11.6 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè

Ïóñòü D =
∑k

j=1 pj−
∑k

j=1 qj ∈ Div0(C), ïðè÷åì òî÷êè pj (è qj) çäåñü ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ. Ïîñòðîèì ýëåìåíòàðíûå äèôôåðåíöèàëû òðåòüåãî ðîäà α1,
. . . , αk òàê, ÷òî αj èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ pj è qj , ïðè÷åì Respj αj =
1

2πi è Resqj αj = − 1
2πi . Ïîëîæèì α = α1 + · · ·+ αk. Âûáåðåì êðèâûå γ1, . . . ,
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γ2g, ïðåäñòàâëÿþùèå áàçèñ îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
C; ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íè îäíà èç ýòèõ êðèâûõ íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëþñû
1-ôîðì α1, . . . , αk. Âûáåðåì áàçèñ ω1, . . . , ωg ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì òàê,
÷òîáû ìàòðèöà ïåðèîäîâ èìåëà âèä (Ig Z). Ïóñòü

α′ = α−
g∑

s=1

(∫
γs

α

)
ωs.

Ïîëþñà è âû÷åòû ó 1-ôîðìû α′ òàêèå æå, êàê ó 1-ôîðìû α. Êðîìå òîãî,
äëÿ j = 1, . . . , g ïîëó÷àåì∫

γj

α′ =

∫
γj

α−
g∑

s=1

(∫
γs

α

)∫
γj

ωs =

=

∫
γj

α−
g∑

s=1

(∫
γs

α

)
πj(ωs) =

=

∫
γj

α−
∫
γj

α = 0

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî πj(ωs) = δjs).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü C ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñêëå-

åíà èç ìíîãîóãîëüíèêà P . Ôèêñèðóåì òî÷êó b ∈ P è äëÿ äàííîé ãîëîìîðô-
íîé 1-ôîðìû ω ïîëîæèì vb(p) =

∫ p

b
ω. Òàê ìû îïðåäåëèì ãîëîìîðôíóþ

ôóíêöèþ íà ìíîãîóãîëüíèêå. Ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë vbα
′ èìååò òå

æå ïîëþñà, ÷òî è α. Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ

2πi

k∑
j=1

(Respj (vbα
′)− Resqj (vbα

′)) =

∫
∂P

vbα
′.

ßñíî, ÷òî

2πi
k∑

j=1

(Respj
(vbα

′)− Resqj (vbα
′)) =

k∑
j=1

(vb(pj)− v(qj)) =
k∑

j=1

∫ pj

qj

ω.

Òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11.5.1, ïîëó÷àåì∫
∂P

vbα
′ =

g∑
j=1

(πj(ω)πg+j(α
′)− πg+j(ω)πj(α

′)) =

g∑
j=1

πj(ω)πg+j(α
′),

ïîñêîëüêó πj(α
′) = 0. Åñëè ìû ïîëîæèì ω = ωs äëÿ s = 1, . . . , g, òî ïîëó÷èì

k∑
j=1

∫ pj

qj

ω =

g∑
j=1

πj(ωs)πg+j(α
′) = πg+s(α

′),

ïîñêîëüêó πj(ωs) = δjs.
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Ïîêà ìû íå ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî D ∈ Ker(u : Div0(C) → J(C)). Áóäåì
òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèâèçîð D îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ñóììà èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì [qj , pj ] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ðåøåòêè
ïåðèîäîâ, ò.å. öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èíòåãðàëîâ ïî áàçèñ-
íûì öèêëàì:

k∑
j=1

∫ pj

qj

=

2g∑
l=1

ml

∫
γl

=

g∑
l=1

(
ml

∫
γl

+mg+l

∫
γg+l

)
,

ãäå ÷èñëà ml öåëûå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîé áàçèñíîé 1-ôîðìû ωs èìååì

k∑
j=1

∫ pj

qj

ωs = ms +

g∑
l=1

mg+l

∫
γg+l

ωs.

Ñâîéñòâî Z = ZT îçíà÷àåò, ÷òî
∫
γg+l

ωs =
∫
γg+s

ωl, ïîýòîìó

k∑
j=1

∫ pj

qj

ωs = ms +

g∑
l=1

mg+l

∫
γg+s

ωl.

Òàêèì îáðàçîì,

πg+s(α
′) = ms +

g∑
l=1

mg+l

∫
γg+s

ωl.

Ïîêàæåì, ÷òî 1-ôîðìà

α′′ = α′ −
g∑

l=1

mg+lωl

îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó πs(ωl) =
δls è

∫
γs

α′ = 0, ìû ïîëó÷àåì

∫
γs

α′′ =

∫
γs

α′ −
g∑

l=1

mg+l

∫
γs

ωl = −mg+s ∈ Z.

À ïîñêîëüêó

πg+s(α
′) = ms +

g∑
l=1

mg+l

∫
γg+s

ωl,

ìû ïîëó÷àåì ∫
γg+s

α′′ = πg+s(α
′)−

g∑
l=1

mg+l

∫
γg+s

ωl = ms ∈ Z.
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11.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îáðàùåíèÿ ßêî-

áè

Ìû äîêàæåì íåñêîëüêî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì
íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ.

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ êðèâîé C íàçû-
âàþò ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ D = p1+ · · ·+pd ñòåïåíè d (ñðåäè
òî÷åê p1, . . . , pd ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå). Ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü îáî-
çíà÷àþò C(d). Ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîæåñòâî
íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ {p1, . . . , pd}.

Òåîðåìà 11.7.1. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü C(d) èìååò ñòðóêòóðó êîì-
ïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Cd = C×· · ·×C; ÿñíî,
÷òî îíî èìååò ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî C(d) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ïðîñòðàíñòâà Cd ïî äåéñòâèþ ãðóïïû
ïåðåñòàíîâîê Sd, çàäàííîìó ôîðìóëîé

σ(p1, . . . , pd) = (pσ(1), . . . , pσ(d)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî C(d) êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî.

Ââåäåì íà C(d) ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïóñòü D = k1p1 + · · · + klpl �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ñòåïåíè d; çäåñü òî÷êè p1, . . . , pl ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè pj ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó zj . Òîãäà íàáîð

(σ11, . . . , σk11, . . . , σ1l, . . . , σkll),

ãäå σrj(z
(1)
j , . . . , z

(kj)
j ) � r-ÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò kj

ïåðåìåííûõ z
(1)
j , . . . , z

(kj)
j â îêðåñòíîñòè òî÷êè (p1, . . . , p1), îïðåäåëÿåò ëî-

êàëüíûå ãîëîìîðôíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè D ∈ C(d). Äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (z1, . . . , zk) 7→ (σ1, . . . , σk), ãäå σj =
σj(z1, . . . , zk), çàäàåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè íóëÿ â C(k). Â
äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî îòîáðàæåíèå çàäàåò ãîìåîìîðôèçì C(k) → Ck. Âçà-
èìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åãî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñîïîñòàâëåíèå íàáîðó êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íàáîð åãî êî-
ýôôèöèåíòîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ
óäîáíî ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå C(k) → Ck äî îòîáðàæåíèÿ (CP1)(k) →
CPk. Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî è ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì îòîáðàæåíèåì êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà õàóñäîðôîâî, à òàêîå
îòîáðàæåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü D ∈ Div(C) è degD = d. Ðàññìîòðèì ñíîâà ïðîñòðàíñòâî L(D),
ñîñòîÿùåå èç ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ (f) +D ≥ 0. Ðàçìåð-
íîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà l(D). Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L(D) ìîæíî
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ñîïîñòàâèòü ýôôåêòèâíûé äèâèçîð E = (f) + D ñòåïåíè d, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ C(d). Ôóíêöèÿì f è λf , ãäå λ ̸= 0 � ÷èñëî,
ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäèí è òîò æå äèâèçîð, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

α : CPl(d)−1 → C(d), [f ] 7→ E = (f) +D,

ãäå [f ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèè f ∈ L(D) = Cl(d) â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå α ìîíîìîðôíî. Ïóñòü α[f ] = α[g]. Òî-
ãäà (f) = (g), ïîýòîìó (f/g) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f/g � íåíóëåâàÿ êîí-
ñòàíòà, ò.å. [f ] = [g]. Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà L(D)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî â C(d). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî
ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîêà-
æåì, ÷òî îòîáðàæåíèå α ãîëîìîðôíî. Ïóñòü D =

∑k
j=1 mjpj , ãäå âñå òî÷êè

pj ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïóñòü l(d) = n + 1; ôèêñèðóåì áàçèñ f0, f1, . . . , fn
ïðîñòðàíñòâà L(D). Ëþáóþ ôóíêöèþ èç L(D) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∑n

j=0 λjfj = fλ. Íàáîð (λ0 : · · · : λn) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
òî÷êè [fλ] â ïðîåêòèâèçàöèè ïðîñòðàíñòâà L(D). Îòîáðàæåíèå α çàäàåò-
ñÿ ôîðìóëîé λ 7→ Eλ = (fλ) + D. Ôèêñèðóåì òî÷êó λ̃ = (λ̃0 : · · · : λ̃n) è
ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå α ãîëîìîðôíî âáëèçè íåå.

Ïóñòü â äèâèçîð (fλ̃) ïîìèìî òî÷åê p1, . . . , pk âõîäÿò òî÷êè pk+1, . . . ,
pk+l. Âûáåðåì îêðåñòíîñòè òî÷åê p1, . . . , pk+l òàê, ÷òîáû îíè ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàëèñü. Ïóñòü W � îáúåäèíåíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé. Ïîñòðîèì ìåðî-
ìîðôíóþ ôóíêöèþ g íà W òàê, ÷òîáû îíà áûëà òîæäåñòâåííî ðàâíà 1 â
îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê pk+1, . . . , pk+l è äèâèçîð (g) ñîâïàäàë ñD â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê p1, . . . , pk. Òîãäà äëÿ λ âáëèçè λ̃ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Eλ = (fλg).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ̃0 ̸= 0. Òîãäà äëÿ òî÷åê âáëèçè λ̃ ìû ïîëó÷àåì
(λ0 : λ1 : · · · : λn) = (1 : µ1 : · · · : µn), ãäå µj = λj/λ0. Ïîëîæèì f(µ) =
f0+µ1f1+· · ·+µnfn. Ïðîèçâåäåíèå f(µ)g ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ

îò µ è îò òî÷êè èç W . Âáëèçè µ̃ =
(

λ̃1

λ̃0
: · · · : λ̃n

λ̃0

)
è òî÷åê p1, . . . , pk+l

ôóíêöèÿ f(µ)g ãîëîìîðôíà, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Eλ ≥ 0.
Ãîëîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ α ñëåäóåò òåïåðü èç ïðèâåäåííîé íèæå ëåììû.

Ëåììà 11.7.2. Ïóñòü µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn è z ∈ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ h(µ, z) ãîëîìîðôíà â òî÷êå (0, 0) è ôóíêöèÿ h(0, z) èìååò íóëü
ïîðÿäêà k â òî÷êå z = 0. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ρ > 0 è ε > 0 òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî µ0 ∈ Uρ = {µ ∈ Cn | |µj | < ρ, j = 1, . . . , n} ôóíêöèÿ
h(µ0, z) èìååò ðîâíî k êîðíåé z1(µ0), . . . , zn(µ0) â îáëàñòè |z| < ε;

2) íà ìíîæåñòâå Uρ âñå k ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò
z1(µ), . . . , zn(µ) ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ h(0, z) èìååò â òî÷êå z = 0 èçîëèðîâàííûé íóëü,
ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ε > 0 òàê, ÷òîáû ïðè |z| = ε äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî |h(0, z)| ≥ δ. Çàòåì ìîæíî âûáðàòü ρ > 0 òàê, ÷òîáû
ïðè |z| = ε è µ ∈ Uρ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |h(µ, z)| ≥ δ/2.
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Åñëè f(z) = c0(z−a)r+c1(z−a)r+1+ . . . , ãäå c0 ̸= 0, òî f ′(z)
f(z) = r

z−a + . . . ,
ïîýòîìó

1

2πi

∫
C

zm
f ′(z)

f(z)
= r

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî êîíòóðà C, ñîäåðæàùåãî òî÷-
êó a è íå ñîäåðæàùåãî äðóãèõ íóëåé èëè ïîëþñîâ ôóíêöèè f . Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f èíòåãðàë

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)

ðàâåí ÷èñëó åå íóëåé âíóòðè êîíòóðà C. Ëåãêî òàêæå âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë

1

2πi

∫
C

zm
f ′(z)

f(z)

ðàâåí zm1 +· · ·+zmk , ãäå z1, . . . , zk � íóëè ôóíêöèè f , ðàñïîëîæåííûå âíóòðè
êîíòóðà C.

Ïóñòü

sm(µ) =
1

2πi

∫
|z|=ε

zm
∂h(µ, z)

∂z
· dz

h(µ, z)
,

ãäå m = 0, 1, . . . , k. Ôóíêöèÿ sm ãîëîìîðôíà íà Uρ. Ôóíêöèÿ s0(µ) ðàâíà
÷èñëó íóëåé ôóíêöèè h(µ, z) â êðóãå |z| < ε ïðè ôèêñèðîâàííîì µ. Îíà
íåïðåðûâíà íà Uρ è ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó σ0(µ) = k
äëÿ âñåõ µ ∈ Uρ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. ×òîáû äîêàçàòü
âòîðîå óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè îò z1, . . . , zk ÷åðåç ñóììû ñòåïåíåé zm1 + · · ·+ zmk .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |D| îáðàç ïðîåêòèâèçàöèè ïðîñòðàíñòâà L(D) ïðè îòîá-
ðàæåíèè α. Îãðàíè÷åíèå íà C(d) îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè u : Div(C) →
J(C) ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü u. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî òî÷êà q ∈ C ôèêñèðîâàíà.

Äèâèçîð D = p1 + · · · + pd, ãäå òî÷êè p1, . . . , pd ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
íàçûâàþò îáùèì. Îòîáðàæåíèå u : C(d) → J(C) ãîëîìîðôíî â îêðåñòíîñòè
îáùåãî äèâèçîðà D è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ðèìàíà î
ïðîäîëæåíèè îíî ãîëîìîðôíî íà âñåì ìíîãîîáðàçèè C(d).

Òåîðåìà 11.7.3. Êàæäûé ñëîé îòîáðàæåíèÿ u : C(d) → J(C) ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D ∈ C(d)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî u−1(u(D)) = |D|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî u−1(u(D)) ⊂ |D|. Ïóñòü äëÿ äè-
âèçîðà E ∈ C(d) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî u(E) = u(D). Òîãäà u(E −D) = 0,
ïîýòîìó ïî òåîðåìå Àáåëÿ ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòî-
ðîé E−D = (f), ò.å. E = (f)+D. Èç óñëîâèÿ E ∈ C(d) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî E ≥ 0, ïîýòîìó f ∈ L(D). Ñëåäîâàòåëüíî, E = α([f ]) ∈ |D|.
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî u−1(u(D)) ⊃ |D|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E ∈ |D|,
ò.å. ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé E = (f) +D. Òîãäà
ïî òåîðåìå Àáåëÿ u(E) = u((f)) + u(D) = 0 + u(D) = u(D), à çíà÷èò,
E ∈ u−1(u(D)).

Âûÿñíèì, êàê óñòðîåí äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ u : C(d) → J(C) ïðè
d ≤ g. Ïóñòü D ∈ C(d). Òîãäà äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ u â òî÷êå D �
ýòî îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

(u∗)D : TD(C(d)) → Tu(D)(J(C)).

Ïóñòü D = p1 + · · · + pd � îáùèé äèâèçîð, zj � ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè pj . Òîãäà (z1, . . . , zd) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè D â C(d). Ïóñòü ω1, . . . , ωg � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ
1-ôîðì; â îêðåñòíîñòè òî÷êè pj ïîëó÷àåì ωα = fαj(zj)dzj , ãäå fαj(zj) �
ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè D îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�ßêîáè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(z1, . . . , zd) = (u1(z1, . . . , zd), . . . , ug(z1, . . . , zd)) =

=

 d∑
j=1

∫ zj

q

f1j(zj)dzj , . . . ,

d∑
j=1

∫ zj

q

fgj(zj)dzj

 .

Ïîýòîìó

(u∗)D =

∂u1

∂z1
. . .

∂ug

∂z1
. . . . . . . . . . . . . . .
∂u1

∂zd
. . .

∂ug

∂zd

 =

f11(p1) . . . fg1(p1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f1d(pd) . . . fgd(pd)

 ,

è ðàíã ìàòðèöû (u∗)D ðàâåí ðàíãó òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöû Áðèëëÿ�Í¸òåðàω1(p1) . . . ωg(p1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω1(pd) . . . ωg(pd)

.
Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà g ≥ 2. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

φK : C → CPg−1, ñîïîñòàâëÿþùåå òî÷êå p ∈ C òî÷êó (ω1(p) : · · · : ωg(p)) ∈
CPg−1. Ïóñòü D = p1+ · · ·+pd � îáùèé äèâèçîð. Ðàíã ìàòðèöû (u∗)D ðàâåí
ðàíãó ìàòðèöû Áðèëëÿ�Í¸òåðà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåí ðàçìåðíî-
ñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà φK(p1), . . . , φK(pd). Ïîýòîìó åñ-
ëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç φK(D) ðàçìåðíîñòü ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà-
òÿíóòîãî íà íà φK(p1), . . . , φK(pd), òî ïîëó÷èì rank(U∗)D = dimφK(D)−1.

Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè âûðàæåíèåîáùèé îáúåêò íåêîòîðîãî ñåìåé-
ñòâà, ïàðàìåòðèçîâàííîãî êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì, îáëàäàåò äàííûì
ñâîéñòâîì, îçíà÷àåò, ÷òî âñå îáúåêòû, íå îáëàäàþùèå äàííûì ñâîéñòâîì,
çàïàðàìåòðèçîâàíû ïîäìíîãîîáðàçèåì ñòðîãî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 11.7.4. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ≥ 1. Òîãäà äëÿ îáùåé
òî÷êè D ∈ C(g) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî rank(u∗)D = g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g = 1, òî (u∗)p = ω(p) ̸= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè p. Â
ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî ranku∗ = 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê.

Ïóñòü òåïåðü g ≥ 1. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äèâèçîðû D = p1+· · ·+pg ∈
C(g), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî rank(u∗)D ≤ g−1, ëåæàò â ïîä-
ìíîãîîáðàçèè â C(g), ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå dimC(g) = g. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ dimφK(D) ≤ g − 2, ò.å. ñóùåñòâóåò (g − 2)-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî H â CPg−1, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè φK(pj). Ïîäïðîñòðàí-
ñòâî H íå ìîæåò ñîäåðæàòü êîìïîíåíòó êàíîíè÷åñêîé êðèâîé φK(C). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè áû ðàâåíñòâî

∑
λsωs(p) = 0 âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ p, òî

1-ôîðìû ω1, . . . , ωg áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîýòîìó ÷èñëî òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà H ñ êàíîíè÷åñêîé êðèâîé φK(C) íå ïðåâîñõîäèò
ñòåïåíè êàíîíè÷åñêîé êðèâîé φK(C), êîòîðàÿ ðàâíà 2g − 2 (ñòåïåíè äèâè-
çîðà íóëåé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî äèâèçîðîâ
D ∈ C(d), äëÿ êîòîðûõ âñå òî÷êè φK(pj) ëåæàò â H, íå ïðåâîñõîäèò 2g − 2.
Ìíîãîîáðàçèå ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè (g − 2) â CPg−1

èçîìîðôíî CPg−1, ò.å. èìååò ðàçìåðíîñòü g − 1. Êàæäîìó òàêîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå 2g − 2 òî÷åê D, ïîýòîìó èñêîìûå òî÷êè
D ëåæàò â ìíîãîîáðàçèè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò g − 1.

Äîêàæåì òåïåðü óñèëåííóþ âåðñèþ òåîðåìû îáðàùåíèÿ ßêîáè.

Òåîðåìà 11.7.5. Îãðàíè÷åíèå íà C(g) îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè u : C(g) →
J(C) ñþðúåêòèâíî è â îáùåé òî÷êå èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ãîëîìîðôíûõ îòîá-
ðàæåíèé êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Ëåììà 11.7.6. Ïóñòü X è Y � ñâÿçíûå êîìïàêòíûå êîìïëåêñíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå f : X → Y îáëàäàåò äâóìÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) ïðî-
îáðàç f−1(y) êàæäîé òî÷êè y ∈ Y ñâÿçåí; 2) äèôôåðåíöèàë f∗ â îáùåé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå f ñþðúåêòèâíî è â îáùåé òî÷êå èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîæåñòâî f(X) ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì.
Åñëè äèôôåðåíöèàë f∗ â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî f îòîáðà-
æàåò íåêîòîðóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 íà îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè f(x0). Ïîýòîìó f(X) � ïîäìíîãîîáðàçèå â Y , ñîäåðæàùåå îòêðûòîå
â Y ìíîæåñòâî. Äëÿ ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
f(X) = Y . Òàêèì îáðàçîì, f ñþðúåêòèâíî.

Ïî òåîðåìå Ñàðäà äëÿ îáùåé òî÷êè x ∈ X äèôôåðåíöèàë f∗ ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ òî÷åê x′ ∈ f−1(f(x)). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå îá îá-
ðàòíîé ôóíêöèè äëÿ îáùåé òî÷êè x ∈ X ìíîæåñòâî f−1(f(x)) äèñêðåòíî.
Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìíîæåñòâî f−1(f(x)) ñâÿçíî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X,
ïîýòîìó îíî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
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Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�ßêîáè îáëàäàåò îáîèìè
ñâîéñòâàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ëåììå. Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî äèâèçîðà D ∈ C(d) ìíîæåñòâî u−1(u(D)) = |D| ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðî-
åêòèâèçàöèè ïðîñòðàíñòâà L(D) ïðè ãîëîìîðôíîì îòîáðàæåíèè α. Êðîìå
òîãî, ïî òåîðåìå 11.7.4 äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè â îáùåé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Òåîðåìà îáðàùåíèÿ ßêîáè òåïåðü ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 11.7.5.
Ôèêñèðóåì òî÷êó p ∈ C è îáîçíà÷èì ÷åðåç C(g) − gp ìíîæåñòâî äèâèçîðîâ
âèäà D − gp, ãäå D ∈ C(g); êàæäûé èç ýòèõ äèâèçîðîâ èìååò ñòåïåíü 0.
Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè u íà C(g) ñþðúåêòèâíî, ïîýòîìó
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ u íà C(g)−gp òîæå ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ u íà Div0(C) ñþðúåêòèâíî.

11.8 θ-äèâèçîð è θ-ôóíêöèè

Îáðàçû ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé C(d) êðèâîé C â ÿêîáèàíå J(C) îòíîñè-
òåëüíî îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè uq ïðè d = 1, . . . , g − 1 ÿâëÿþòñÿ â íåì
âûäåëåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ðàçìåðíîñòè d. Îíè îïðåäåëåíû èíâàðè-
àíòíî ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà � èçìåíåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè q ïðèâîäèò ê
ñäâèãó îáðàçà îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ�ßêîáè. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ åñòåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå â ÿêîáèàí ñàìîé êðèâîé C è åå (g− 1)-îé ñèììåòðè÷åñêîé
ñòåïåíè C(g−1). Îáðàç ïîñëåäíåãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì äè-
âèçîðîì � ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 1 â ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíî-
ñòè g. Îí íàçûâàåòñÿ θ-äèâèçîðîì.

Ìû âèäåëè, ÷òî ïî äèâèçîðó íà êðèâîé (òî÷íåå, ïî êëàññó ëèíåéíî ýêâè-
âàëåíòíûõ äèâèçîðîâ) ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà íåé. Àíàëîãè÷íî,
ïî äèâèçîðó â ìíîãîîáðàçèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä ýòèì ìíîãîîáðàçèåì. Â ÷àñòíîñòè, θ-äèâèçîð â J(C) îïðåäåëÿåò
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä J(C); îíî íàçûâàåòñÿ θ-ðàññëîåíèåì. Åãî ìíîãî-
çíà÷íûå ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ θ-ôóíêöèÿìè � èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå (Ω1(C))∨, ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ òîð J(C).

θ-ôóíêöèè èìåþò ìíîãîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ è èõ èçó÷åíèþ ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.


