
Ãëàâà 12

Ãåîìåòðèÿ ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà � ëèøü îäíà èç âîçìîæíûõ òî÷åê çðåíèÿ íà ðè-
ìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Èíòåðïðåòàöèè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè êàê äâóìåð-
íîé âåùåñòâåííîé ïîâåðõíîñòè, íàäåëåííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ïîñòîÿí-
íîé êðèâèçíû èëè êîíôîðìíîé ñòðóêòóðîé ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íûì ðå-
çóëüòàòàì. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ ïîäõîäîâ ïîòðåáîâàëî áû ñëèøêîì
ìíîãî ìåñòà. Ìû äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, ïîêàçàâ âîçìîæíîñòè äðóãîãî ÿçûêà ïðè ðàáîòå ñ
íèìè.

12.1 Òåîðåìà óíèôîðìèçàöèè

Íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ïðîâîäèì ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè è êîìïëåêñíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè.

Ïóñòü C � êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ. Ó òàêîé êðèâîé, êàê è ó
âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èìååòñÿ óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå V → C îäíîñâÿç-
íûì ìíîãîîáðàçèåì. Êàê è ïðè âñÿêîì íàêðûòèè êîìïëåêñíîé êðèâîé, êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà C ïîäíèìàåòñÿ íà íàêðûâàþùóþ ïîâåðõíîñòü V ,
ïðåâðàùàÿ åå â êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, ñì. ï. 2.5.

Ñïèñîê îäíîñâÿçíûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé î÷åíü óçîê. Â íåì âñåãî
äâå ïîâåðõíîñòè � ñôåðà è ïëîñêîñòü (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòêðûòûé
åäèíè÷íûé äèñê íà ïëîñêîñòè). Ñïèñîê îäíîñâÿçíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ
íåìíîãèì øèðå. Îí ñîñòîèò âñåãî èç òðåõ êðèâûõ � íà ïîâåðõíîñòè, ãîìåî-
ìîðôíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî ââåñòè äâå ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû,
òîãäà êàê íà ñôåðå òàêàÿ ñòðóêòóðà åäèíñòâåííà.

Òåîðåìà 12.1.1 (óíèôîðìèçàöèè). Âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðè-

âàÿ áåç êðàÿ áèãîëîìîðôíà ëèáî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1, ëèáî êîìïëåêñ-

íîé ïðÿìîé C, ëèáî îòêðûòîìó åäèíè÷íîìó äèñêó D íà êîìïëåêñíîé ïðÿ-
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ìîé. Íèêàêèå äâå èç ýòèõ òðåõ êðèâûõ äðóã äðóãó íå áèãîëîìîðôíû.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ, íà-
ïðèìåð, ê [].

Îòêðûòûé åäèíè÷íûé äèñê D íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé áèãîëîìîðôåí
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H ⊂ C, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì Im z > 0, è ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ êàê òîé, òàê è äðóãîé ìîäåëüþ.

Óïðàæíåíèå 12.1.2. Óêàæèòå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿ-
ùåå îòêðûòûé åäèíè÷íûé äèñêD íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé âçàèìíî-îäíîçíà-
÷íî â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H ⊂ C, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì Im z > 0.
Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå äâå èç òðåõ óïîìÿíóòûõ â òåîðåìå îäíîñâÿçíûõ
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ äðóã äðóãó íå áèãîëîìîðôíû.

Ãðóïïà ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ äåéñòâóåò íà íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè
ñâîáîäíî è áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Åñëè íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü îä-
íîñâÿçíà, òî ãðóïïà ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïå íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Ãðóïïà áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 ñîñòîèò,
êàê ìû çíàåì, èç äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ó âñÿêîãî íåòðèâèàëü-
íîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïîýòî-
ìó åäèíñòâåííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì íàä
êîòîðîé ñëóæèò ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà.

Ãðóïïà áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ýòî ãðóïïà
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé z 7→ az + b, ãäå a ̸= 0, b � êîìïëåêñíûå êîí-
ñòàíòû. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê òîëüêî, åñëè
a = 1, ò.å. åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì. Äèñêðåòíûå ãðóïïû ñäâèãîâ � ýòî
òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà, ãðóïïà ïîðîæäåííàÿ îäíèì íåòðèâèàëüíûì ñäâèãîì,
è ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñäâèãàìè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ôàêòîðïîâåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñàìà êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ, âî âòîðîì
� îòêðûòûé öèëèíäð, â òðåòüåì � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

Íàêîíåö, âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè äèñêà D (èëè âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè H) ïî äèñêðåòíîìó ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ íåêîòîðîé ãðóïïû áèãîëî-
ìîðôíûõ îòîáðàæåíèé. Òàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôóêñîâîé ãðóïïîé.

Ïîäâîäÿ èòîã, îäíîñâÿçíàÿ êðèâàÿ, íàêðûâàþùàÿ äàííóþ êîìïëåêñíóþ
êðèâóþ, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ýòîé êðèâîé: ïðî-
åêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íàêðûâàåò òîëüêî ñåáÿ, è ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íàêðû-
âàåìîé êðèâîé ïîëîæèòåëüíà, êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ íàêðûâàåò ýëëèïòè÷å-
ñêèå êðèâûå, èìåþùèå íóëåâóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, âåðõíÿÿ ïîëó-
ïëîñêîñòü íàêðûâàåò âñå êðèâûå ñòàðøèõ ðîäîâ, è èõ ýéëåðîâà õàðàêòåðè-
ñòèêà îòðèöàòåëüíà. Ýòî óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà íåêîìïàêòíûå
ãëàäêèå êîìïëåêñíûå êðèâûå.



153

12.2 Ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà îäíî-

ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

Íà êàæäîé îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè � ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1,
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòèH � èìååòñÿ åäèíñòâåííûé
ñïîñîá ââåñòè ìåòðèêó ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, òàê ÷òîáû ñîõðàíÿþùèå îðè-
åíòàöèþ èçîìåòðèè ÿâëÿëèñü îäíîâðåìåííî áèãîëîìîðôíûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè. Çíàê êðèâèçíû îïðåäåëåí ïîâåðõíîñòüþ îäíîçíà÷íî, è ïóòåì íîðìàëè-
çàöèè ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû êðèâèçíà ðàâíÿëàñü +1 â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé (ñôåðû), 0 äëÿ êîìïëåêñíîé ïðÿìîé (ïëîñêîñòè) è −1 äëÿ ïîëó-
ïëîñêîñòè. Ýòèì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ïëîñêàÿ
ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ).

Ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî ãåîìåòðèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ çàäàåòñÿ ñòàíäàðòíîé
ìåòðèêîé ds2 = dx2 + dy2. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íà âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè çàäàåòñÿ ìåòðèêîé

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Ãðóïïû èçîìåòðèé ýòèõ ìíîãîîáðàçèé èìåþò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü 3.
Ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé ñôåðû ýòî òðåõìåðíàÿ ãðóïïà
âðàùåíèé SO(3,R). Ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé ïëîñêî-
ñòè ýòî òðåõìåðíàÿ ãðóïïà äâèæåíèé E(2,R). Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ãðóï-
ïû ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì èëè ïîâîðîòîì âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè ïëîñêîñòè.
Ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ýòî

òðåõìåðíàÿ ãðóïïà PSL(2,R). Äåéñòâèå ýëåìåíòà

(
a b
c d

)
∈ PSL(2,R),

a, b, c, d ∈ R, ab− cd = 1, íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååò âèä z 7→ az+b
cz+d .

Óïðàæíåíèå 12.2.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè âåùåñòâåííûõ a, b, c, d, òàêèõ, ÷òî
ab−cd = 1 ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ az+b

cz+d äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 íà ñåáÿ è ñîõðàíÿåò ìåòðèêó

ds2 =
dx2 + dy2

y2
,

ãäå z = x+ iy.

Ãåîäåçè÷åñêèìè â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè áîëü-
øîãî êðóãà, â ïëîñêîé ãåîìåòðèè � ïðÿìûå, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî �
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìîé y = 0 ïîëóîêðóæíîñòè è ïðÿìûå.

Óïðàæíåíèå 12.2.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî âî âñåõ òðåõ ãåîìåòðèÿõ èç ëþáîé òî÷-
êè â ëþáîì íàïðàâëåíèè âûõîäèò ðîâíî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ. Ïðîâåðüòå,
÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà
ãåîäåçè÷åñêàÿ. Äëÿ êàêèõ ïàð òî÷åê â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòî íåâåðíî?

Â êàæäîé èç òðåõ ãåîìåòðèé îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêîé ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè.
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12.3 Ñâîáîäíîå äèñêðåòíîå äåéñòâèå ãðóïï íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Íà ñôåðå íåò íåòðèâèàëüíûõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé áåç íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê. Âñÿêàÿ òàêàÿ èçîìåòðèÿ ïëîñêîñòè ýòî ñäâèã. Òîð, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè ïëîñêîñòè ïî ãðóïïå, ïîðîæ-
äåííîé äâóìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñäâèãàìè, íàäåëåí ïëîñêîé ìåòðè-
êîé. Òàêèå òîðû ïàðàìåòðèçóþòñÿ äâóìÿ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè �
ìèíèìàëüíûìè äëèíàìè çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ îáðà-
çóþùèå â ãðóïïå öåëî÷èñëåííûõ ïåðâûõ ãîìîëîãèé.

Ðàçíîîáðàçèå ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ ãðóïï íà ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî ãîðàçäî áîëüøå.

Ïóñòü ãðóïïà Γ äåéñòâóåò äèñêðåòíî è ñâîáîäíî èçîìåòðèÿìè âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè H. Íàçîâåì îáëàñòüþ Äèðèõëå ∆p òî÷êè p ∈ H îòíîñèòåëü-
íî äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ ìíîæåñòâî

∆p = {z ∈ H|ρ(Tz, p) > ρ(z, p) ∀ T ∈ Γ}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ∆p ñîñòîèò èç áëèæàéøèõ ê p òî÷åê âñÿêîé îðáèòû ãðóï-
ïû Γ. Îáëàñòü Äèðèõëå ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ
äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû åå çàìûêàíèÿ ïîä äåéñòâè-
åì ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû ïîêðûâàþò âñþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðè÷åì
ëþáûå äâà òàêèõ îáðàçà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ëèøü ïî òî÷êàì ñâîåé ãðà-
íèöû. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàçû ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïðè äåéñòâèè
ãðóïïû Γ çàìîùàþò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Çàìûêàíèå âñÿêîé îáëàñòè Äèðèõëå ∆p ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîóãîëü-
íèê ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí, ïðè÷åì êàæäàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿ-
åòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãî-
óãîëüíèêà ∆p ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà êîíãðóýíò-
íûõ âåðøèí; êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñîñòîèò èç âåðøèí, ëåæàùèõ â
îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ íà H. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî ñòîðîí ðàç-
áèâàåòñÿ íà ïàðû êîíãðóýíòíûõ ñòîðîí. Ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñòîðîí
íà ïàðû îáåñïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè êàê ðåçóëü-
òàòà ñêëåéêè ìíîãîóãîëüíèêà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí (ñì. ï. 0.4), è ðîä
ïîâåðõíîñòè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîìáèíàòîðèêå ñêëåéêè. Êîíãðóýíòíûå
ñòîðîíû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Äëÿ ëþáîé ïàðû ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, îïðåäåëåí óãîë ìåæäó íèìè (òî÷íåå, äâà âçàèìî-
äîïîëíèòåëüíûõ óãëà). Ñóììà óãëîâ ïðè êîíãðóýíòíûõ âåðøèíàõ îáëàñòè
Äèðèõëå äàííîé òî÷êè ðàâíà 2π, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ñêëåé-
êè îáëàñòè Äèðèõëå â ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü. Ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ ãåîäåçè÷åñêèìè ñòîðîíàìè íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî äàåòñÿ
ôîðìóëîé Ãàóññà�Áîííå:

S = π − (α+ β + γ),

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè èç π âû÷èòàåòñÿ ñóììà óãëîâ ïðè âåðøèíàõ òðåóãîëü-
íèêà.
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Óïðàæíåíèå 12.3.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ãàóññà�Áîííå äëÿ òðå-
óãîëüíèêà, äîêàæèòå ôîðìóëó Ãàóññà�Áîííå äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ: íà ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïëîùàäü n-óãîëüíèêà ñ ãåîäåçè÷åñêèìè ñòîðîíàìè ðàâ-
íà ðåçóëüòàòó âû÷èòàíèÿ èç (n− 2)π ñóììû óãëîâ ýòîãî n-óãîëüíèêà.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïëîùàäü ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ≥ 2, èìåþùåé
ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó −1. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ñêëåèâàåòñÿ èç ìíîãîóãîëüíè-
êà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí 2E, ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ãðàíèöà ìíî-
ãîóãîëüíèêà îáðàçóåò íà ïîâåðõíîñòè ãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð E, îäíîé ãðàíüþ
è êîëè÷åñòâîì âåðøèí V , óäîâëåòâîðÿþùèì ôîðìóëå Ýéëåðà

V − E + 1 = 2− 2g.

Ñóììà óãëîâ, ñêëååííûõ â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà íà ïîâåðõíîñòè, ðàâíà
2π, ïîýòîìó ñóììà âñåõ óãëîâ èñõîäíîãî 2E-óãîëüíèêà ðàâíà 2πV . Ñîãëàñ-
íî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî ïëîùàäü, à çíà÷èò, è
ïëîùàäü ñêëååííîé ïîâåðõíîñòè, ðàâíà

S = (2E − 2)π − 2πV = 2π(E − 1− V ) = 2π(2g − 2).

Òåì ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

Òåîðåìà 12.3.2 (Ôîðìóëà Ãàóññà�Áîííå äëÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé).
Ïëîùàäü ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû −1 ðîäà g ≥ 2 çà-

âèñèò ëèøü îò ðîäà ýòîé ïîâåðõíîñòè è ðàâíà Sg = 2π(2g − 2).

Âûáåðåì ñòàíäàðòíûé íàáîð îáðàçóþùèõ γ1, . . . , γ2g ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû π1(C, x0) íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè C. Ýëåìåíòû ýòîãî íàáîðà ïîä-
÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèþ γ1 . . . γ2gγ

−1
1 . . . γ−1

2g = id. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïóòè γi
ïðåîáðàçîâàíèå íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè H ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíûé áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè C çàäàåò íàáîð èçîìåòðèé G1, . . . , G2g

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

G1 . . . G2gG
−1
1 . . . G−1

2g = id .

Íàîáîðîò, îáùèé íàáîð èç 2g èçîìåòðèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, íå èìå-
þùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó ñîîòíîøåíèþ, çàäàåò
äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû èçîìåòðèé PSL(2,R), è ôàêòîð âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïî-
âåðõíîñòüþ, íàäåëåííîé ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíî êðèâèçíû −1.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
çàäàòü äåéñòâèå ãðóïïû ìîíîäðîìèè, íàì ñëåäóåò çàäàòü 2g − 1 ìàòðèö
G1, . . . , G2g−1, Gj ∈ PSL(2,R), îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè îáùåì âûáîðå ýòèõ
ìàòðèö äëÿ ìàòðèöû G2g îñòàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé. Ïðè
âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ â H ìû ïîëó÷àåì 2g − 1 ìàòðèö èç òðåõìåðíîãî
ñåìåéñòâà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî òàêèõ íàáîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 3 · (2g − 1).
Âûáîð êîîðäèíàò â H îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, à
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ãðóïïà èçîìåòðèé èìååò ðàçìåðíîñòü 3. Ïîýòîìó âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ðàâíà

3(2g − 1)− 3 = 6(g − 1) = 2 · (3g − 3),

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèÿ Ðèìàíà, ñì. ï. 9.5.

12.4 Ïðèìåðû

Ïóñòü A,B,C ∈ H � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ñîåäèíèâ èõ ïîïàðíî ãåîäåçè÷åñêèìè, ìû ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê ABC ñ ãåî-
äåçè÷åñêèìè ñòîðîíàìè. Ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî
êàæäîé èç åãî ñòîðîí ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ñ òåìè æå óãëàìè è äëèíàìè
ñòîðîí. Âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíèêà îïðåäåëÿþò åãî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ åãî óãëàìè. Ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëü-
íî êàæäîé èç òðåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, � ãðóïïà èçîìåòðèé âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå íà óãëû òðåóãîëüíèêà,
òî åãî îáðàçû ïðè äåéñòâèè ýòîé ãðóïïû çàìîùàþò âñþ âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü :

Êàæäûé èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC åñòü ðåçóëüòàò äåëåíèÿ π íà

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, ïðè÷åì, åñëè a, b, c ýòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
òî 1

a + 1
b + 1

c < 1.
Ãðóïïà èçîìåòðèé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè

îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè π/a, π/b, π/c, íàçûâàåòñÿ òðå-

óãîëüíîé ãðóïïîé (a, b, c).
Ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ïîäãðóïï

â òðåóãîëüíûõ ãðóïïàõ � èñòî÷íèê íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé. Îòðàæåíèå ìåíÿåò îðèåíòàöèþ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïî-
ýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü
ïîäãðóïïû â òðåóãîëüíîé ãðóïïå, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ ÷åòíîé äëèíû.
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü òàêîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
íåñêîëüêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Òàê, ïîâåðõíîñòü Áîëüöà � íàèáîëåå ñèììåòðè÷íàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü ðîäà 2 � ýòî ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîä-
ãðóïïå â òðåóãîëüíîé ãðóïïå (2, 3, 8). Ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàæàÿ òàêîé òðå-
óãîëüíèê îòíîñèòåëüíî ñòîðîí, îáðàçóþùèõ óãîë π/8, ìû ïîëó÷àåì ïðà-
âèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê ñ óãëàìè ïðè âåðøèíàõ 2π/3, ñîñòàâëåííûé èç 16
òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè π/2, π/3, π/8. Ïëîùàäü ýòîãî âîñüìèóãîëüíèêà ðàâ-
íà óøåñòíàäöàòèðåííîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, ò.å. ðàâíà 16 · π

24 = 2π
3 . Îá-

ðàçû òàêîãî âîñüìèóãîëüíèêà ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïû
îáðàçóþò çàìîùåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðàâèëüíûìè âîñüìèóãîëüíè-
êàìè.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ãàóññà�Áîííå, ïëîùàäü ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, èç
êîòîðîé ñêëåèâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü Áîëüöà, ðàâíà 4π. Òàêóþ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ îáëàñòü ìîæíî ñîñòàâèòü èç øåñòè ïðàâèëüíûõ âîñüìèóãîëüíèêîâ.
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Óïðàæíåíèå 12.4.1. Ïðèâåäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü, ñîñòàâëåííóþ
èç øåñòè ïðàâèëüíûõ 8-óãîëüíèêîâ ñ óãëîì 2π/3 ïðè âåðøèíå, è ðàçáèåíèå
ñòîðîí ýòîé îáëàñòè íà ïàðû, ïîïàðíàÿ ñêëåéêà êîòîðûõ äàåò ïîâåðõíîñòü
Áîëüöà.

Ïîâåðõíîñòü Áîëüöà ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ôàêòî-
ðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîäãðóïïå â òðåóãîëüíîé ãðóïïå (3, 3, 4)
� òàêîé òðåóãîëüíèê ñîñòîèò èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè π/2, π/3, π/8.

Êâàðòèêà Êëåéíà � ïîâåðõíîñòü Ãóðâèöà ðîäà 3, ñì. ï. 5.6, � ðåàëè-
çóåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîäãðóïïå â
òðåóãîëüíîé ãðóïïå (2, 3, 7). Ýòà ãðóïïà îïðåäåëÿåò, â ÷àñòíîñòè, çàìîùåíèå
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðàâèëüíûìè 7-óãîëüíèêàìè, ñêëååííûìè êàæäûé
èç 14 òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè π/2, π/3, π/7.

Óïðàæíåíèå 12.4.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà ñ óãëîì
2π/3 ïðè âåðøèíå. Ñîñòàâüòå èç òàêèõ 7-óãîëüíèêîâ ôóíäàìåíòàëüíóþ îá-
ëàñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû èçîìåòðèé è ðàçáèåíèå ñòîðîí ýòîé îáëàñòè íà ïàðû,
ïîïàðíàÿ ñêëåéêà êîòîðûõ äàåò êâàðòèêó Êëåéíà.

Ïîâåðõíîñòè Ãóðâèöà ñòàðøèõ ðîäîâ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëü-
òàò ôàêòîðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï
òðåóãîëüíîé ãðóïïû (2, 3, 7).

Óïðàæíåíèå 12.4.3. Òðåóãîëüíûå ãðóïïû ñóùåñòâóþò è â ïëîñêîé, è â ñôå-
ðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êàêèå óñëîâèÿ íà óãëû òðåóãîëüíèêà òðåáóåòñÿ íàëî-
æèòü â êàæäîé èç ýòèõ ãåîìåòðèé, ÷òîáû åãî îáðàçû ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ îòðàæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí çàìîùàëè ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòü
è ñôåðó? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ â êàæäîé èç ãåîìåòðèé.

12.5 Íåñâîáîäíûå äåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ ãðóïï

Ïîíÿòèå ôóêñîâîé ãðóïïû ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî. Ïîìèìî ãðóïï èçîìåò-
ðèé, äåéñòâóþùèõ íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñâîáîäíî, ìû ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü òàêæå ãðóïïû, ïðåîáðàçîâàíèÿì èç êîòîðûõ ðàçðåøàåòñÿ èìåòü íåïî-
äâèæíûå òî÷êè. Ôàêòîðïîâåðõíîñòü ïî äåéñòâèþ òàêîé ãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé. Êðîìå òîãî âåðøèíû (è äàæå ñòîðîíû) ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè
ãðóïïû èçîìåòðèé ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ôàêòîðïî-
âåðõíîñòü ïî äåéñòâèþ òàêîé ãðóïïû íåêîìïàêòíà. Óãîë â âåðøèíå, íàõîäÿ-
ùåéñÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,û ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó âñå ãåîäåçè÷åñêèå
âûõîäÿò â îäíîì íàïðàâëåíèè � âåðòèêàëüíî.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäóëÿðíóþ ãðóïïó PSL(2,Z) ⊂ PSL(2,R).
Ýòà ãðóïïà âñòðå÷àëàñü íàì â ï. 5.3. Îíà äåéñòâóåò íà âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè H äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

z 7→ az + b

cz + d
,

â êîòîðûõ a, b, c, d � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì ad− bc = 1. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû � ìîäóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ò.å.
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äåéñòâèÿ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû, êîòîðóþ ìû
ïîñòðîèëè â ï. 5.3, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû π/3, π/3, 0. Îäíà
èç åãî âåðøèí ëåæèò â áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, à óãîë
ïðè âåðøèíå, ëåæàùåé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ðàâåí 0. Ýòîò òðåóãîëüíèê
ñîñòàâëåí èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñ óãëàìè π/2, π/3, 0. Äëÿ
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, îäíà èëè íåñêîëüêî âåðøèí êîòîðîãî ëåæàò íà
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ñïðàâåäëèâà òà æå ôîðìóëà Ãàóññà�Áîííå, ïîýòîìó
ïëîùàäü òàêîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà π/6, à ïëîùàäü ôóí-
äàìåíòàëüíîé îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû âäâîå áîëüøå è ðàâíà
π/3.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ z 7→ z + 1 è z 7→ −1/z ïîðîæäàþò ìîäóëÿðíóþ ãðóïïó.
Ó âòîðîãî èç íèõ åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà z = eπi/2, à êîìïîçèöèÿ âòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñäâèãîì èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó z = eπi/3. Êàæäàÿ èç
ýòèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñòàíîâèòñÿ îñîáîé òî÷êîé ôàêòîðïîâåðõíîñòè �
ìîäóëÿðíîé êðèâîé. Ýòî êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè � â ïåðâîé èç íèõ ñóììà
âñåõ ïðèìûêàþùèõ ê íåé óãëîâ ðàâíà π, âî âòîðîé � 2π/3. Êàê ìû âèäåëè,
ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñ òàêèìè ïåðèîäàìè áîëåå ñèììåòðè÷íû, ÷åì îáùèå
ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Ìîäóëÿðíàÿ êðèâàÿ íåêîìïàêòíà � òðåòüÿ âåðøèíà
ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ëåæèò íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ñëåä íà ìîäó-
ëÿðíîé êðèâîé îò ýòîé (íåñóùåñòâóþùåé) âåðøèíû íàçûâàåòñÿ êàñïîì.

Îòîáðàæåíèå PSL(2,Z) → PSL(2,Zp), ñîïîñòàâëÿþùåå 2 × 2-ìàòðèöå
ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç âû÷åòîâ èñõîäíîé ïî ìîäóëþ p, ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì ãðóïï. ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ÿâëÿÿñü ïîäãðóïïîé â PSL(2,Z),
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðèé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ôàêòîðïîâåðõ-
íîñòü ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé êðèâîé óðîâíÿ p.
Ãåîìåòðèÿ ìîäóëÿðíûõ êðèâûõ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé èãðàåò öåíòðàëüíóþ
ðîëü â àðèôìåòèêå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.


