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Òî÷êà t0 ∈ C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = A(t)x, x ∈ Cn, A(t)− ìàòðèöà n× n
åñëè t0 - ïðîñòîé ïîëþñ ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè A(t), ò.å., ôóíêöèÿ (t− t0)A(t) àíàëè-
òè÷íà â òî÷êå t = t0.

1. a) Íàéäèòå âñå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòî-
ðûõ 0 è áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè.
Ïåðå÷èñëèòå âñå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà è èõ ðåøå-
íèÿ, èìåþùèå â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðîâíî äâå ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ
òî÷êè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ ëèíåéíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ x(n) + an−1(t)x

(n−1) + . . . + a0x = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(t− t0)nx(n) + (t− t0)(n−1)Pn−1(t)x
(n−1) + (t− t0)(n−2)Pn−2(t)x

(n−2) + . . .+ P0(t),

ãäå P0(t), . . . Pn−1(t) - àíàëèòè÷åñêèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0 ôóíêöèè.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íåöåëûõ a, b, c ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

z(1− z)d
2y

dz2
+ (c− (a+ b+ 1)z)

dy

dz
− aby = 0 èìååò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé âèäà y1(z), y2(z), â êîòîðîé y1(z) è y2(z)/z
1−c àíà-

ëèòè÷íû â íóëå;
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé âèäà y3(z), y4(z), â êîòîðîé y3(z) è y4(z)/(z−1)c−a−b

àíàëèòè÷íû â åäèíèöå;
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé âèäà y5(z), y6(z), â êîòîðîé y5(z)z

a è y6(z)z
b àíàëè-

òè÷íû â áåñêîíå÷íîñòè. Âûïèøèòå ýòè ðåøåíèÿ â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäàõ.

3. Ïóñòü C - äâîéíàÿ ïåòëÿ âîêðóã òî÷åê 0 è 1, íå îõâàòûâàþùàÿ òî÷êó z, Re z < 0.
Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó èíòåãðàëàìè∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt è

∫
C

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt

ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè ïåðâîãî èç íèõ.

4. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 2 âûïèøèòå ðåøåíèÿ yk(z), k = 1, . . . , 6 â âèäå

a) ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè;
á) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì îòðåçêàì;
â) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì òèïà äâîéíûõ ïåòåëü.

5. a) Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Fp,q(a1, . . . , ap; c1, . . . cq; z) óäîâëå-
òâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

{z(δ + a1) · · · (δ + ap)− δ(δ + c1 − 1) · · · (δ + cq − 1)} y = 0, δ = z
d

dz
.

á) ïîêàæèòå, ÷òî ïðè p = q + 1 ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷êè.
â) ïîêàæèòå, ÷òî ïðè p 6= q+1 ýòî óðàâíåíèå èìååò äâå îñîáûõ òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ

ðåãóëÿðíà, à äðóãàÿ - íåò.

6. a) Íàéäèòå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà ñìåæ-
íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè F (a, b, c; z), F (a, b, c+ 1; z), F (a, b, c− 1; z).

á) Íàéäèòå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ñ ïîñòîÿííûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà ñìåæíûå ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè F (a, b, c; z), F (a− 1, b+ 1, c; z), F (a− 1, b, c+ 1; z).


