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Ãëàâà 14

Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ

ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé

Ìû óæå îáñóæäàëè â ï. 5.3, êàê âûãëÿäèò ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ýëëèï-
òè÷åñêèõ êðèâûõ, ò.å. êðèâûõ ðîäà 1. Ýòî äîâîëüíî òèïè÷íûé ïðèìåð, íà
êîòîðîì ìîæíî ïðîñëåäèòü ìíîãèå ÷åðòû îáùèõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé. Â
ýòîé ãëàâå ìû áîëåå ïîäðîáíî åãî èçó÷èì, ðàññìîòðèì ïðèìåðû äðóãèõ
ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé è äàäèì îïðåäåëåíèå ãðóáîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé
êðèâûõ. Ñ ñàìîãî íà÷àëà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé êðè-
âûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè � ñâîéñòâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî èçó÷àòü
�íà ïàëüöàõ� óæå äëÿ êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ, è ýòè ñâîéñòâà ãëóáîêî íåòðè-
âèàëüíû. Ñ ðîñòîì ðîäà êðèâûõ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ èõ ìîäóëåé óñëîæ-
íÿåòñÿ è åå ïîëíîå îïèñàíèå, êàê ïðàâèëî, íåäîñòóïíî. Íåñìîòðÿ íà ýòî,
ìíîãèå âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðè-
âûõ âûñîêèõ ðîäîâ óäàåòñÿ âû÷èñëèòü.

14.1 Ïåðâûå ïðèìåðû

Ìû íà÷èíàåì ñòðîèòü ïðîñòðàíñòâà Mg;n ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà g ñ n îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî n ≥ 3 ïðè g = 0 è n ≥ 1 ïðè
g = 1. Ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ñ îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè êîíå÷íà. Ïðè÷èíó èõ ââåäåíèÿ ìû îáñóäèì íèæå. Òî÷êè ñ÷èòà-
þòñÿ çàíóìåðîâàííûìè, ò.å. â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áåðóò-
ñÿ áèãîëîìîðôèçìû êðèâîé, ïåðåâîäÿùèå êàæäóþ èç îòìå÷åííûõ òî÷åê â
îòìå÷åííóþ òî÷êó ñ òåì æå íîìåðîì. Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
îòìå÷åííûå òî÷êè x1, . . . , xn.

Ñîãëàñíî âû÷èñëåíèþ Ðèìàíà (ñì. ï. 9.5), ïðè g ≥ 2 ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà Mg = Mg;0 ðàâíà 3g − 3. Äîáàâëåíèå êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êè
óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé íà 1, ïîýòîìó dim Mg;n =
3g − 3 + n. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé g
è n, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå îãðàíè÷åíèÿì.
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Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M0;3 óñòðîåíî ñîâñåì ïðîñòî: êàê ìû çíàåì èç
ï. 5.1, ëþáûå äâå òðîéêè òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â
äðóãà àâòîìîðôèçìîì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, ò.å. äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì. Ïîýòîìó M0;3 ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Ýòó òî÷êó ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòîé z, ïðè÷åì
îòìå÷åííûå òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû 0, 1 è ∞.

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M0;4 åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñ òðåìÿ ïðîêîëîòûìè òî÷êàìè (âûáîð ïðîêîëîâ, ñî-
ãëàñíî ïðèâåäåííîìó âûøå ðàññóæäåíèþ, íå âàæåí). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ x1, x2, x3 íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ÷åòâåðòàÿ òî÷êà x4 ìîæåò çàíè-
ìàòü ëþáîå ïîëîæåíèå, íå ñîâïàäàþùåå ñ ïîëîæåíèåì íè îäíîé èç ïåðâûõ
òðåõ òî÷åê. Ïîëîæåíèå ýòîé ÷åòâåðòîé òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì íà
ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Åñëè òî÷êè x1, x2, x3, x4 â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòå
íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìåþò êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî z1, z2, z3, z4, òî
çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà âûðàæàåòñÿ äâîéíûì îòíîøåíèåì (ñì. ï. 2.2)

z3 − z1
z3 − z2

:
z4 − z1
z4 − z2

.

Êîîðäèíàòà z4 ÷åòâåðòîé îòìå÷åííîé òî÷êè íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèé
0, 1 è ∞, à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò.

Ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ (ò.å. ðîäà g = 1) êðèâûõ ñ n = 1 áîëåå ñëîæåí.
Ìû ðàññìîòðåëè åãî â ï. 5.3. Òàêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì êîìïëåêñíîé
ïðÿìîé ïî íåêîòîðîé äâóìåðíîé ðåøåòêå. Îòìå÷åííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ
îáðàçàìè òî÷åê ðåøåòêè ïðè ôàêòîðèçàöèè. Ðåøåòêà çàäàåòñÿ ïàðîé ñâîèõ
îáðàçóþùèõ � êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ τ1, τ2, òàêèõ, ÷òî îòíîøåíèå τ1/τ2
íåâåùåñòâåííî. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîðÿäîê ýòèõ âåêòîðîâ çàäàåò
íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé îðèåíòàöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ îáû÷íîé êîìïëåêñíîé
îðèåíòàöèåé.

Ðàçëè÷íûå ðåøåòêè ìîãóò çàäàâàòü îäíó è òó æå êðèâóþ. Òàê, ãðóïïà
C∗ íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå
îáðàçóþùèõ ðåøåòîê ïî ïðàâèëó

λ : (τ1, τ2) 7→ (λτ1, λτ2), λ ∈ C∗.

Òàêîå äåéñòâèå óñòàíàâëèâàåò áèãîëîìîðôèçì êðèâûõ, îòâå÷àþùèõ ýòèì
äâóì ðåøåòêàì. Êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå îáðàçóþùèõ ðåøåòîê äåéñòâóåò
ãðóïïà SL2(Z) (ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà), ñîñòîÿùàÿ èç äðîáíî-ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè:

z 7→ az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1.

Òàêîå äåéñòâèå ìåíÿåò áàçèñ ðåøåòêè, ñîõðàíÿÿ ñàìó ðåøåòêó. Ïîýòîìó îíî
ñîõðàíÿåò è ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâóþ.

Óìíîæèâ áàçèñ (τ1, τ2) íà c = 1/τ1, ìû ïîëó÷èì áàçèñ (1, τ), ãäå τ = τ2/τ1
� êîìïëåêñíûé âåêòîð, ëåæàùèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äàëüíåéøàÿ
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ôàêòîðèçàöèÿ ïî äåéñòâèþ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû Êëåéíà ïîçâîëÿåò îòîæäå-
ñòâèòü ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ τ ñ ìîäóëÿðíîé êðèâîé. Ýòî ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ îáëàñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû SL2(Z) íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå
ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ìîæíî âûáðàòü ïîëîñó, îãðàíè÷åííóþ åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòüþ è äâóìÿ ïðÿìûìè:{

z ∈ C| − 1

2
≤ Re z ≤ 1

2
, |z| ≥ 1, Im z > 0

}
.

Ïðè ýòîì íà ãðàíèöàõ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îòîæ-
äåñòâëåíèå. Òî÷êè ñêëåèâàþòñÿ ïîïàðíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì: x+iy ≡
−x + iy. Ðåçóëüòàò ýòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïîëîñû è åñòü
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî íåêîìïàêòíî è èìååò äâå îñîáåííîñòè � òî÷êè,
îòâå÷àþùèå ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè. Ýòî
òî÷êà τ = eπi/2 è ñêëååííàÿ âìåñòå ïàðà òî÷åê τ = eπi/3 è τ = e2πi/3.

14.2 Òðåáîâàíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåëè ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ.
Îäíàêî ó íàñ äî ñèõ ïîð íåò ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî ýòî òàêîå. Â
òî æå âðåìÿ ÿñíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü óñòðîåíî òàê, ÷òîáû
âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû. Èòàê, îáñóäèì, êàêèå òðåáî-
âàíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè.

1. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé äîëæíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåò-
ñòâîâàòü êëàññàì áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîìïëåêñíûõ êðèâûõ.
Íåñìîòðÿ íà åñòåñòâåííîñòü, ýòî òðåáîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå î÷åíü ñèëü-
íûì, ïîñêîëüêó ìû ïîêà íå íàëîæèëè íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ òðåáîâàíèé íà
âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü.

2. Íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé äîëæíû èìåòüñÿ òîïîëîãèÿ è êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà. Ýòî òîæå íå ñëèøêîì ñèëüíîå òðåáîâàíèå, ïîñêîëüêó óïîìÿ-
íóòûå ñòðóêòóðû ïîêà íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ñàìèìè òî÷êàìè � ìîäóëÿìè
êðèâûõ. Â òî æå âðåìÿ ìû âïðàâå îæèäàòü, ÷òî êîìïëåêñíûå êðèâûå, çàäà-
þùèåñÿ áëèçêèìè óðàâíåíèÿìè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿþò

áëèçêèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Ôîðìàëèçàöèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ ñî-
äåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

3. Ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî g ≥ 3, n = 0. Ìû âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ ñóùåñòâóåò íå ñàìî ïî ñåáå, à â ñî÷åòàíèè ñ
óíèâåðñàëüíîé êðèâîé, ò.å. ñ òàêèì êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì Cg;0 ðàç-
ìåðíîñòè dimMg;0+1 è òàêèì îòîáðàæåíèåì π : Cg;0 → Mg;0, ÷òî ïðîîáðàç
π−1(c) îáùåé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé êðèâîé C, êëàññ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ c ∈ Mg;0. Íåîáùèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ýòî
êðèâûå, èìåþùèå àâòîìîðôèçìû. Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå àâòîìîðôèçìîâ
ó îáùåé êðèâîé ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì íà ðîä g ≥ 3. Ñëîåì óíèâåðñàëüíîé
êðèâîé íàä òàêîé íåîáùåé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðêðèâàÿ ñàìîé êðèâîé ïî
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äåéñòâèþ åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Êñòàòè, èìåííî ñóùåñòâîâàíèå êðè-
âûõ ñ íåòðèâèàëüíûìè àâòîìîðôèçìàìè ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ òîíêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ, ò.å. òàêîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé, ñëîè óíèâåðñàëüíîé êðèâîé íàä êîòîðûì ýòî âñåãäà ñàìè êðèâûå,
à íå ðåçóëüòàòû èõ ôàêòîðèçàöèè ïî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ.

4. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé äîëæíî áûòü óíèâåðñàëüíûì, ò.å. â íåì äîëæ-
íû ñîäåðæàòüñÿ âñå âîçìîæíûå ñåìåéñòâà êðèâûõ. Ïóñòü E, B � äâà êîì-
ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, p : E → B � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî
ïðîîáðàç p−1(b) ëþáîé òî÷êè b ∈ B ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè
êîìïëåêñíîé êðèâîé ðîäà g ïî åå ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ. Òîãäà ìû òðåáó-
åì, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ E → Cg;0 è B → Mg;0,
ñîñòàâëÿþùèå âìåñòå ñ p è π êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

E −−−−→ Cg;0yp

yπ

B −−−−→ Mg;0

5. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé, ìû íå âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìî-
äóëåé áóäåò ìíîãîîáðàçèåì. Äåéñòâèòåëüíî, íà ìîäóëÿðíîé êðèâîé èìååòñÿ
äâå ñïåöèàëüíûå òî÷êè, íå èìåþùèõ îêðåñòíîñòè, èçîìîðôíîé äèñêó. Îäíà-
êî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îðáèîáðàçèåì: ó êàæäîé åå òî÷êè åñòü îêðåñòíîñòü,
èçîìîðôíàÿ ôàêòîðó äèñêà ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû. Ìû îòëîæèì
îáñóæäåíèå îðáèîáðàçèé, îòìåòèâ ñåé÷àñ ëèøü, ÷òî èõ ââåäåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé.

Òåïåðü ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 14.2.1. Ãðóáûì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà g íà-
çûâàåòñÿ òðîéêà (Cg;0,Mg;0, π : Cg;0 → Mg;0), ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ êîìïëåêñ-
íûõ îðáèîáðàçèé è îòîáðàæåíèÿ èç ïåðâîãî îðáèîáðàçèÿ íà âòîðîå, òàêàÿ,
÷òî

1. âñÿêèé ñëîé π−1(b), b ∈ Mg;0 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè
ãëàäêîé êîìïëåêñíîé êðèâîé ðîäà g ïî ãðóïïå åå àâòîìîðôèçìîâ;

2. âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà g âñòðå÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ñëîÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
â òî÷íîñòè îäèí ðàç;

3. äëÿ âñÿêîãî ãîëîìîðôíîãî ñåìåéñòâà p : E → B, ñëîè êîòîðîãî �
ðåçóëüòàòû ôàêòîðèçàöèè ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ðîäà g ïî
ãðóïïàì èõ àâòîìîðôèçìîâ, ñóùåñòâóþò ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ
E → Cg;0 è B → Mg;0, ïåðâîå èç êîòîðûõ � ïîñëîéíûé èçîìîðôèçì,
îáðàçóþùèå âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè π è p êîììóòàòèâíûé êâàäðàò.

Äëÿ ñëó÷àÿ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå
ñëåäóåò íåçíà÷èòåëüíî ìîäèôèöèðîâàòü. À èìåííî, â òðîéêó ñëåäóåò äîáà-
âèòü ÷åòâåðòûé ýëåìåíò � íàáîð èç n ñå÷åíèé σi : Mg;n → Cg;n, îòâå÷àþùèõ
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îòìå÷åííûì òî÷êàì: îòìå÷åííàÿ òî÷êà xi â ñëîå π−1(b) ýòî çíà÷åíèå σi(b)
ñå÷åíèÿ σi â òî÷êå b. Ðàçóìååòñÿ, ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ íå äîëæíû ïåðåñå-
êàòüñÿ.

Óïðàæíåíèå 14.2.2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ãðóáîãî ïðîñòðàíñòâà ìî-
äóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Óïðàæíåíèå 14.2.3. Êàê âûãëÿäèò óíèâåðñàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ à)
ñ òðåìÿ; á) ñ ÷åòûðüìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè? â) Êàê âûãëÿäèò óíèâåð-
ñàëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé?

14.3 Íàèâíàÿ ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà 3 ìîæíî ïðîáîâàòü ñòðîèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Êàê ìû çíàåì, âñÿêàÿ òàêàÿ êðèâàÿ C, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêîé, ïðåäñòàâèìà ïëîñêîé êðèâîé ñòåïåíè 4 (åå îáðàçîì ïðè êàíî-
íè÷åñêîì îòîáðàæåíèè φ : C → CP2). Íàîáîðîò, âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ
êðèâàÿ ñòåïåíè 4 ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ðîäà 3. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âçÿòü ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ,
ïðîåêòèâèçèðîâàòü åãî è âûäåëèòü â ïðîåêòèâèçèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
(îòêðûòîå) ïîäìíîæåñòâî, ìíîãî÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ íåîñîáûì êðèâûì.

Íà ïðîåêòèâèçèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ äåéñòâóåò ãðóïïà
PGL(3,C) ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ôàêòîð ïî
ýòîìó äåéñòâèþ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé.

Òàê ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé íåñëîæíî îñíàñòèòü è óíèâåð-
ñàëüíîé êðèâîé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü è âûäåëèòü
â ñëîå íàä êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì çàäàâàåìóþ èì êðèâóþ. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷èì ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè. Äåéñòâèå ãðóïïû ïðî-
åêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà áàçå ïðîäîëæàåòñÿ äî åå äåéñòâèÿ íà âñåì ïðÿ-
ìîì ïðîèçâåäåíèè. Îãðàíè÷èâ ýòî äåéñòâèå íà âûäåëåííóþ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü è ïðîôàêòîðèçîâàâ ýòó ãèïåðïîâåðõíîñòü ïî óêàçàííîìó äåéñòâèþ,
ìû ïîëó÷èì óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ.

Ñ êðèâûìè ðîäà 2 ìîæíî áûëî áû ïûòàòüñÿ ïîñòóïèòü àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì òîëüêî íà ýòîò ðàç â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé
ñòåïåíè íóæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, çà-
äàþùèõ êðèâûå ñ îäíîé äâîéíîé òî÷êîé. Ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé êðèâîé
â ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåíî íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðåøèòü îñîáåííîñòè ñëîÿ.

Êàêèå òðóäíîñòè âñòðå÷àþòñÿ íà îïèñàííîì ïóòè? Åñëè ìû õîòèì âêëþ-
÷èòü â ðàññìîòðåíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ðîäà 3 (ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà êîòîðûõ, êàê ìû çíàåì, íà åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà âñåõ êðèâûõ è ðàâíà 5), òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà óæå íå ðàáîòàåò.
Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî îáðàç ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè êàíîíè-
÷åñêîì îòîáðàæåíèè � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, à çíà÷èò, íåèçîìîðôåí ñàìîé
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êðèâîé. Äðóãîé óíèâåðñàëüíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ôàê-
òîðèçîâàòü ïî äåéñòâèþ áîëüøîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû � ãðóïïû ïðîåê-
òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî äàæå
åñëè òàêàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò íà õîðîøåì ïðîñòðàíñòâå, ôàêòîð ïî ýòîìó
äåéñòâèþ ìîæåò èìåòü î÷åíü ïëîõèå îñîáåííîñòè � ãîðàçäî õóæå òåõ, ÷òî
ìû îæèäàåì îò îðáèîáðàçèÿ (ïîñëåäíåå ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ïî
äèñêðåòíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû). Äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ
îñîáåííîñòåé íåàëãåáðàè÷åñêîãî òèïà � òðóäíàÿ è ïðèíöèïèàëüíî âàæíàÿ
çàäà÷à. Êðîìå òîãî, ïðè g > 3 äàëåêî íå âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ðåàëèçóåòñÿ
ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé.

Åùå îäíà òðóäíîñòü êàñàåòñÿ ïðîáëåìû êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåé. Ñòðîÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé, ìû ðàññ÷èòûâàåì â äàëüíåé-
øåì ïîñòðîèòü åãî êîìïàêòèôèêàöèþ � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåð-
æàùåå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà.
Ó êàæäîãî íåêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ êîìïàêòè-
ôèêàöèé. Ïðè ýòîì íàì åñòåñòâåííî èñêàòü ìîäóëÿðíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ,
ò.å. òàêóþ, òî÷êè êîòîðîé âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìîäóëÿì íåêî-
òîðûõ êðèâûõ. Ïîñêîëüêó âñå ãëàäêèå êðèâûå óæå èñ÷åðïàíû, ýòè òî÷êè
äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îñîáûì êðèâûì.

Åñëè ìû êîìïàêòèôèöèðóåì ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ, òî åñòå-
ñòâåííîé êîìïàêòèôèêàöèåé áóäåò ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ æå êðèâûõ çà-
äàííîé ñòåïåíè. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòåéøèå ïðèìåðû, òàêàÿ êîì-
ïàêòèôèêàöèÿ íåâîçìîæíà.

Ïðèìåð 14.3.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïëîñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ:

y2 − x3 − t = 0,

çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t. Ïðè âñåõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t ñî-
îòâåòñòâóþùèå êðèâûå ïîïàðíî áèãîëîìîðôíû (äîêàæèòå!). Ïîýòîìó ïðå-
äåëüíàÿ êðèâàÿ ïðè t → 0 äîëæíà áûòü òî÷íî òàêîé æå. Îäíàêî ïðè t = 0
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà, y2 = x3, ðàöèîíàëüíà è èìååò îñîáåí-
íîñòü òèïà òî÷êè âîçâðàòà (êàñïà), ÷òî óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîèòü êîìïàêòèôèêàöèþ òàêèì îáðàçîì.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì êîìïàêòèôèöèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
ìîäóëÿìè òàêèõ êðèâûõ, êîòîðûå èìåþò ëèøü ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè �
äâîéíûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü âëîæåíèÿ
ãëàäêèõ êðèâûõ íå â ïëîñêîñòü è äàæå íå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè g−1, êàê ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè, à â ïðîñòðàíñòâî áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè, ãäå á�îëüøàÿ ñâîáîäà ïîçâîëÿåò êðèâûì âûðîæäàòüñÿ, íå
ïðèîáðåòàÿ ñëîæíûõ îñîáåííîñòåé. Èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîñòðàíñòâà êðè-
âûõ â ýòîì ñëó÷àå óæå íå îïèñûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè îäíîðîäíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íóëåé îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå � ãèïåðïîâåðõíîñòü, à íå êðèâàÿ. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ
îïèñûâàþòñÿ íîâûì äëÿ íàñ îáúåêòîì � ñõåìîé Ãèëüáåðòà. Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ñõåìû Ãèëüáåðòà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà ââåñòè ïîíÿòèå ìíîãî÷ëåíà
Ãèëüáåðòà.
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14.4 Ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà

Ðàññìîòðèì íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê X ⊂ CP1,
ñîñòîÿùèé èç |X| = d ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü (x0 : x1)� ïðîåêòèâíûå êîîð-
äèíàòû â CP1, òàêèå, ÷òî X íå ñîäåðæèò òî÷êè (0 : 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç IX
èäåàë â êîëüöå C[x0, x1] ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîñòîÿùèé èç
ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå X. Ýòîò èäåàë ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîñòîÿùèõ èç
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

IX = I
(1)
X ⊕ I

(2)
X ⊕ I

(3)
X ⊕ . . . ,

ãäå ÷åðåç I
(n)
X îáîçíà÷åíî ïîäïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-

íè n â IX , n = 1, 2, . . . .

Ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ I
(n)
X ðàâíû

dim I
(n)
X =

{
0 ïðè n < d

n− d+ 1 ïðè n ≥ d.

Äåéñòâèòåëüíî, îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò I
(n)
X â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè. Ïîýòîìó
ñòåïåíü òàêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå d.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí pX(x0, x1) ñòåïåíè d,
êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà X (ëþáûå äâà òàêèõ ìíî-
ãî÷ëåíà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íåíóëåâûì ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì).
Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç IX ñòåïåíè n ≥ d ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ
âûáðàííîãî îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà pX(x0, x1) íà ïðîèçâîëüíûé îäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − d. Ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè n − d èìååò ðàçìåðíîñòü n − d + 1, ÷òî è äàåò
ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dim C(n)[x0, x1]/I
(n)
X ðàçìåðíî-

ñòåé ôàêòîðïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n îò
ïåðåìåííûõ x0, x1 ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ìíîãî÷ëåíîâ òîé æå ñòåïåíè, âõî-
äÿùèì â èäåàë IX . Ïðè n = 1, 2, . . . , d−1 ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàâíû n+1; íà÷èíàÿ ñ n = d îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ (n+1)−(n−d+1) = d.
Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dim C(n)[x0, x1]/I
(n)
X = d ïðè n ≥ d.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê íà
ïëîñêîñòè. Ïóñòü X ⊂ CP2 � íàáîð èç d ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, (x0 : x1 :
x2) � ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû â CP2, è ïóñòü IX � èäåàë â êîëüöå ìíî-
ãî÷ëåíîâ C[x0, x1, x2], îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå X. Ðàçìåðíîñòè

ïîäïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n I
(n)
X ⊂ C(n)[x0, x1, x2] â

ýòîì ñëó÷àå óæå çàâèñÿò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê. Òàê, åñëè âñå d

òî÷åê ìíîæåñòâà X ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî dim I
(1)
X = 1, â ïðîòèâíîì
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ñëó÷àå ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà 0. Íåñìîòðÿ íà ýòî, åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî,
òî

dim C(n)[x0, x1, x2]/I
(n)
X = d. (14.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n êëàññ ñìåæíîñòè ìíîãî÷ëåíà â

C(n)[x0, x1, x2] ïî ïîäïðîñòðàíñòâó I
(n)
X îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿ-

ìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ ìíîæåñòâà X, à íàáîð ýòèõ çíà÷åíèé ìîæåò
áûòü ëþáûì. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì ðàâåíñòâî (14.1) íà÷èíàåò
âûïîëíÿòüñÿ, çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê.

Óïðàæíåíèå 14.4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ d ðàâåíñòâî (14.1) âûïîëíÿåòñÿ
êàê áû íè áûëè ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè ìíîæåñòâà X.

Óïðàæíåíèå 14.4.2. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî èç d ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ d
ðàâåíñòâî

dim C(n)[x0, x1, . . . , xN ]/I
(n)
X = d.

âûïîëíÿåòñÿ êàê áû íè áûëè ðàñïîëîæåíû òî÷êè ìíîæåñòâà X.

Ïóñòü òåïåðüX � ïðÿìàÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Èäåàë IX ⊂ C[x0, x1, x2]
ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ïðÿ-
ìîé X. Ðàçìåðíîñòè îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò ýòîãî èäåàëà ðàâíû

dim I
(n)
X =

(
n+ 1

2

)
=

n(n+ 1)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ X çà-
äàâàëàñü óðàâíåíèåì x0 = 0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî IX ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ,
äåëÿùèõñÿ íà x0. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè n ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n− 1 îò òðåõ ïåðåìåííûõ, ÷òî è óòâåðæäàåòñÿ ïðèâåäåííûì âûøå
ðàâåíñòâîì. Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dim C(n)[x0, x1, x2]/I
(n)
X =

(
n+ 2

2

)
−
(
n+ 1

2

)
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
−n(n+ 1)

2
= n+1.

Åñëè æå ìû âîçüìåì â êà÷åñòâå X ãëàäêóþ êâàäðèêó íà ïëîñêîñòè, òî

dim I
(n)
X =

(
n

2

)
=

n(n− 1)

2
ïðè n ≥ 2

(ïîñêîëüêó I
(n)
X ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, äåëÿùèõñÿ

íà îïðåäåëÿþùèé êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí êâàäðèêè), è ïðè òåõ æå çíà-
÷åíèÿõ n

dim C(n)[x0, x1, x2]/I
(n)
X =

(
n+ 2

2

)
−
(
n

2

)
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
−n(n− 1)

2
= 2n+1.

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ
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âåëè÷èíà dim C(n)[x0, x1, . . . , xN ]/I
(n)
X ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n îêàçûâà-

åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò n ñòåïåíè, ðàâíîé ðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ: äëÿ
ïîäìíîãîîáðàçèÿ íóëåâîé ðàçìåðíîñòè ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîí-
ñòàíòó, äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 1 ìíîãî÷ëåí ëèíååí. Ïðè ýòîì
ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí çàâèñèò íå òîëüêî îò ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ X, íî è
îò ñïîñîáà åãî âëîæåíèÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî: è ïðÿìàÿ, è ãëàäêàÿ
êâàäðèêà íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ, îäíàêî
ñîïîñòàâëÿåìûå èì ìíîãî÷ëåíû ðàçëè÷íû.

Îêàçûâàåòñÿ, ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà íàáëþäàþòñÿ ó ëþáîãî àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 14.4.3 (Ãèëüáåðò). Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

CPN , (x0 : · · · : xN ) � ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû è I
(n)
X ⊂ C(n)[x0, x1, . . . , xN ]

� ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñîñòîÿùåå

èç ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà X. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèé n âåëè÷èíà

dim C(n)[x0, x1, . . . , xN ]/I
(n)
X

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò n. Ñòåïåíü m = mX ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà

ðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ X, à êîýôôèöèåíò ïðè nm â íåì ðàâåí d
m! ,

ãäå d = dX � ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X.

Ìíîãî÷ëåí hX(n), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå, íà-
çûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Ìû íå ïðèâîäèì
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ, íàïðèìåð, ê [].

Óïðàæíåíèå 14.4.4. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåíû Ãèëüáåðòà ñëåäóþùèõ ïîäìíîãî-
îáðàçèé:

• ïðÿìîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå;

• êóáèêè íà ïëîñêîñòè;

• ïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå;

• îáúåäèíåíèÿ ïðÿìîé è òî÷êè íà ïëîñêîñòè;

• îáúåäèíåíèÿ ïðÿìîé è òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåé åå ãëàäêîé êâàä-
ðèêè íà ïëîñêîñòè;

• îáúåäèíåíèÿ ïðÿìîé è êàñàþùåéñÿ åå ãëàäêîé êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè;

• ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè d â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè N (òàêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ îäíèì íåïðèâîäèìûì
îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè d îò N + 1 ïåðåìåííûõ);

• ñêðó÷åííîé êóáèêè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå;

• ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå;
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• ïàðû ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

Óïðàæíåíèå 14.4.5. Ïóñòü X ⊂ CP2 � �äâîéíàÿ òî÷êà� íà ïëîñêîñòè. Åå
èäåàë IX ⊂ C[x0, x1, x2] ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþùèõ â äàííîé òî÷êå
íóëü ïîðÿäêà íå ìåíüøå 2. Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà hX(n). Ñîâïà-
äàåò ëè îí ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè?

14.5 Ñõåìû Ãèëüáåðòà

Ñõåìà Ãèëüáåðòà ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïîäìíîãîîáðàçèé â äàííîì ïðî-
åêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèõ äàííûé ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà. Èñïîëüçó-
åìîå â ýòîì ïàðàãðàôå ñëîâî �ñõåìà� ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê �àëãåáðàè-
÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå�. Ïðè÷èíà èñïîëüçîâàíèÿ èìåííî ñëîâà �ñõåìà� ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ äàííûì
ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, íî íå áûòü ïðè ýòîì àëãåá-
ðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ñõåìû ïîêðûâàåò óæå âñå
âîçìîæíûå ñèòóàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ, îäíà-
êî, ýòà áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ íå ïîíàäîáèòñÿ.

Ïî äàííîìó ìíîãî÷ëåíó p(n) ñõåìà Ãèëüáåðòà ïîäìíîãîîáðàçèé â CPN

ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(n) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç QN (n) ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n
îò N + 1 ïåðåìåííûõ. Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N îò n:

QN (n) =

(
N + n

N

)
,

ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà âñåãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ äàííîãî ìíîãî-
÷ëåíà p = p(n) ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå n0, òàêîå, ÷òî ðàçìåðíîñòü îäíîðîäíîé

ñîñòàâëÿþùåé I
(n)
X èäåàëà IX çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì p(n) ýòîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ

ëþáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ CPN ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà hX(n) = p(n).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n > n0 îäíîðîäíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ I
(n)
X îïðåäåëÿåò

ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè QN (n) − p(n) â ïðîñòðàíñòâå C(n)[x0, . . . , xN ] ðàç-
ìåðíîñòè QN (n). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé â CPN ñ äàííûì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(n) ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ïëîñêîñòè ðàçëè÷íû. Òåì ñàìûì, ìû ñîïîñòàâèëè ìíîãî÷ëåíó p(n) íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî â ãðàññìàíèàíå Gr(QN (n), QN (n) − p(n)) ïëîñêîñòåé
ðàçìåðíîñòè QN (n)−p(n) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè QN (n). Ýòî ïîäìíî-

æåñòâî è ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé Ãèëüáåðòà Hilb
p(n)
N ïîäìíîãîîáðàçèé â CPN ñ

ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(n).

Êàê è â ñëó÷àå äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, ñõåìà Ãèëüáåðòà íàäåëåíà

óíèâåðñàëüíûì ðàññëîåíèåì: â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè CPN ×Hilb
p(n)
N âûäå-

ëèì íàä êàæäîé òî÷êîé ñõåìû Ãèëüáåðòà îòâå÷àþùåå åé ïîäìíîãîîáðà-
çèå X â CPN . Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé è áóäåò òðåáóåìûì
óíèâåðñàëüíûì ðàññëîåíèåì.
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14.6 Ïëþðèêàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ

Äëÿ ïîìåùåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ ïëþðèêàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè. Êàê ìû âèäåëè (ñì. ï. 9.4),
êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðèâîé ðîäà g ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ.

Òåîðåìà 14.6.1. Ðàññìîòðèì íà êðèâîé C ðîäà g ≥ 2 òðåòüþ òåíçîð-

íóþ ñòåïåíü (T∨)⊗3(C) êàíîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Òîãäà ñîîò-

âåòñòâóþùåå ýòîìó ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ îòîáðàæåíèå φ3K êðèâîé C
â ïðîåêòèâèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâó åãî ãîëî-

ìîðôíûõ ñå÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φL ñòðîèòñÿ ïî ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ L
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ï. 7.5). Êàæäàÿ òî÷êà x êðèâîé C êîððåêòíî îïðå-
äåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ: îòíîøåíèå çíà÷åíèé ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà äâóõ
ñå÷åíèÿõ σ1, σ2 : C → L ðàâíî σ1(x) : σ2(x). Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà x
êðèâîé C êîððåêòíî îïðåäåëÿåò òî÷êó ïðîåêòèâèçàöèè ïðîñòðàíñòâà, äâîé-
ñòâåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L.

Çàìå÷àíèå 14.6.2. Òðåòüþ ñòåïåíü â óòâåðæäåíèè òåîðåìû ìîæíî çàìåíèòü
íà ëþáóþ á�îëüøóþ ñòåïåíü.

Óïðàæíåíèå 14.6.3. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü N ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé òðåòüåé ñòåïåíè êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà êðèâîé
ðîäà g.

Óïðàæíåíèå 14.6.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êðèâîé ðîäà g = 2, íà êîòîðîé îòîá-
ðàæåíèå φ2K , îòâå÷àþùåå òåíçîðíîìó êâàäðàòó êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîå-
íèÿ, íå çàäàåò âëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 14.6.5. Ïóñòü D � äèâèçîð íà äàííîé êðèâîé C. Îòîáðàæåíèå φD :
C → P (H0(L(D))∨ ýòîé êðèâîé â ïðîåêòèâèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà, äâîé-

ñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L(D), ÿâëÿåòñÿ
âëîæåíèåì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ

òî÷åê x, y êðèâîé C âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòåé

l(D − x) = l(D) + 1, l(D − x− y) = l(D) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà åãî îñ-
íîâå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Óïðàæíåíèå 14.6.6. Ïóñòü íà êðèâîé C ðîäà g îòìå÷åíû ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûå òî÷êè x1, . . . , xn (n ≥ 3, åñëè g = 0 è n ≥ 1, åñëè g = 1). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç X äèâèçîð íà C, ñîñòîÿùèé èç ýòèõ òî÷åê, âçÿòûõ ñ êðàòíî-
ñòüþ 1, X = x1 + · · ·+ xn. Êàêóþ òåíçîðíóþ ñòåïåíü k ëèíåéíîãî ðàññëîå-
íèÿ L(K+X) äîñòàòî÷íî âçÿòü, ÷òîáû îòîáðàæåíèå φk(K+X), ñòðîÿùååñÿ ïî
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ýòîé ñòåïåíè, áûëî âëîæåíèåì äëÿ ëþáîé êðèâîé ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè?

14.7 Ôàêòîðèçàöèÿ ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ïðî-

åêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñòàáèëüíîñòü

Ìû ïîäãîòîâèëè ïî÷âó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé Mg;0 ïðè g ≥
2. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñõåìà Ãèëüáåð-

òà Hilb
pg(n)
5g−6 . Çäåñü pg(n) = 3(2g − 2)n − g + 1 � ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà 3-

êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g. Íà äàííîì ýòàïå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, âïðî-

÷åì, íå âñå ïðîñòðàíñòâî Hilb
pg(n)
5g−6 , à îòêðûòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â íåì, ñî-

ñòîÿùåå èç òî÷åê Ãèëüáåðòà ãëàäêèõ êðèâûõ. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ãëàäêàÿ
êðèâàÿ â CP5g−6 ñ òàêèì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ 3-êàíîíè÷åñêîé
êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 14.7.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà 3-êàíîíè÷åñêîé
êðèâîé ðàâåí

pg(n) = 3(2g − 2)n− g + 1

è äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ òàêèì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà â
CP5g−6 ÿâëÿåòñÿ 3-êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g.

Ïðîñòðàíñòâî Mg;0 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â ñõåìå Ãèëüáåðòà ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
PGL(5g−6). Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ áîëüøîé íåïðåðûâíîé ãðóï-
ïû, êàê ïðàâèëî, èìååò ïëîõèå îñîáåííîñòè íåàëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäû. Â
ñëó÷àå èíòåðåñóþùåãî íàñ äåéñòâèÿ ãðóïïû PGL(5g− 6) íà îòêðûòîì ïîä-

ìíîæåñòâå â Hilb
pg(n)
5g−6 òàêîãî, îäíàêî, íå ïðîèñõîäèò. Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü-

ñÿ, îòêóäà âîçíèêàþò îñîáåííîñòè, è ïî÷åìó èõ íåò â èíòåðåñóþùåì íàñ
ñëó÷àå.

Ïóñòü ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå V , è ïóñòü M ⊂ V � G-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî â V .
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M/G èìååò íåàëãåáðàè÷åñêèå îñîáåííîñòè â ñëó÷àå,
êîãäà äâå ðàçëè÷íûå îðáèòû Gx è Gy òî÷åê x, y ∈ M èìåþò ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ çàìûêàíèÿ (â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
íåîòäåëèìû). Çàìûêàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ îðáèò ïåðåñåêàþòñÿ â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, åñëè îáà ýòè çàìûêàíèÿ ñîäåðæàò íà÷àëî êîîðäèíàò. Òî÷êà
x ∈ M ⊂ V íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé ïî Ãèëüáåðòó, åñëè çàìûêàíèå Gx åå
îðáèòû Gx íå ñîäåðæèò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 14.7.2. Ïóñòü V = C2 � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, è ïóñòü ãðóïïà C∗

íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ äåéñòâóåò íà V ëèíåéíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Âñÿêîå òàêîå äåéñòâèå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
îäíîìåðíûõ, à âñÿêîå îäíîìåðíîå äåéñòâèå ãðóïïû C∗ èìååò âèä λ : t 7→ λwt
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà w. Ïîýòîìó äåéñòâèþ ãðóïïû C∗ íà V ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë (w1, w2) (êîòîðûå ìîãóò è ñîâïàäàòü): â ïîäõî-
äÿùèõ êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå ãðóïïû èìååò âèä λ : (t1, t2) 7→ (λw1t1, λ

w2t2).



175

Ðèñ. 14.1: Îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû C∗ íà ïëîñêîñòè ïðè à) w1, w2 > 0; á)
w1, w2 < 0; â) w1 > 0, w2 < 0.

Còàáèëüíîñòü ïî Ãèëüáåðòó òî÷åê ïëîñêîñòè V çàâèñèò îò çíàêîâ ÷èñåë w1 è
w2. Åñëè îáà ÷èñëà w1 è w2 ïîëîæèòåëüíû, òî ïðè λ → 0 ëþáàÿ òî÷êà ïëîñ-
êîñòè ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèÿ îðáèò
ëþáûõ äâóõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ðèñ. 14.1 à)). Åñëè îíè îáà îòðèöà-
òåëüíû, ê íà÷àëó êîîðäèíàò ñòðåìèòñÿ ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ïðè λ → ∞.
Íàïðîòèâ, åñëè îäíî èç ÷èñåë w1, w2 ïîëîæèòåëüíî, à äðóãîå îòðèöàòåëüíî,
òî íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ îòêðûòàÿ ïëîòíàÿ îáëàñòü ñòàáèëüíîñòè, ñîñòî-
ÿùàÿ èç òî÷åê, íå ëåæàùèõ íè íà îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Çàìûêàíèÿ îð-
áèò òî÷åê èç ýòîé îáëàñòè íå ñîäåðæàò íà÷àëà êîîðäèíàò, ñì. ðèñ. 14.1 â),
è ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ýòîé îáëàñòè ïî äåéñòâèþ ãðóïïû C∗ íå èìååò îñî-
áåííîñòåé. Çàìûêàíèÿ îðáèò òî÷åê îñåé (íà êîòîðûõ îäíà èç êîîðäèíàò
îáðàùàåòñÿ â 0) ñîäåðæàò íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð íîñèò îáùèé õàðàêòåð è ïîçâîëÿåò ñôîðìó-
ëèðîâàòü êðèòåðèé ñòàáèëüíîñòè ïî Ãèëüáåðòó äëÿ äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Òåîðåìà 14.7.3 (÷èñëåííûé êðèòåðèé Ãèëüáåðòà�Ìàìôîðäà). Òî÷êà x ∈
V ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà V ëèíåéíûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè, åñëè ñðåäè êîîðäèíàò ðàçëîæåíèÿ òî÷êè x ïî ñîáñòâåííûì

íàïðàâëåíèÿì ëþáîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G åñòü íåíó-

ëåâûå êîîðäèíàòû êàê ñ ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è ñ îòðèöàòåëüíûìè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Òåïåðü ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg = Mg;0 ïðè g ≥ 2 âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ñòðîèì ñõåìó Ãèëüáåðòà Hilb
pg(n)
5g−6 ïîäìíîãîîáðàçèé â CP5g−6 ñ ìíî-

ãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà pg(n) = (6g − 6)n − g + 1. Ýòà ñõåìà Ãèëüáåðòà
âëîæåíà â ãðàññìàíèàí Gr(QN (n), QN (n)− pg(n)).

2. Âêëàäûâàåì ãðàññìàíèàíGr(QN (n), QN (n)−pg(n)) â ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ∧pg(N)(C(N)[x0, . . . , x5g−6]) ñ ïîìîùüþ âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà1

1Âëîæåíèå Ïëþêêåðà ïåðåâîäèò òî÷êó ãðàññìàíèàíà âî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåí-
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è ðàññìàòðèâàåì êîíóñ íàä ãðàññìàíèàíîì â ñîîòâåòñòâóþùåì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Äåéñòâèå ãðóïïû
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé PSL5g−6 íà CP5g−6 ïîäíèìàåòñÿ äî äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà, îáúåìëþùåãî
êîíóñ íàä ãðàññìàíèàíîì.

3. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî êðèòåðèÿ Ãèëüáåðòà�Ìàìôîðäà óáåæäàåìñÿ,
÷òî òî÷êè ñõåìû Ãèëüáåðòà, îòâå÷àþùèå îáðàçàì ãëàäêèõ êðèâûõ ðî-
äà g ïðè 3-êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè, ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî ëèíåé-
íîãî äåéñòâèÿ óêàçàííîé ãðóïïû. Â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåå ôàê-
òîðìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îðáèîáðàçèåì, êîòîðîå è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg;n.

4. Êàæäûé èç ïðåäûäóùèõ øàãîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåé óíèâåðñàëüíîé êðèâîé.

14.8 Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åí-

íûìè òî÷êàìè

Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ Mg;n ìîäóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåéMg = Mg;0, òîëü-
êî âìåñòî 3-êàíîíè÷åñêèõ âëîæåíèé ìû ðàññìàòðèâàåì âëîæåíèÿ, îïðåäå-
ëåííûå ïîäõîäÿùåé ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L(K + X), ãäå X �
äèâèçîð îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè � èíäóêòèâíûé. Åñëè ìû óæå ïîñòðîèëè ïðîñòðàíñòâî ìîäó-
ëåéMg;n, òî ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéMg;n+1

êðèâûõ òîãî æå ðîäà, ñ óâåëè÷åííûì íà åäèíèöó êîëè÷åñòâîì îòìå÷åííûõ
òî÷åê. Íà ñàìîì äåëå, â êà÷åñòâå òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò âûñòóïàòü
óíèâåðñàëüíàÿ êðèâàÿ Cg;n âûêèíóòûìè èç íåå ñòðóêòóðíûìè ñå÷åíèÿìè.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò êðèâóþ ðî-
äà g ñ n + 1 îòìå÷åííûìè òî÷êàìè � ïåðâûå n òî÷åê çàäàþòñÿ ñòðóêòóð-
íûìè ñå÷åíèÿìè, à n + 1-îé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, íî íàä íèì íàäî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ. Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ π èç îïðåäåëå-
íèÿ óíèâåðñàëüíîé êðèâîé â òàêîé èíòåðïðåòàöèè ñòàíîâèòñÿ îòîáðàæå-

íèåì çàáûâàíèÿ πg;n : Mg;n+1 → Mg;n: îíà �çàáûâàåò� n+ 1-þ îòìå÷åííóþ
òî÷êó, ïðåâðàùàÿ êðèâóþ ñ n + 1 îòìå÷åííûìè òî÷êàìè â êðèâóþ ñ n îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ýòà êîíñòðóêöèÿ âûãëÿäèò îñîáåííî ïðî-
ñòî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå M0;n×CP1, ãäå âòîðîé ñîìíîæèòåëü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ñ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòîé z.

òîâ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà â ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé òî÷êå, ðàññìàòðèâàåìîå ñ
òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Îáðàç âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷-
íûìè óðàâíåíèÿìè (ñîîòíîøåíèÿìè Ïëþêêåðà).
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Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M0;n ðàöèîíàëüíóþ êðè-
âóþ, â êîòîðîé îòìå÷åííûå òî÷êè x1, x2 è x3 èìåþò êîîðäèíàòû 0, 1 è ∞
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîîðäèíàòû âñåõ îñòàëüíûõ îòìå÷åííûõ òî÷åê îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíû, è ìû ïîëó÷àåì n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñå÷åíèé
σ1, . . . , σn : M0;n → M0;n × CP1. Äîïîëíåíèå ê ýòèì ñå÷åíèÿì â ïðÿìîì
ïðîèçâåäåíèè è åñòü èñêîìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êðèâàÿ C0;n ≡ M0;n+1.

Çàìå÷àíèå 14.8.1. Î÷åðåäíîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïðåäûäóùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Îäíàêî ñàìî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì íåòðèâèàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé. Îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïðåâðà-
ùàåò åãî â ðàññëîåíèå íàä ïðåäûäóùèì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé, ñëîè êîòî-
ðîãî èìåþò îäèíàêîâóþ òîïîëîãèþ (ïðîêîëîòîé â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ñôå-
ðû), íî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû.

Ðàçóìååòñÿ, ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîâïàäàåò ñî ñëåäóþùåé, êîòîðàÿ
âûãëÿäèò íà ïåðâûé âçãëÿä áîëåå ïðîñòîé. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî Cn−3 ñ
êîîðäèíàòàìè z4, . . . , zn � êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ïðèîáðåòàþò ïîñëåäíèå
n− 3 îòìå÷åííûõ òî÷åê ïîñëå òîãî, êàê â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ïåðâûõ òî÷åê
âûáðàíû 0, 1 è ∞ � è âûêèíåì èç íåãî ãèïåðïëîñêîñòè zi = 0, zi = 1,
i = 4, . . . , n è zi = zj ïðè i ̸= j, îòâå÷àþùèå âîçìîæíûì ñîâïàäåíèÿì
îòìå÷åííûõ òî÷åê. Îäíàêî îíà ãîðàçäî ëó÷øå ïðèñïîñîáëåíà ê ïîñòðîåíèþ
â ïîñëåäóþùåì èíòåðåñóþùåé íàñ êîìïàêòèôèêàöèè.


