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Ãëàâà 15

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ

îòìå÷åííûìè òî÷êàìè

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû îïèñàëè ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìî-
äóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Ýòè ïðîñòðàíñòâà, êàê ïðàâèëî,
íåêîìïàêòíû. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â ïîíèìàíèè ãåîìåòðèè íåêîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èõ êîìïàêòèôèêàöèé. Ó êàæäîãî íåêîì-
ïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî ðàçëè÷íûõ êîìïàêòèôèêàöèé, îäíàêî ëèøü
íåìíîãèå èç íèõ óäîáíû äëÿ ðàáîòû.

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèñûâàåì ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé M0;n, ïðèíàäëåæàùóþ Ì. Êàïðàíîâó. Â åãî êîíñòðóêöèè âñÿêàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðåàëèçóåòñÿ êàê êðèâàÿ
Âåðîíåçå â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n − 2, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç ôèêñèðîâàííûé íàáîð èç n òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè. Âûðîæäåíèÿ
êðèâûõ Âåðîíåçå óæå íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, è ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì îñîáûì êðèâûì òî÷êè è äîáàâëÿþòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ãëàäêèõ
êðèâûõ äëÿ åãî êîìïàêòèôèêàöèè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ Êàïðàíîâà íå äàåò èíñòðóìåíòà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïàêòèôèöèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé. Ïîäîáíîå âû÷èñëåíèå òðåáóåò áîëåå àáñòðàêòíîãî ïîäõîäà, è ìû
ïðèâîäèì îïèñàíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé ïî Êèëþ. Ðåçóëüòàò Êîíöåâè÷à è
Ìàíèíà, äàþùèé íàáîð îáðàçóþùèõ è ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íà íèõ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ êîãîìîëîãèé êàæäîé ðàçìåðíîñòè, äîïîëíÿåò îïèñàíèå Êèëÿ.
Âïðî÷åì, è îïèñàíèå Êèëÿ, è îïèñàíèå Êîíöåâè÷à�Ìàíèíà íå ñëèøêîì ýô-
ôåêòèâíû, è ïîèñêè áîëåå ÿâíûõ îïèñàíèé êîëåö êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ
Mg;n ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ ïîð.
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15.1 Êîíñòðóêöèÿ Êàïðàíîâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçëîæèì ïðèíàäëåæàùóþ Ì. Êàïðàíîâó ïðîñòóþ ðå-
àëèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ êàê ñåìåéñòâ êðè-
âûõ Âåðîíåçå â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êàæäàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà ïðî-
õîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííûé íàáîð òî÷åê, êîòîðûå è îáðàçóþò îòìå÷åííûå
òî÷êè íà êðèâîé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü. Íàáîð òî÷åê íà íåé íàõî-
äèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè íèêàêèå òðè òî÷êè èç ýòîãî íàáîðà íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Êîíèêà � ýòî êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè, ò.å.
êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz = 0.

Îíà ïåðåñåêàåò ëþáóþ ïðÿìóþ â äâóõ òî÷êàõ (ñîâïàäàþùèõ, åñëè ïðÿìàÿ
êàñàåòñÿ êîíèêè).

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêàÿ êîíèêà ðàöèîíàëüíà � åå ìîæíî çàäàòü êàê îá-
ðàç îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âûáðàòü òî÷êó íà êîíèêå è ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ýòó òî÷êó, âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êîíèêîé.

Åñëè ìû ôèêñèðóåì 5 òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ÷åðåç íèõ ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ êîíèêà � òàêèå 5 òî÷åê çàäàþò ïÿòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà
êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e, f óðàâíåíèÿ êîíèêè, ïî êîòîðûì ýòè êîýôôèöè-
åíòû âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáùèé
íåíóëåâîé ìíîæèòåëü. À ÷åðåç 4 òî÷êè x1, x2, x3, x4 â îáùåì ïîëîæåíèè ïðî-
õîäèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ êîíèê. Ýòî îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì
ìîäóëåé M0;4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ðàöè-
îíàëüíàÿ êðèâàÿ ñ 4 îòìå÷åííûìè òî÷êàìè âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì ñåìåéñòâå
ðîâíî îäèí ðàç.

Âñïîìíèì, ÷òî ëþáóþ ÷åòâåðêó òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè â CP2 ìîæíî
ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ òàêóþ ÷åòâåðêó ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì òàêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèí-
ñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íèõ êîíèê ëþáûå
äâå ÷åòâåðêè òî÷åê íà ïëîñêîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà.

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ê CP2, ò.å. ïðîñòðàí-
ñòâî ïðÿìûõ â CP2. Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé â CP2 ñ êîíèêîé C ñîïîñòàâëÿåò
ýòîé ïðÿìîé ïàðó òî÷åê êîíèêè C, îòîæäåñòâëÿÿ òåì ñàìûì äâîéñòâåííóþ
ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ñ ñèììåòðè÷åñêèì êâàäðàòîì S2(C) êðèâîé C. Èçî-
ìîðôèçì êðèâûõ C è C ′ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì èõ ñèììåòðè÷åñêèõ êâàä-
ðàòîâ, ò.å ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè. Äâîéñòâåííîå åìó ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè CP2 ñîõðàíÿ-
åò 4 òî÷êè, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òåì ñàìûì,
êðèâûå C è C ′ ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ê ñîæàëåíèþ, ðàññóæäåíèå ïðî êîíèêè íå îáîáùàåòñÿ íàïðÿìóþ íà ïðî-
åêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî íà÷èíàÿ
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ñ ðàçìåðíîñòèm = 3 êðèâàÿ â CPm óæå íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëíûì
ïåðåñå÷åíèåì, ò.å. íå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé èç m − 1 íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó êðèâûå â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáðàçû âëîæåíèé.

Îòîáðàæåíèåì Âåðîíåçå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî CPn−2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

(t0 : t1) 7→ (tn−2
0 : tn−2

0 t1 : tn−3
0 t21 : · · · : tn−2

1 ),

çàäàííîå ìîíîìàìè ñòåïåíè n − 2. Ñòåïåíü òàêîé êðèâîé ðàâíà n − 2, ò.å.
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, êóäà îíà âëîæåíà. Â àôôèííîé
êàðòå îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå èìååò âèä t 7→ (t, t2, . . . , tn−2). Î÷åâèäíî, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà îáðàç. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî îáðàçû ëþ-
áûõ n ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ïðè îòîáðàæåíèè Âåðîíåçå
íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò.å. íèêàêèå n − 1 èç íèõ íå ëåæàò â îä-
íîé ãèïåðïëîñêîñòè. (Ýòî ñðàçó æå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îòëè÷åí îò íóëÿ
îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.) Ðåçóëüòàòû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îá-
ðàçà îòîáðàæåíèÿ Âåðîíåçå áóäåì íàçûâàòü êðèâûìè Âåðîíåçå (îíè òàêæå
íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè íîðìàëüíûìè êðèâûìè).

Òàê, ãëàäêèå êîíèêè íà ïëîñêîñòè ýòî êðèâûå Âåðîíåçå ïðè n = 4. Ïðè
n = 5 êðèâûå Âåðîíåçå íàçûâàþòñÿ ñêðó÷åííûìè êóáèêàìè â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññóæäåíèÿ äëÿ êîíèê íà ïëîñêîñòè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà êðè-
âûå Âåðîíåçå â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Çàôèêñèðóåì n òî÷åê
x1, . . . , xn â îáùåì ïîëîæåíèè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CPn−2. ×åðåç
òî÷êè x1, . . . , xn ïðîõîäèò (n − 3)-ìåðíîå ñåìåéñòâî êðèâûõ Âåðîíåçå. Íà
êàæäîé êðèâîé ýòîãî ñåìåéñòâà òî÷êè x1, . . . , xn îáðàçóþò íàáîð îòìå÷åí-
íûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 15.1.1. Ñåìåéñòâî êðèâûõ Âåðîíåçå, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííûå

òî÷êè x1, . . . , xn â îáùåì ïîëîæåíèè â CPn−2, èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó

ìîäóëåé M0;n.

Ïîñêîëüêó ëþáîé íàáîð èç n òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè â CPn−2 ìîæíî
ïåðåâåñòè â ëþáîé äðóãîé ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ÿñíî, ÷òî ëþáàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðåàëèçóåòñÿ êðèâîé Âåðî-
íåçå, ñîäåðæàùåé òî÷êè x1, . . . , xn. Ïîâòîðÿÿ íàøå ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
ïëîñêîñòè, äîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ êðèâàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â òàêîì ñåìåéñòâå
äâàæäû. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ê CPn−2. Îíî
ñîñòîèò èç ãèïåðïëîñêîñòåé â CPn−2. Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòè â CPn−2 ñ
êðèâîé Âåðîíåçå C ñîïîñòàâëÿåò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè íàáîð èç n− 2 òî÷åê
êðèâîé C, îòîæäåñòâëÿÿ òåì ñàìûì äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ (n− 2)-é ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ Sn−2(C) êðèâîé C. Èçîìîðôèçì
êðèâûõ C è C ′ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì èõ (n − 2)-õ ñèììåòðè÷åñêèõ ñòå-
ïåíåé Sn−2(C) è Sn−2(C ′), ò.å ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå äâîéñòâåííîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äâîéñòâåííîå åìó ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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ïðîñòðàíñòâà CPn−2 ñîõðàíÿåò n òî÷åê x1, . . . , xn, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òåì ñàìûì, êðèâûå C è C ′ ñîâïàäàþò, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå 15.1.2. Ïóñòü x1, . . . , xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîåêòèâ-
íîé ïðÿìîé, n ≥ 3. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ω1(x1 + · · · + xn),
ñîñòîÿùåå èç ðàöèîíàëüíûõ 1-ôîðì íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, èìåþùèõ â
òî÷êàõ x1, . . . , xn ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n−1. á) Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç îòîáðàæå-
íèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â ïðîåêòèâèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî ê
Ω1(x1 + · · · + xn), ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x â ôóíêöèîíàë ω 7→ ω(x), ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé Âåðîíåçå.

15.2 Êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

Êàïðàíîâ çàìåòèë, ÷òî êðèâûå Âåðîíåçå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êîìïàêòè-
ôèêàöèþ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷-
êàìè.

Ïðèìåð 15.2.1. Ðàññìîòðèì â ïðèìåðå ñ n = 2 ñåìåéñòâî âñåõ ïëîñêèõ êî-
íèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííûå ÷åòûðå òî÷êè, íå îãðàíè÷èâàÿñü ãëàäêèìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû äîáàâèòü ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñåìåéñòâó
êîíèêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
äàííûå òî÷êè ïîïàðíî. Òàêèõ êîíèê òðè � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñ êàêîé
òî÷êîé ìû ñîåäèíÿåì ïðÿìîé òî÷êó x1. Òåì ñàìûì, ìû ïîñòðîèëè çàìûêà-
íèå ïðîñòðàíñòâà M0;4, îòîæäåñòâèâ ýòî çàìûêàíèå ñ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíûõ ôîðì ñòåïåíè 2 íà ïëîñêîñòè. Ýòà ïðîåêòèâ-
íàÿ ïðÿìàÿ ñîñòîèò èç ôîðì, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â êàæäîé èç òî÷åê
x1, x2, x3, x4. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êîìïàêòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÷åðåç M0;4.

Ìû âèäèì èç ïðèìåðà, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûì òî÷êàìè íàì òðåáóåòñÿ
äîáàâëÿòü ê ýòîìó ïðîñòðàíñòâó òî÷êè, îòâå÷àþùèå îñîáûì êðèâûì. Ïðè
ýòîì äîáàâëÿåìûå â ïðèìåðå îñîáûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû ïðî-
åêòèâíûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå, à îòìå÷åííûå òî÷êè ðàñ-
ïîëîæåíû ïî äâå íà êàæäîé èç ïðÿìûõ è íå ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé èõ ïåðåñå-
÷åíèÿ.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòè êðèâûå îáðàçóþò îñîáóþ êðè-
âóþ è ÿâëÿþòñÿ åå íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè. Íåñâÿçíîå îáúåäèíå-
íèå íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàöèåé îñîáîé êðèâîé.
Ñîïîñòàâèì îñîáîé êðèâîé ãðàô (íàçûâàåìûé ãðàôîì íåïðèâîäèìûõ êîì-

ïîíåíò, èëè ìîäóëÿðíûì ãðàôîì), âåðøèíû êîòîðîãî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâîäèìûì êîìïîíåíòàì, ïðè÷åì äâå âåðøèíû ñîåäè-
íåíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ (êîëè÷åñòâî
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû, ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
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þùèõ ïðÿìûõ). Èñõîäíûé íàáîð ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ ðàöèî-
íàëüíîé íîäàëüíîé êðèâîé, åñëè ïîñòðîåííûé ãðàô îêàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå 15.2.2. Ðàöèîíàëüíàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ñ n îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíî ñòàáèëüíîé, åñëè

• íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå ëåæèò â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ
êîìïîíåíò êðèâîé;

• åå ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íà, ò.å. íà êàæäîé íåïðèâîäèìîé êîì-
ïîíåíòå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñïåöèàëüíûå òî÷êè (îòìå÷åííûå
òî÷êè èëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü ñëîâî �ìîäóëÿðíî� è ãîâîðèòü ïðîñòî
î ñòàáèëüíûõ êðèâûõ.

Â ñëó÷àå êîíèê íà ïëîñêîñòè äîáàâëÿåìûå ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ïðè
êîìïàêòèôèêàöèè êðèâûå ñòàáèëüíû � êàæäàÿ èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ñ òðåìÿ ñïåöèàëüíûìè òî÷êàìè.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè êîìïàêòèôèêàöèÿ ñòðîèòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì � ê ïðîñòðàíñòâó êðèâûõ Âåðîíåçå äîáàâëÿþòñÿ ïðå-
äåëüíûå îñîáûå êðèâûå. Îíè ñòàáèëüíû, îäíàêî â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ íå äîïóñêàþò ïðîñòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ êðèâûå Âåðîíåçå óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïåðåñå-
÷åíèÿìè.

Ïðèìåð 15.2.3. Ïóñòü x1, x2, x3, x4, x5 � òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òðåõ-
ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñìîòðèì, êàêèå îñîáûå êðèâûå äî-
áàâëÿþòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé M0;5 ïðè êîìïàêòèôèêàöèè.

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè x1, x2. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x3, x4, x5, â íåêîòîðîé òî÷êå, îòëè÷íîé îò êàæäîé
èç èñõîäíûõ òî÷åê. Ïðè çàìûêàíèè ê ïðîñòðàíñòâó ãëàäêèõ êðèâûõ äîáàâ-
ëÿþòñÿ îñîáûå êðèâûå, ñîñòîÿùèå èç ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x1, x2, è
êîíèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x1, x2, x3 è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è
ïëîñêîñòè. Êàê ìû çíàåì, ñåìåéñòâî òàêèõ êîíèê (à çíà÷èò, è ñåìåéñòâî
îñîáûõ êðèâûõ òàêîãî âèäà) îäíîìåðíî. Ïðè âûðîæäåíèè êîíèêè â ïàðó
ïðÿìûõ íàøà îñîáàÿ êðèâàÿ âûðîæäàåòñÿ â òðîéêó ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå,
îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò äâå äðóãèå. Ýòà ñðåäíÿÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò îäíó
îòìå÷åííóþ òî÷êó, à êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ äâóõ ïðÿìûõ ñîäåðæèò ïî äâå
îòìå÷åííûå òî÷êè. Ðàñïðåäåëåíèå îòìå÷åííûõ òî÷åê ïî ïðÿìîé è êîíèêå, à
òàêæå ïî âñåì ïðÿìûì òðîéêè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì � ñ ñîõðàíåíèåì
èõ êîëè÷åñòâà.

Òåîðåìà 15.2.4. Êàæäàÿ ñòàáèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ñ n îòìå÷åí-

íûìè òî÷êàìè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ êàê ñòàáèëüíàÿ êðè-

âàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äàííûé íàáîð òî÷åê x1, . . . , xn â îáùåì ïîëîæåíèè

â CPn−2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ
Âåðîíåçå íà îñîáûå ñòàáèëüíûå êðèâûå. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî äëÿ ãëàä-
êèõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå
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ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì, çàäàâàåìûì ìåðîìîðôíûìè 1-ôîðìàìè ñ ïîëþ-
ñàìè íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Ïåðåíåñåì ýòó êîí-
ñòðóêöèþ íà îñîáûå êðèâûå.

Ïóñòü (C;x1, . . . , xn) � ñòàáèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C, èìåþùèõ ïîëþñà íå âûøå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x1, . . . , xn è íå èìåþùèõ äðóãèõ ïîëþñîâ, çà èñêëþ-
÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà â äâîéíûõ òî÷êàõ. Êàæäàÿ
òàêàÿ 1-ôîðìà îïðåäåëÿåò íàáîð ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåïðèâîäèìûõ
êîìïîíåíòàõ îñîáîé êðèâîé. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû ñóììà âû÷åòîâ ýòèõ 1-
ôîðì íà äâóõ ïðîîáðàçàõ îäíîé è òîé æå äâîéíîé òî÷êè ðàâíÿëàñü 0.

Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì (n−1)-ìåðíî, ïîýòîìó íàáîð
èç n−1 òàêèõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôîðì îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå êðèâîé
â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn−2. Åãî ìû è áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì
Âåðîíåçå äëÿ îñîáûõ êðèâûõ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáðàçû òî÷åê x1, . . . , xn

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Äàëüíåéøåå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 15.1.1. Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [?] çà äåòàëÿìè.

Óïðàæíåíèå 15.2.5. Äîêàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé îáðàç ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé ðîäà g ÿâëÿåòñÿ êðèâîé Âåðîíåçå â CPg−1.

Óïðàæíåíèå 15.2.6. Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ â CP3,
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìîé ñ äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
è êîíèêè ñ òðåìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñêàþùèõñÿ â
îäíîé òî÷êå. Ïîñòðîéòå ãîëîìîðôíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (ïà-
ðàìåòðèçîâàííîå ïðîêîëîòûì äèñêîì) ñêðó÷åííûõ êóáèê, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç ïÿòü îòìå÷åííûõ òî÷åê, ïðåäåëüíûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî (îòâå÷àþùèì
òî÷êå ïðîêîëà) ÿâëÿåòñÿ íàøà îñîáàÿ êðèâàÿ.

Çàìå÷àíèå 15.2.7. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðèâåäåííîãî
îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M0;n òðåáóåò
èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìàëèçìà ñõåì Ãèëüáåðòà, ñì. ïðåäûäóùóþ ãëàâó.

Ìíîãî÷ëåíû Ãèëüáåðòà âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ Âåðîíåçå â CPn−2 îäèíà-
êîâû, è Êàïðàíîâ îïðåäåëÿåò êîìïàêòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäó-
ëåé M0;n êàê çàìûêàíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå Ãèëüáåðòà ïðîñòðàíñòâà
êðèâûõ Âåðîíåçå, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âûáðàííûå n òî÷åê â îáùåì ïîëî-
æåíèè. Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå òðåáóåò ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
Ãèëüáåðòà ó îñîáûõ êðèâûõ Âåðîíåçå òàêèå æå, êàê è ó ãëàäêèõ, è âñå ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêèì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà èìåþò óêàçàííûé âèä.

Óïðàæíåíèå 15.2.8. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà êðèâîé Âåðîíåçå â CPn−2.
Äîêàæèòå, ÷òî îñîáûå êðèâûå Âåðîíåçå èìåþò òîò æå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåð-
òà. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ (íà ñàìîì äåëå, âñÿêîå ïîäìíîãîîáðàçèå)
ñ òåì æå ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé êðèâîé Âåðîíåçå.
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15.3 Ìíîãî÷ëåíû Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâ ìîäó-

ëåé

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ìíîãî÷ëåí Ïóàí-
êàðå ýòî ìíîãî÷ëåí

PX(t) = bdt
d + · · ·+ b0,

ãäå bi = bi(X) = dim(Hi(X,C)) � i-å ÷èñëî Áåòòè ïðîñòðàíñòâà X, d =
dimX. Òåì ñàìûì, ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå äàåò ãðóáîå îïèñàíèå òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà X. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé (ÿâëÿþùåéñÿ ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äâóìåðíîé ñôåðîé)
ðàâåí

PCP1(t) = t2 + 1.

Ïîñêîëüêó M0;4 = CP1, ýòîò ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ è ìíîãî÷ëåíîì Ïóàí-
êàðå PM0;4

(t) ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ
÷åòûðüìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Ïóñòü òåïåðü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå
X = X1\X2, ãäå X2 ⊂ X1 � äâà êîìïàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿ.
Îïðåäåëèì ìîòèâíûé ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà X ðàâåíñòâîì

PX(t) = PX1(t)− PX2(t).

Ñêàæåì, ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M0;4 åñòü

PM0;4(t) = PM0;4
(t)− 3P{·}(t) = (t2 + 1)− 3 = t2 − 2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàê ââåäåííîå ïîíÿòèå ìîòèâíûõ êîãîìîëîãèé îïðåäå-
ëåíî êîððåêòíî � ëþáûå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X â âèäå ðàçíî-
ñòè êîìïàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó
æå ìîòèâíîìó ìíîãî÷ëåíó Ïóàíêàðå.

Ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âåäåò ñåáÿ îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé íàä ìíîãîîáðàçèÿìè � îáúåäèíåíèÿ, âçÿòèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé M0;n äëÿ ëþáîãî n. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì èíäóêòèâíóþ êîíñòðóê-
öèþ ïðîñòðàíñòâà M0;n+1.

Çàôèêñèðóåì íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 êîîðäèíàòó è ðàññìîòðèì
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåM0;n×CP1. Â êàæäîì îäíîìåðíîì ñëîå ïðîåêöèè ýòî-
ãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü âûêîëåì òî÷êè x1, . . . , xn,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû òî÷åê x1, x2, x3 ðàâíû, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ∞, 0 è 1. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îñòàëüíûõ òî÷åê îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ êëàññîì ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñåãî íàáîðà x1, . . . , xn.
Â ðåçóëüòàòå n îòìå÷åííûõ òî÷åê çàäàäóò n ñå÷åíèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ξi : M0;n → M0;n × CP1 .

Äîïîëíåíèå ê ýòèì ñå÷åíèÿì â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè åñòåñòâåííî èçîìîðô-
íî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé M0;n+1. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà â ýòîì äî-
ïîëíåíèè, ïðè äîáàâëåíèè ê n âûêîëîòûì òî÷êàì ñëîÿ, îïðåäåëÿåò íàáîð
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èç n + 1 òî÷åê íà ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Íàîáîðîò, ëþáîé íàáîð èç n + 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
îäíîçíà÷íî ðåàëèçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì � íóæíî ïîñìîòðåòü íà ñëîé, îòâå-
÷àþùèé íàáîðó èç ïåðâûõ n òî÷åê.

Òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ π : M0;n+1 →
M0;n, ðàññëàèâàþùåå î÷åðåäíîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé íàä ïðåäûäóùèì.
Êàæäûé ñëîé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ n ïðî-
êîëàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåíû Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ:

Óòâåðæäåíèå 15.3.1. Ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà M0;n ðàâåí

PM0;n(t) = (t2 − 2)(t2 − 3) . . . (t2 − n+ 3).

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ Ïóàíêàðå ñëîÿ è áàçû.

Êîìïàêòèôèöèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñêëååíû èç êóñî÷êîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåêîìïêòèôèöèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëåé. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ìíîãî÷ëåíû Ïó-
àíêàðå êîìïàêòèôèöèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 15.3.2. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM0;5.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

• ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ M0;5;

• ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé; êàæ-
äîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðî-
ñòðàíñòâ M0;3 × M0;4 (íà îäíîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå êðèâîé
èìååòñÿ äâå îòìå÷åííûå òî÷êè, íà äðóãîé � òðè, è íà êàæäîé èç êîì-
ïîíåíò äîïîëíèòåëüíî èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé êîìïîíåí-
òîé);

• ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè;
êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ M0;3 ×M0;3 ×M0;3.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ìíîãî÷ëåíà Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâàM0;5 íàì òðåáóåòñÿ çíàòü
òàêæå êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ïðîñòðàíñòâ êàæäîãî òèïà. Ýòî êî-
ëè÷åñòâî âû÷èñëÿåòñÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé, è â äàííîì ñëó÷àå
âû÷èñëåíèå íåñëîæíî:

• ïðîñòðàíñòâî ïåðâîãî òèïà îäíî;

• ïðîñòðàíñòâ âòîðîãî òèïà 10 � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûäåëèòü äâå ïî-
ìåòêè èç ïÿòè;

• ïðîñòðàíñòâ òðåòüåãî òèïà 15 � ïîìåòêó íà ñðåäíåé íåïðèâîäèìîé
êîìïîíåíòå ìîæíî âûáðàòü 5 ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ðàçáèòü îñòàâøè-
åñÿ 4 ïîìåòêè íà äâå ïàðû äëÿ êðàéíèõ êîìïîíåíò ìîæíî 3 ñïîñîáàìè.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

PM0;5
= PM0;5 + 10PM0;3PM0;4 + 15P 3

M0;3

= (t2 − 2)(t2 − 3) + 10(t2 − 2) + 15 = t4 + 5t2 + 1.

Ñ ðîñòîì ÷èñëà îòìå÷åííûõ òî÷åê êîìáèíàòîðèêà âû÷èñëåíèé áûñòðî
óñëîæíÿåòñÿ, è ìû ïðèâåäåì ëèøü åùå îäèí ïîäñ÷åò.

Ïðèìåð 15.3.3. Ïðîñòðàíñòâî M0;6 ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ñëå-
äóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

• ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ M0;6;

• ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé; êàæ-
äîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ M0;3×M0;5 (íà îäíîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå êðèâîé
èìååòñÿ äâå îòìå÷åííûå òî÷êè, íà äðóãîé � ÷åòûðå), ëèáî ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ M0;4 ×M0;4 (ïî òðè îòìå÷åííûõ òî÷êè íà
êàæäîé êîìïîíåíòå);

• ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè;
êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ M0;3 × M0;3 × M0;4, ïðè ýòîì íà ñðåäíåé êîìïîíåíòå
ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèáî äâå, ëèáî îäíà îòìå÷åííàÿ òî÷êà;

• ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè;
êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ M0;3 ×M0;3 ×M0;3 ×M0;3, ïðè ýòîì äåðåâî íåïðèâîäè-
ìûõ êîìïîíåíò ìîæåò áûòü ëèáî öåïî÷êîé èç ÷åòûðåõ âåðøèí, ëèáî
çâåçäîé ñ öåíòðîì âàëåíòíîñòè 3.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâ êàæäîãî òèïà:

• ïðîñòðàíñòâî ïåðâîãî òèïà îäíî;

• êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâ êðèâûõ ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé è ðàñïðåäåëå-
íèåì îòìå÷åííûõ òî÷åê 2 − 4 ðàâíî 15, à ñ ðàñïðåäåëåíèåì 3 − 3 èõ
÷èñëî ðàâíî 10;

• êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâ êðèâûõ ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè è äâóìÿ
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íà ñðåäíåé êîìïîíåíòå ðàâíî 45, à ñ îäíîé îò-
ìå÷åííîé òî÷êîé íà ñðåäíåé êîìïîíåíòå � 60;

• êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâ êðèâûõ ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè, äåðåâî
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé, ðàâíî 90,
à òåõ, äåðåâî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò êîòîðûõ � çâåçäà � 15.

Òàêèì îáðàçîì,

PM0;6
= PM0;5 + 15PM0;3PM0;5 + 10P 2

M0;4
+ (45 + 60)P 2

M0;3
PM0;4 + (90 + 15)P 4

M0;3

= (t2 − 2)(t2 − 3)(t2 − 4) + 15(t2 − 2)(t2 − 3) + 10(t2 − 2)2 + 105(t2 − 2) + 105

= t6 + 16t4 + 16t2 + 1.
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Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷èëè ìíîãî÷ëåí ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè ýòîì ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãî÷ëåí
âîçâðàòíûé � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ ñèììåòðè÷íà îòíî-
ñèòåëüíî ñåðåäèíû, êàê è äîëæíî áûòü � ïî äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå �
äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàííûå âûøå íà ïðèìåðàõ òðóäîåì-
êèå êîìáèíàòîðíûå ðàññìîòðåíèÿ äîïóñêàþò êîäèðîâàíèå â êîìïàêòíîé è
ýôôåêòèâíîé ôîðìå. À èìåííî, ââåäåì äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãëàäêèõ è ñòàáèëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè:

P(x, t) = x−
∞∑

n=2

PMn+1(t)
xn

n!
,

P(y, t) = y +

∞∑
n=2

PMn+1
(t)

yn

n!
.

Òåîðåìà 15.3.4. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè P(x, t) è P(y, t) âçàèìíî îáðàòíû
îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè, ò.å.

P(P(y, t)) ≡ y; P(P(x, t), t) ≡ x.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ
íàì èçâåñòíû, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Ïóàíêàðå êîìïàêòèôèöèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòîò ìåõàíèçì íå
òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ãðàôîâ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò è ëåãêî ðåàëèçóåò-
ñÿ â ëþáîé ñèñòåìå êîìïüþòåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ åñòü ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ t = −1 â åãî ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå. Àíàëî-
ãè÷íî òîìó êàê ìû îïðåäåëÿëè ìîòèâíûé ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü ìîòèâíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó. Äëÿ ðàçíîñòè äâóõ êîì-
ïàêòíûõ ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Ìîòèâíàÿ ýéëåðîâà õà-
ðàêòåðèñòèêà íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ òàêæå ðàâíà ðåçóëüòàòó ïîäñòà-
íîâêè t = −1 â åãî ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó 15.3.4 ìîæíî
ïåðåíåñòè íà ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè:

Ñëåäñòâèå 15.3.5. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè P(x,−1) =

x+
∑∞

n=2
(−1)n−1xn

n(n−1) è P(y,−1) äëÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê íåêîìïàêòè-

ôèöèðîâàííûõ è êîìïàêòèôèöèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé âçàèìíî

îáðàòíû îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè.

Ïîñêîëüêó ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè íåêîìïàêòèôèöèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé èçâåñòíû, ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò áûñòðî äîïîëíèòü ñïèñîê
óæå âû÷èñëåííûõ íàìè çíà÷åíèé ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïàêòèôè-
öèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ:

n 3 4 5 6 7 8 9 10

χ(M0;n) 2 7 34 213 1630 14747 153946 1821473



189

15.4 Êîìïàêòèôèöèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà: êî-

ãîìîëîãèè ïî Êèëþ

Çíàíèÿ ÷èñåë Áåòòè, ò.å. êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Ïóàíêàðå, êàê ïðà-
âèëî, íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êàê óñòðîåíû (êî)ãîìîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ îïèñàíèÿ æå áîëåå òîíêîé ñòðóêòóðû êîëüöà êîãîìîëîãèé
íåîáõîäèìî íå òîëüêî ïîíèìàòü, èç êàêèõ êóñî÷êîâ ñîñòîèò òî èëè èíîå
ïðîñòðàíñòâî, íî è çíàòü, êàê èìåííî ýòè êóñî÷êè ïðèêëååíû äðóã ê äðóãó.

Ïðèìåð 15.4.1. Ìû çíàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéM0;5 ñêëååíî èçM0;5,
äåñÿòè êîïèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ M0;3×M0;4, è ïÿòíàäöàòè êîïèé ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿM0;3×M0;3×M0;3. ×òîáû ïîíÿòü, êàê âñå ýòè ïðîñòðàí-
ñòâà ñêëååíû äðóã ñ äðóãîì, äàäèì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ïðîñòðàíñòâàM0;5.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå M0;4 × CP1. Çàôèêñèðóåì íà ïðÿ-
ìîé CP1 êîîðäèíàòó, â êîòîðîé êîîðäèíàòû îòìå÷åííûõ òî÷åê x1, x2, x3

ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, ∞, 0, 1. Òîãäà ýòè òðè îòìå÷åííûå òî÷êè îïðåäå-
ëÿþò òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñòðóêòóðíûõ ñå÷åíèÿ σi : M0;4 →
M0;4 × CP1, i = 1, 2, 3. ×åòâåðòîå ñå÷åíèå σ4, îòâå÷àþùåå îòìå÷åííîé òî÷-
êå x4, ïåðåñåêàåò êàæäîå èç òðåõ ïåðâûõ ñå÷åíèé òðàíñâåðñàëüíî â îä-
íîé òî÷êå, ñì. ðèñ..... Ýòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò íàä òî÷êàìè ãðàíè-
öû ∂M0;4.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõM0;5 äîñòàòî÷íî ðàçäóòü
íà ïîâåðõíîñòè M0;4×CP1 êàæäóþ èç òðåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñå÷åíèÿ σ4 ñ
ïåðâûìè òðåìÿ ñå÷åíèÿìè, ñì. ðèñ. .... Òåì ñàìûì, ìû äîáàâëÿåì â ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ M0;4×CP1 = CP1 ×CP1, èìåþùåå
ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå (1+t2)(1+t2) = 1+2t2+t4, åùå òðîéêó äâóìåðíûõ öèê-
ëîâ, ïîëó÷àÿ ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå PM0;5

(t) = 1 + 5t2 + t4, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ
âûïîëíåííûì íàìè ðàíåå âû÷èñëåíèåì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðåàëèçà-
öèþ ïðîñòðàíñòâà M0;5 êàê óíèâåðñàëüíîé êðèâîé C0;4 íàä ïðîñòðàíñòâîì
ìîäóëåéM0;5. Ñëîè óíèâåðñàëüíîé êðèâîé íàä òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà ãëàä-
êèõ êðèâûõ M0;4 îñòàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè ñ ÷åòûðüìÿ îòìå÷åí-
íûìè òî÷êàìè. Ñëîé íàä êàæäîé òî÷êîé ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó
ïåðåñåêàþùèõñÿ òðàíñâåðñàëüíî ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, íà êàæäîé èç êîòî-
ðûõ îòìå÷åíî ïî äâå òî÷êè. Ïðè ýòîì îäíà èç êðèâûõ â ïàðå ÿâëÿåòñÿ ñëîåì
â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè, à âòîðàÿ âêëååíà ïðè îñóùåñòâëåíèè ðàçäóòèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî M0;5 îòîæäåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì ñ óíè-
âåðñàëüíîé êðèâîé C0;4 íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåéM0;4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäûé ñëîé ïðîåêöèè M0;5 → M0;4 ÿâëÿåòñÿ òîé ñàìîé êðèâîé ñ ÷åòûðü-
ìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, ìîäóëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà áàçû.

Â ïîëó÷åííîì òàêèì îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòðàí-
ñòâà M0;5 îíî îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòî íà ïðåäïèñàííûå ðàíåå ÷àñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, îíî ñîñòîèò èç

• ïðîñòðàíñòâàM0;5 � äîïîëíåíèÿ ê ÷åòûðåì ñå÷åíèÿì σi âM0;4×CP1;

• 10 ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà M0;3×M0;4, ïðåäñòàâëåííûõ ÷åòûðüìÿ
ñå÷åíèÿìè σi è òðåìÿ ïðîêîëîòûìè îñîáûìè ñëîÿìè ïðîåêöèè ðàçäó-
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òîé ïîâåðõíîñòè íà ìíîæèòåëü M0;4, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîêîëîòûõ ïðÿìûõ;

• 15 òî÷åê ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ çàìûêàíèé ýòèõ 10 ïðîêîëîòûõ ïðÿ-
ìûõ.

Óïðàæíåíèå 15.4.2. Îïèøèòå òèïè÷íóþ ñòàáèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ êðè-
âóþ, îòâå÷àþùóþ êàæäîé èç ñîñòàâëÿþùèõ ïðîñòðàíñòâà M0;5 â ïðèâå-
äåííîì âûøå îïèñàíèè.

Óïðàæíåíèå 15.4.3. ÏîâåðõíîñòüM0;5 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçäóòèÿ òðåõ
òî÷åê â CP1 ×CP1. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà òî÷åê â ïðÿìîì ïðîèçâåäå-
íèè äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ ïåðåâîäèòñÿ â ëþáóþ äðóãóþ òðîéêó áèãî-
ëîìîðôíûì ïðåîáðàçîâàíèåì?

Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè, Êèëþ [?] óäàëîñü íàéòè ïðî-
ñòîå îïèñàíèå êîëåö êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ M0;n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = A ⊔B íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èí-
äåêñîâ îòìå÷åííûõ òî÷åê {1, 2, . . . , n} íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà A è B, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. (Ðàçáèåíèå
A ⊔ B ñîâïàäàåò ñ B ⊔ A.) Ðàññìîòðèì âñå ñòàáèëüíûå ðàöèîíàëüíûå êðè-
âûå â M0;n, ñîñòîÿùèå èç äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, îäíà èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò âñå òî÷êè ñ èíäåêñàìè èç íàáîðà A, à âòîðàÿ � âñå òî÷êè ñ èí-
äåêñàìè èç íàáîðà B. Òàêèå ñòàáèëüíûå êðèâûå îáðàçóþò ïîäìíîãîîáðàçèå
(êîìïëåêñíîé) êîðàçìåðíîñòè 1 â M0;n. Åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
êîìïàêòíûì êîìïëåêñíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 1. Îíî èçî-
ìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé M0;|A|+1 è M0;|B|+1 (òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò îáùåé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíîé âûäåëåííîé òî÷êîé íà êàæäîé èç êîìïîíåíò). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç [D] äâîéñòâåííûé ýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ ïî Ïóàíêàðå êëàññ âòîðûõ
êîãîìîëîãèé, [D] ∈ H2(M0;n).

Òåîðåìà 15.4.4. Êëàññû [D] ïîðîæäàþò êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(M0;n).

Â ÷àñòíîñòè, ýòè êëàññû ëèíåéíî ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî âòîðûõ êî-
ãîìîëîãèé H2(M0;n), âñå êîëüöî êîãîìîëîãèé ïîðîæäåíî âòîðûìè êîãîìî-
ëîãèÿìè è íå÷åòíûå êîãîìîëîãèè îòñóòñòâóþò.

Îáðàçóþùèå [D] íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, ïðè n =
4 âñå òðè îáðàçóþùèå, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèÿì

{1, 2} ⊔ {3, 4}, {1, 3} ⊔ {2, 4}, {1, 4} ⊔ {2, 3},

ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé, à èìåííî, êëàññ äâîéñòâåí-
íûé òî÷êå.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, çàôèêñèðóåì ëþáóþ ÷åòâåðêó i, j, k, l ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìåæäó 1 è n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ijDkl] ∈ H2(M0;n) ñóì-
ìó âñåõ òåõ îáðàçóþùèõ D, â êîòîðûõ èíäåêñû i, j ëåæàò â îäíîé ÷àñòè,
à k, l � â äðóãîé. Òîãäà îáðàçóþùèå [D] óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ
ñîîòíîøåíèé

Rijkl : [ijDkl] = [ikDjl] = [ilDjk].
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ñêâîçíîãî çàáûâàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ M0;n → M0;4, êîòîðîå çàáûâàåò âñå òî÷êè êðîìå xi, xj , xk, xl,
è ñòÿãèâàåò â òî÷êó âñå ñòàâøèå â ðåçóëüòàòå íåñòàáèëüíûìè êîìïîíåíòû
êðèâîé.

Òåîðåìà 15.4.5. Ñîîòíîøåíèÿ Rijkl ëèíåéíî ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî

ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé â H2(M0;n).

Íàêîíåö, íàçîâåì äâà ðàçáèåíèÿ D,D′ ñîâìåñòèìûìè, åñëè ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n} äîïóñêàåò òàêîå ðàçáèåíèå íà òðè ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà A,B,C, ÷òî

D1 = (A ⊔B) ⊔ C, D2 = A ⊔ (B ⊔ C).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè äâà ðàçáèåíèÿ D è D′ íå ñîâìåñòèìû, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå öèêëû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèõ [D]
è [D′] â êîëüöå êîãîìîëîãèé ðàâíî 0.

Òåîðåìà 15.4.6. Àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗(M0;n) ïîðîæäåíà îáðàçóþùè-

ìè [D] ïî ìîäóëþ àääèòèâíûõ ñîîòíîøåíèé Rijkl è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ

ñîîòíîøåíèé [D1][D2] = 0 äëÿ ëþáûõ íåñîâìåñòèìûõ ðàçáèåíèé D1 è D2.

Êèëü óñòàíàâëèâàåò òàêæå è èçîìîðôèçì êîëüöà ×æîó ìíîãîîáðàçèÿM0;n

(ò.å. êîëüöà ïåðåñå÷åíèé êëàññîâ ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäìíî-
ãîîáðàçèé â M0;n) êîëüöó åãî êîãîìîëîãèé, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì îïèñàíèå
êîëüöà ×æîó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.4.6. Â êîíñòðóêöèè Êèëÿ ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M0;n óæå ïîñòðîåíî. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî M0;n+1

ñòðîèòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçäóòèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ M0;n ×M0;4. Ïðè ýòîì ðàçäóòèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ âäîëü ãëàäêèõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 ïðîåêöèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ M0;n × M0;4 íà
ïåðâûé ñîìíîæèòåëü; ÷åðåç π : M0;n+1 → M0;n, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷å-
íî îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïîñëåäíåé îòìå÷åííîé òî÷êè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå π1 : M0;n+1 → M0;n ×M0;4, äîñòðàèâàþùåå êîììóòàòèâíûé
òðåóãîëüíèê. Ê ïîñòðîåíèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ êàê êîìïîçèöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ðàçäóòèé ìû ñåé÷àñ è ïåðåõîäèì.

M0;n+1
π1−−−−→ M0;n ×M0;4yπ

yp1

M0;n M0;n

Ïóñòü σ1, . . . , σn : M0;n → M0;n+1 � ñòðóêòóðíûå ñå÷åíèÿ óíèâåðñàëü-
íîé êðèâîé. Èõ êîìïîçèöèÿ ñ îòîáðàæåíèåì π1 çàäàåò îòîáðàæåíèÿ

π1(σi) : M0;n → M0;n ×M0;4.
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Ïðè êàæäîì èç ýòèõ îòîáðàæåíèé âñÿêèé äèâèçîð [D] ⊂ M0;n ïåðåõîäèò
â ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 2 â M0;n × M0;4. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ýòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ⟨D⟩. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⟨Dk⟩ îáúåäèíåíèå âñåõ
ïîäìíîãîîáðàçèé ⟨D⟩, îòâå÷àþùèõ óïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì D = A⊔B,
÷àñòü B êîòîðûõ ñîñòîèò èç k ýëåìåíòîâ, k = 2, 3, . . . , n − 2. Ïîëîæèì
X1 = M0;n × M0;4 è, îñóùåñòâèâ ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàçäóòèÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ X1 âäîëü ⟨D2⟩, ⟨D3⟩, . . . , ⟨Dn−2⟩, ïîëó÷èì Xn−2 = M0;n+1.

Ãîâîðÿ áîëåå äåòàëüíî, ìíîãîîáðàçèå X2 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçäó-
òèÿ X1 âäîëü ⟨D2⟩. Îáðàòèì âíèìàíèå, íà òî, ÷òî ⟨D2⟩ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, çàíóìåðîâàí-
íûõ ïàðàìè ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ èç {1, . . . , n}. Ïóñòü f1 : X2 → X1 � ýòî
ðàçäóòèå. Êàæäûé ïðÿìîé ïðîîáðàç f−1

1 (⟨Dk⟩), k ≥ 3, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå ïîïàðíî èçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ãëàäêèõ êîìïîíåíò. Ïðè
ýòîì íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû â f−1

1 (⟨D3⟩) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ ⟨D3⟩
ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòè B ðàçáèåíèé, îòâå÷àþùèõ ýòèì
êîìïîíåíòàì, îòëè÷àþòñÿ îäíèì ýëåìåíòàì. Ïîñëå ðàçäóòèÿ âäîëü ⟨D2⟩
ïðÿìûå ïðîîáðàçû ýòèõ êîìïîíåíò óæå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òî÷íî òàêæå ïî-
ñëåäóþùèå ðàçäóòèÿ ïðîèñõîäÿò âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ãëàäêèõ ïîïàðíî èçîìîðôíûõ êîìïîíåíò.

Óïðàæíåíèå 15.4.7. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êèëÿ, äàéòå ïîëíîå îïèñàíèå êî-
ëåö êîãîìîëîãèé H∗(M0;5), H

∗(M0;6).

Óïðàæíåíèå 15.4.8. Âåðíî ëè, ÷òî êëàññû êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûå ëþ-
áûì 5 ãðàíè÷íûì ñòðàòàì êîðàçìåðíîñòè 1 â M0;5 ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
ò.å. îáðàçóþò áàçèñ â H2(M0;5)?

15.5 Êîìïàêòèôèöèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà: êî-

ãîìîëîãèè ïî Êîíöåâè÷ó�Ìàíèíó

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n îïèñàíèå ïî Êèëþ ïðîñòðàíñòâ êîãî-
ìîëîãèé Hk(M0;n) ñòàíîâèòñÿ òðóäîåìêèì èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îá-
ðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Êîíöåâè÷ è Ìàíèí ïðåäëîæèëè îïèñàíèå ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ìîäóëÿðíûõ äåðåâüåâ.

Ñîïîñòàâèì ñòàáèëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
åå ìîäóëÿðíîå äåðåâî, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàññòàâëåíû ïîìåòêè èç ìíîæå-
ñòâà {1, . . . , n} � íîìåðà îòìå÷åííûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòå. Îäíà âåðøèíà ìîæåò íåñòè íà ñåáå íåñêîëüêî ïîìåòîê. Êàæ-
äîìó ìîäóëÿðíîìó äåðåâó T ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîäìíîãîîáðàçèå â M0;n �
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ êðèâûõ ñ ìîäóëÿðíûì äåðåâîì T � è äâîéñòâåí-
íûé ýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ êëàññ êîãîìîëîãèé [T ] ∈ H∗(M0;n). Ìû áóäåì
íàçûâàòü ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ìîäóëÿðíûì ñòðàòîì. Íàïðèìåð, äåðåâó,
ñîñòîÿùåìó èç îäíîé âåðøèíû, îòâå÷àåò âñå ìíîãîîáðàçèå M0;n è åäèíè÷-
íûé êëàññ êîãîìîëîãèé â H0(M0;n). Ðàçìåðíîñòü êëàññà êîãîìîëîãèé [T ],
îòâå÷àþùåãî ìîäóëÿðíîìó äåðåâó T , ðàâíà óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð â
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ýòîì äåðåâå, ò.å. êîëè÷åñòâó îñîáûõ òî÷åê â êðèâîé ñ òàêèì ìîäóëÿðíûì
äåðåâîì.

Óïðàæíåíèå 15.5.1. Íàðèñóéòå âñå ïîìå÷åííûå ìîäóëÿðíûå äåðåâüÿ ñ äâó-
ìÿ ðåáðàìè äëÿ n = 6.

Òåîðåìà 15.5.2. Êëàññû [T ], îòâå÷àþùèå äåðåâüÿì ñ k ðåáðàìè, ëèíåéíî

ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî H2k(M0;n).

Ýòè êëàññû íå íåçàâèñèìû è ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì, êî-
òîðûå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì äåðåâî T , ÷åòâåðêó ïîìå-
òîê i, j, k, l âåðøèí ýòîãî äåðåâà è âåðøèíó v, ðàçäåëÿþùóþ ýòè ïîìåòêè.
Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷åòûðå êðàò÷àéøèõ ïóòè, ñîåäèíÿ-
þùèõ v ñ êàæäîé èç âåðøèí, ïîìå÷åííûõ èíäåêñàìè i, j, k è l, íà÷èíàþòñÿ
ñ ðàçëè÷íûõ ðåáåð.

Íà ìîäóëÿðíûõ äåðåâüÿõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà T ′ → T
� îïåðàöèè, ïðè êîòîðîé ÷èñëî ðåáåð è ÷èñëî âåðøèí â äåðåâå óìåíüøàåòñÿ
íà 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòÿãèâàíèå T ′ → T îòäåëÿåò ïîìåòêè i, j îò
ïîìåòîê k, l, åñëè âåðøèíà v äåðåâà T åñòü ðåçóëüòàò ñòÿãèâàíèÿ â äåðåâå T ′

ðåáðà, êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîãî êîíöà êîòîðîãî â âåðøèíû ñ ïîìåòêàìè
i, j, à èç äðóãîãî êîíöà êîòîðîãî â âåðøèíû ñ ïîìåòêàìè k, l íå ñîäåðæàò
ñàìî ýòî ðåáðî.

Ëåììà 15.5.3. Êëàññû êîãîìîëîãèé, îòâå÷àþùèå ìîäóëÿðíûì äåðåâüÿì,

óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì∑
ijT ′kl

[T ′] =
∑

ikT ′′jl

[T ′′],

ãäå ñóììèðîâàíèå ñëåâà èäåò ïî âñåì ñòÿãèâàíèÿì T ′ → T , îòäåëÿþùèì
ïîìåòêè i, j îò ïîìåòîê k, l, ïî âñåì ñòÿãèâàíèÿì T ′′ → T , îòäåëÿþùèì
ïîìåòêè i, k îò ïîìåòîê j, l.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò ñòÿãèâàíèÿ â äåðåâå T
âñåõ ðåáåð, íå ñîäåðæàùèõ ìåòîê i, j, k, l. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì îòîá-
ðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðàòà â M0;4, ïðè÷åì ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ðàâåíñòâà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâóì ðàçëè÷íûì òî÷êàì ãðàíèöû â M0;4.
Ïðîîáðàçû ýòèõ äâóõ òî÷åê â M0;n ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ âòî-
ðûõ êîãîìîëîãèé, è äàþò îäèí è òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé â H2(k+1)(M0;n)
â ïåðåñå÷åíèè ñ êëàññîì [T ] ∈ H2k)(M0;n).

Òåîðåìà 15.5.4. Îïèñàííûå â ëåììå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîðîæäàþò

âñå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó êëàññàìè [T ].

Óïðàæíåíèå 15.5.5. Âûïèøèòå âñå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè
ìîäóëÿðíûõ ñòðàòîâ â à) H2(M0;6), á) H4(M0;6), â) H4(M0;7) è íàéäèòå
ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
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15.6 Ïåðå÷èñëåíèå ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ íà

ïëîñêîñòè ïî Êîíöåâè÷ó

×åðåç äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè îäíó ïðÿìóþ. ×åðåç ïÿòü
òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (êâàä-
ðèêà). Ïðÿìàÿ è êâàäðèêà � ðàöèîíàëüíûå êðèâûå, ñòåïåíè 1 è 2 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, çàäàþùèõ ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ ñòåïåíè d,
ðàâíî 3d − 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ïàðàìåòðèçîâàííóþ
ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ CP1 → CP2, (u : v) 7→ (x : y : z), íåîáõîäèìî 3d + 2
ïàðàìåòðîâ � ïî d+1 ïàðàìåòðîâ íà êàæäóþ èç êîîðäèíàò x, y è z, îïðåäå-
ëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Ãðóïïà çàìåíû ïàðàìåòðîâ u, v
â ïðÿìîé-ïðîîáðàçå òðåõìåðíà, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî íåïàðàìåòðèçîâàí-
íûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè èìååò ðàçìåðíîñòü 3d − 1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç 3d− 1 òî÷åê íà ïëîñêîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè äîëæíî
ïðîõîäèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïåíè d. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè d ≥ 2 âñå ýòè ðàöèîíàëüíûå êðèâûå áóäóò îñîáûìè: ãëàäêàÿ êðèâàÿ

ñòåïåíè d äîëæíà èìåòü ðîä (d−1)(d−2)
2 > 0 ïðè d > 2.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îòâåò íà âîïðîñ, ÷åìó ðàâíî ÷èñëî Nd ðà-
öèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïåíè d, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 3d − 1 òî÷åê â îáùåì
ïîëîæåíèè íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 15.6.1 ([?]). ×èñëî Nd ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïåíè d, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç 3d − 1 òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

Nd =
∑

0<e<d

NeNd−ee
2(d− e)

((
3d− 4

3e− 2

)
(d− e)−

(
3d− 4

3e− 1

)
e

)
.

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ Nd

ïî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ N1 = 1. Âîò êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïåðâûå ÷ëåíû ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

N2 = N1N1 · (2− 1) = 1

N3 = N1N2 · 2 · (2 · 5− 10) +N2N1 · 4(5− 2) = 12

N4 = 12 · (72− 84) + 16 · (70− 56) + 12 · (72− 27)) = 620.

Íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûãëÿäèò òàê:

1, 1, 12, 620, 87304, 26312976, . . .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç 8 òî÷åê íà ïëîñêîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè ïðîõîäèò
12 êóáè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, ÷åðåç 11 òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè
ïðîõîäèò 620 ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è ò.ä.


