
áÌÇÅÂÒÁ × ÷ÙÛËÅ, ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ÍÏÄÕÌØ, 26 Á�ÒÅÌÑ 2012 Ç. ìÉÓÔÏË �12íÏÄÕÌÉðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÚÁ ÌÉÓÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÂÏ 75% ÚÁÄÁÞ ÂÅÚÚ×£ÚÄÏÞÅË, ÌÉÂÏ 75% ÚÁÄÁÞ ÂÅÚ ËÒÕÖÏÞËÏ×.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A.
♦ 12.1◦. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ × A, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï IM = {

∑i=ni=1 �iui; �i ∈ I; ui ∈ M;n ∈ N} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕ-ÌÅÍ × M .Â) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÆÁËÔÏÒ-ÍÏÄÕÌÑ M=IM ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØ�Á A=I ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (a+ I) · (u+ IM) = au+ IM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ M=IM ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ A=I.
♦ 12.2◦. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ, É ÄÏËÁ-ÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ M=Ker f ∼= Im f . (f : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ.)
♦ 12.3◦. Á) ðÕÓÔØ I | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × A, Á ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M Ó×ÏÂÏÄÅÎ,Ô.Å.M ∼= An. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏM=IM �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ�ÏÌÅÍ K = A=I.Â) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M ∼= An É M ∼= Am. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m = n. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÁÎÇÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rkM .
♦ 12.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: A = {(x1; x2; : : :); xi ∈ R} (Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÅ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÑ: M = A2 (ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 2) É N = A (ÜÔÏÓ×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 1) íÅÖÄÕ M É N ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÁÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ((x1; x2; : : :); (y1; y2; : : :)) ∈ M ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x1; y1; x2; y2; : : :) ∈ N . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÉ ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ?
♦ 12.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÎÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ × Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕ-ÌÅÍ ÒÁÎÇÁ 1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × Z.Â) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ Z-�ÏÄÍÏÄÕÌØ × Q, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ Z.
♦ 12.6◦. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÒÅÛ£ÔËÉ Zn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×e′1; : : : ; e′n ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕÜÔÉÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ±1.
♦ 12.7. ðÕÓÔØ L ⊂ Zn | �ÏÄÒÅÛÅÔËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ × Zn �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÅÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 〈L〉 ⊂ Rn ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ
〈L〉 ∩ Zn = L.

♦ 12.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï A = {p=q; p ∈ Z; q ∈ N; (q; 2) = 1}. (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï!)ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Q Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ?
♦ 12.9. Á) ðÕÓÔØM | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ A (Ô.Å. Ann u 6= {0} ∀u ∈ M ,ËÏÌØ�Ï A �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AnnM 6= {0}.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ AnnM = {0}.
♦ 12.10◦. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÍÏÄÕÌÅ M , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. (�.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ�ÏÄÍÏÄÕÌÑ L ⊂ M , ÞÔÏ M = N ⊕ L.)Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÕÎËÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ M É N Ó×ÏÂÏÄÎÙ ÉËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ.



♦ 12.11. ðÕÓÔØ I É J | Ä×Á ÉÄÅÁÌÁ ËÏÌØ�Á A, �ÒÉÞÅÍ I + J = (1) É I ∩ J ⊂ AnnM , ÇÄÅ M |ÎÅËÏÔÏÒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á NI = {u ∈ M; Ann u ⊃ I} É NJ = {u ∈ M; Ann u ⊃ J}Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ × M . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M = NI ⊕NJ .
♦ 12.12. ðÕÓÔØ N | �ÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ M , �ÒÉÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ M=N Ó×ÏÂÏÄÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ N ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ × M �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂ M ,ÞÔÏ M = N ⊕ L.)
♦ 12.13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ× Ó×ÏÂÏÄÅÎ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.
♦ 12.14. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÅÓÔØ�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÅÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÍ.
♦ 12.15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× A ÍÏÖ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ×ÉÄ (pn), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á A.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× A, ÁÎÎÕÌÑ-ÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (pn), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á A, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ××ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ A=(pki ) (ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÁÒÎÙÍÉ �ÉËÌÉ-ÞÅÓËÉÍÉ).
♦ 12.16*. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏ-ËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅ�, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ËÏÌÅ�.)Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÉÄÕÍÁÊÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÎ£ÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á.
♦ 12.17*. ðÕÓÔØ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× A, e1; e2; : : : ; en | ÂÁÚÉÓM , u = x1e1 + : : : + xnen ∈ M , ÇÄÅ xi ∈ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ 〈u〉 ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (x1; x2; : : : ; xn) = (1).
♦ 12.18* (îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÍÁÔÒÉ�Õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ A ∈ Matn(C) ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ Ë ×ÉÄÕ















0 0 0 : : : 0 −a01 0 0 : : : 0 −a10 1 0 : : : 0 −a2... ... ... ... ...0 0 0 : : : 1 −an−1














;ÇÄÅ ai | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A.
♦ 12.19*. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ.
♦ 12.20*. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
♦ 12.21*. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2.

(ìÉÓÔÏË �12 , ÓÔÒ. 2)


