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1. Ðàññìîòðèì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë îò êàêîãî-íèáóäü èíîãî ïîëíîãî äèôôå-
ðåíöèàëà, íàïðèìåð,∫ ∞

1

d
(
wa−c(w − 1)c−b−1(w − z)−a

)
=

∫ ∞
1

d

dw
wa−c(w − 1)c−b−1(w − z)−adw.

Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ðàâåí íóëþ ïðè Re c > Re b > 0. Äèôôåðåíöèèðóÿ ïðîèçâåäåíèå,
ïîëó÷àåì:

0 = (a− c)
∫ ∞
1

wa−c−1(w − 1)c−b−1(w − z)−adw+

(c− b− 1)

∫ ∞
1

wa−c(w − 2)c−b−1(w − z)−adw − a
∫ ∞
1

wa−c(w − 1)c−b−1(w − z)−a−1dw =

(a− c+ 1)
Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
F (a, b; c; z) + (c− b− 1)

Γ(b)Γ(c− b− 1)

Γ(c− 1)
F (a, b; c− 1; z)−

a
Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
F (a+ 1, b; c; z) =

Γ(b)Γ(c− b)
Γ(c)

((a− c+ 1)F (a, b; c; z)+

(c− 1)F (a, b; c− 1; z)− aF (a+ 1, b; c; z))

îòêóäà ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

(a− c+ 1)F (a, b; c; z) + (c− 1)F (a, b; c− 1; z)− aF (a+ 1, b; c; z) = 0 (1)

Ïî ïðèíöèïó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ îíî âåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, c.
Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ñ îäíèì è òåì æå àðãóìåíòîì è ïàðàìåòðàìè, ñðå-

äè êîòîðûõ äâà îäèíàêîâûõ, à òðåòèé îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè
(contiguous). Íàïðèìåð, ñìåæíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè F (a, b; c; z) è F (a+1, b; c; z). Íåòðóä-
íî ïîíÿòü, ÷òî èìååòñÿ 6 ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñìåæíûõ äàííîé ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè F (a, b; c; z). Ãàóññ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ëþáûå äâå ñìåæíûå ê íåé ëèíåéíî çàâèñèìû íàä

ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé z. Ôîðìóëà (1) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òàêîãî ñîîò-
íîøåíèÿ. Â íåì êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû. Âîò ïðèìåð ñîîòíîøåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

[c− 2a− (b− a)z]F (a, b; c; z) + a(1− z)F (a+ 1, b; c; z)− (c− a)F (a− 1, b; c; z) = 0 (2)

2. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a èëè b - öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëà, òî ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèé ðÿä êîíå÷åí è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí F (a,−n; c; z). Â ñèëó òåîðåìû Ãàóññà
ýòè ìíîãî÷ëåíû ïîä÷èíÿþòñÿ òðåõ÷ëåííûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Òðåõ÷ëåííûå ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ õàðàêòåðíû äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ. À èìåííî: ïóñòü w(x) - íåîòðèöàòåëüíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå

(a, b), ðàâíàÿ íóëþ ëèøü â äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)w(x)dx

îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ïåðåìåííîé x. Ôîðìóëà

(f, g) =

∫ b

a

f(x)ḡ(x)w(x)dx
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çàäàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî-
÷ëåíîâ è ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x), degPn(x) = n íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ íà èíòåðâàëå (a, b) îòíîñèòåëüíî ìåðû w(x)dx, åñëè äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 0

(Pn(x), Pm(x)) = δm,nAn

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ An 6= 0. Ýòè óñëîâèÿ (â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ âåëè÷èí An)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Îáùåèçâåñòíîå óòâåðæäåíèå ãëàñèò:

äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå an,bn è cn òàêèå, ÷òî

Pn+1(x) = (anx+ bn)Pn(x) + cnPn−1(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäáåðåì âíà÷àëå ïîñòîÿííûå an è bn òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü

Pn+1(x)− (anx+ bn)Pn(x)

èìåëà ñòåïåíü ìåëüøóþ, ÷åì n. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó degPn+1(x) = n+ 1,
degPn(x) = n. Â ñèëó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ìíîãî÷ëåíû
P0(x), . . . , Pn−1(x) îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n. Ïóñòü

Pn+1(x)− (anx+ bn)Pn(x) =
n−1∑
k=0

λkPk(x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ λk ñêàëÿðíî ïîìíîæèì ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî íà Pk(X):

(Pn+1(x), Pk(x))− an(xPn(x), Pk(x)) + bn(Pn(x), Pk(x)) = Akλk

Ïðè k < n åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè - ñðåäíåå, íî è îíî îáðàùàåòñÿ
â íîëü ïðè k < n− 1, ïîñêîëüêó

(xPn(x), Pk(x)) =

∫ b

a

xPn(x)P̄k(x)w(x)dx =

∫ b

a

Pn(x) ¯xPk(x)w(x)dx = (Pn(x), xPk(x)),

à ïðè k < n − 1 ìíîãî÷ëåí xPk(x) èìååò ñòåïåíü ìåíüøóþ n. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå λk = 0
ïðè k < n− 1.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è â ñàìîì äåëå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû F (−n, n +
b; c; z) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà èíòåðâàëå (0, 1) îòíîñèòåëüíî ìåðû w(x)dx =
xc−1(1− x)b−cdx (ñì. çàäà÷ó 7 ëèñòêà 10). Ýòè ìíîãî÷ëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîðìèðîâ-

êè è çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè ßêîáè P
(α,β)
n (x), îáðàçóþùèõ îðòîãî-

íàëüíóþ ñèñòåìû íà èíòåðâàëå (−1, 1) îòíîñèòåëüíî ìåðû (1− x)α(1 + x)βdx, à èìåííî:

P (α,β)
n (x) =

(α + 1)n
n!

F

(
−n, n+ α + β + 1;α + 1;

1− x
2

)
.

Ïðè α = β ìíîãî÷ëåíû ßêîáè íîñÿò òàêæå íàçâàíèå óëüòðàñôåðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
èëè ìíîãî÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà; ïðè α = β = 1

2
îíè ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà

Tn(x) = cosn arccosx, ïðè α = β = −1
2
ïîëó÷àþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà, à

ïðè α = β = 0 � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.
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3. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ϕ̂(s) ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà t ∈ (0,∞) îïðåäåëÿëîñü
êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëà

ϕ̂(s) =

∫ ∞
0

ϕ(t)ts−1dt.

Äëÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè ϕ(t) â èíòåðâàëå (0,∞) è íà-
ëè÷èå íåïóñòîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà s, â êîòîðîé èíòåãðàë

∫∞
0
ϕ(t)ts−1dt ñõîäèòñÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ýêñïîíåíòû e−t äàâàëî Γ-ôóíêöèþ Ýéëåðà, à èç ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ìåëëèíà äðîáè e−t

e−t−1 ïîëó÷àëè ïðîèçâåäåíèå ζ(s)Γ(s).
Ïîñêîëüêó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (a, b; c; t) èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 1,

åñòåñòâåííåå èññëåäîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè F (a, b; c;−t), êîòîðàÿ óæå õî-
ðîøî îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîìåæóòêå (0,∞). Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì Ãàóññà:

F (a, b; c; t) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

xb−1(1− x)c−b−1(1− xt)−adx, Re c > Re b > 0.

Òåì ñàìûì, âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíàñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó äâîéíîãî èíòåãðàëà

F̂ (s) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ ∞
0

dt ts−1
∫ 1

0

dx xb−1(1− x)c−b−1(1 + xt)−a, Re c > Re b > 0.

Îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè âíóòðåííåãî èíòåãðàëà: Re c > Re b > 0, â ðåçóëüòàòå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà â íóëå, à
íà áåñêîíå÷íîñòè ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé, àñèìïòîòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ t−a è t−b ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó âíåøíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â
íóëå, åñëè Re s > 0, è â áåñêîíå÷íîñòè, åñëè Re(s − a) < 0 è Re(s − b) < 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, â ñëó÷àå Re c > Re b > 0 è Re a > 0 îáà èíòåãðàëà àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè
0 < Re s < min(Re a,Re b). Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ∫ ∞

0

dt ts−1
∫ 1

0

dx xb−1(1− x)c−b−1(1 + xt)−a =

∫ 1

0

dx xb−1(1− x)c−b−1
∫ ∞
0

dt ts−1(1 + xt)−a.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë
∫∞
0
dt ts−1(1 + xt)−a, ðàâíûé ïðåîáðàçîâàíèþ Ìåëëèíà ôóíêöèè

ϕ(t) = (1 +xt)−a óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå ïðè âû÷èñëåíèè ýéëåðîâñêîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà.
Äåëàåì çàìåíó 1 + tx = u−1, dt = −x−1u−2du. Òîãäà∫ ∞

0

dt ts−1(1 + xt)−a = x−s
∫ 1

0

ua−s−1(1− u)s−1du = x−s
Γ(a− s)Γ(s)

Γ(a)
,

òàê ÷òî

F̂ (s) =
Γ(c)Γ(a− s)Γ(s)

Γ(b)Γ(c− b)Γ(a)

∫ ∞
0

xb−s−1(1− x)c−b−1dx =

=
Γ(c)Γ(a− s)Γ(s)

Γ(b)Γ(c− b)Γ(a)
· Γ(b− s)Γ(c− b)

Γ(c− s)
=

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
· Γ(s)Γ(a− s)Γ(b− s)

Γ(c− s)
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà äîïóñêàåò îáðàùåíèå:

ϕ(t) =
1

2πi

∫ A+i∞

A−i∞
ϕ̂(s)t−sds,

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ - âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ âíóòðè ïîëîñû àíàëèòè÷íîñòè ϕ̂(s), à
èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
âûãëÿäèò òàê:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
· 1

2πi

∫ A+i∞

A−i∞

Γ(s)Γ(a− s)Γ(b− s)
Γ(c− s)

(−z)−sds

(−z ïîä çíàêîì ñòåïåíè ïîÿâèëñÿ ïîòîìó, ÷òî âû÷èñëÿëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îò
F (a, b; c;−z)). ×àñòî â èíòåãðàëå äåëàþò çàìåíó s→ −s:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
· 1

2πi

∫ A+i∞

A−i∞

Γ(−s)Γ(a+ s)Γ(b+ s)

Γ(c+ s)
(−z)sds, (3)

ïîëó÷èâøååñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè èçâåñòíî êàê
èíòåãðàë Áàðíñà. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ òåïåðü � âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ âíóòðè ïîëîñû
0 > Re s > −min(Re a,Re b). Îí ðàçäåëÿåò äâå ñåðèè îñîáåííîñòåé ïîäèíòåãðàëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ: s = 0, 1, 2, . . . ñ îäíîé ñòîðîíû êîíòóðà, s = −a,−a− 1, . . ., s = −b,−b− 1, . . . - ñ
äðóãîé. Ïðè íåîáõîäèìîñòè êîíòóð ìîæíî èçîãíóòü.

-

6

qq q q q q
0 1 2 3 4

q q q q
−a−2 −a−1 −a

−b−2 −b−1 −b
q q q q

6

A−i∞

A+i∞

-

6

qq q q q q
0 1 2 3 4

q q q q q
q q q q q

6

A−i∞

A+i∞
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Ôîðìóëó Áàðíñà (3) ìîæíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî, áåç ññûëêè íà ôîðìóëó îáðà-
ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî èíòåãðàëà (3) èíòåãðàë ïî
áîëüøîìó âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó A − iR,A + iR è çàìêíåì ýòîò îòðåçîê áîëüøîé äóãîé
ðàäèóñà R â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ýòà äóãà ïåðåñåêàëà âåùåñòâåííóþ îñü â
ïîëóöåëîé òî÷êå. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë ïî ýòîé äóãå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðî-
ñòîì R, òî ñìîæåì çàìåíèòü èíòåãðàë ñóììîé âû÷åòîâ â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ òî÷êàõ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |z| < 1. Ïåðåïèøåì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé
äîïîëíåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè, â âèäå

−πΓ(a+ s)Γ(b+ s)

Γ(1 + s)Γ(c+ s)
· (−z)s

sin πs

×àñòíîå Γ - ôóíêöèé îöåíèì ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà:

log
Γ(a+ s)Γ(b+ s)

Γ(1 + s)Γ(c+ s)
∼

(a+ s− 1

2
) log(a+ s) + (b+ s− 1

2
) log(b+ s)− (c+ s− 1

2
) log(c+ s)− (

1

2
+ s) log(1 + s)

=(a+ s− 1

2
) log(s) + (b+ s− 1

2
) log(s)− (c+ s− 1

2
) log(s)− (

1

2
+ s) log(s)+

(a+ s− 1

2
) log(1 +

a

s
) + (b+ s− 1

2
) log(1 +

b

s
)− (c+ s− 1

2
) log(1 +

c

s
)− (

1

2
+ s) log(1 +

1

s
)

= (a+ b− c− 1) log s+O(1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå Γ- ôóíêöèé îöåíèâàåòñÿ ñòåïåííûì îáðàçîì êàê Ra+b−c−1. Ðàç-
îáúåì áîëüøîé ïîëóêðóã íà òðè ó÷àñòêà, ðàçðåçàâ åãî ïðÿìûìè arg s = ±π

4
. Íà ïåðâîì è

òðåòüåì ó÷àñòêàõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ âòîðîé äðîáè ðàâíî |z|A (íàïîìíèì,
÷òî ó íàñ |z| < 1, A < 0), çàòî åå çíàìåíàòåëü, ïðîïîðöèîíàëüíûé eis − e−is îöåíèâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé èç ýêñïîíåíò, eR

√
2, êîòîðàÿ è îáåñïå÷èâàåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ èíòåãðàëà

ïî ýòèì ó÷àñòêàì. Íà âòîðîì ó÷àñòêå, íàîáîðîò, çíàìåíàòåëü îãðàíè÷åí, çàòî ÷èñëèòåëü
íå ïðåâûøàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîãî |z|−R

√
2, îáåñïå÷èâàÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ ýòîé ÷àñòè

èíòåãðàëà.
Íàïîìíèì, ÷òî Γ(s) ∼ (−1)n

s+n
â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = −n, è ïîòîìó âû÷åò ïîäèíòå-

ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â òî÷êå s = n ðàâåí

(−1)n+1

n!

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)
(−z)n = −Γ(a+ n)Γ(b+ n)

n!Γ(c+ n)
(z)n,

òàê ÷òî

F (a, b; c; z) =
∑
n≥0

Γ(a+ n)

Γ(a)

Γ(b+ n)

Γ(b)

Γ(c)

Γ(c+ n)

(z)n

n!
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà (ëèøíèé çíàê èñ÷åç çà ñ÷åò òîãî,
÷òî êîíòóð îáõîäèëñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë, çàìêíóâ âåðòèêàëüíûé îòðåçîê áîëüøîé äó-
ãîé â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå îöåíêè, ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàë ïî áîëüøîé äóãå óñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî |z| > 1. Â ðåçóëü-
òàòå èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê ñóììå âû÷åòîâ ïî òî÷êàì −a,−a− 1, . . . è −b,−b− 1, . . .. Ñóììà
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âû÷åòîâ ïî ïåðâîé ñåðèè ïîëþñîâ ðàâíà∑
n≥0

Γ(a+ n)Γ(b− a− n)Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− a− n)

(−1)n

n!
(−z)−a−n =

(−z)−a
∑
n≥0

Γ(b− a− n)Γ(c)

Γ(b)Γ(c− a− n)

(a)n
n!

(z)−n =

Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−a

∑
n≥0

Γ(b− a− n)Γ(c− a)

Γ(b− a)Γ(c− a− n)

(a)n
n!

(z)−n =

Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−aF

(
a, a− c+ 1; a− b+ 1; z−1

)
.

Âû÷èñëåíèå ïî âòîðîé ñåðèè òàêîå æå, ñ çàìåíîé a íà b. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ëîêàëüíûì ðåøåíèÿì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
â áåñêîíå÷íîñòè:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
(−z)−aF

(
a, a− c+ 1; a− b+ 1; z−1

)
+

Γ(c)Γ(a− b)
Γ(a)Γ(c− b)

(−z)−bF
(
b, b− c+ 1; b− a+ 1; z−1

)
Â ýòîì ðàâåíñòâå ëåâóþ ÷àñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â îáëàñòü −π ≤ arg z < π.
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