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Ãëàâà 16

Ñòàáèëüíûå êðèâûå

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ââåëè ïîíÿòèå ñòàáèëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ýòî ïîíÿòèå íà
êðèâûå ñòàðøèõ ðîäîâ. (Ìîäóëÿðíàÿ) ñòàáèëüíîñòü êðèâîé îçíà÷àåò, ÷òî
îíà èìååò êîíå÷íóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ.

Êðèâûå ìàëåíüêèõ ðîäîâ (g = 0 è g = 1) ñòàíîâÿòñÿ ñòàáèëüíûìè òîëü-
êî, åñëè íà íèõ îòìåòèòü íåñêîëüêî (ïî êðàéíåé ìåðå 3 â ðàöèîíàëüíîì
è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå) òî÷åê. Åñëè ðîä êðèâîé
íå ìåíüøå äâóõ, òî ãëàäêèå êðèâûå ñòàáèëüíû, äàæå åñëè íà íèõ íåò îòìå-
÷åííûõ òî÷åê. Îäíàêî äëÿ êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãëàäêèõ
ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ê íåìó ïðèõîäèòñÿ äîáàâëÿòü è ìîäóëè îñîáûõ êðèâûõ.
ÏðîñòðàíñòâîMg;n ñòàáèëüíûõ íîäàëüíûõ êðèâûõ äàííîãî ðîäà g ñ ôèêñè-
ðîâàííûì ÷èñëîì n îòìå÷åííûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé êîìïàêòèôè-
êàöèåé ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ. Êàê è ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ãëàäêèõ
êðèâûõ ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà, îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñòàáèëüíûå êðèâûå ìîãóò èìåòü íåòðèâèàëüíûå,
õîòÿ è êîíå÷íûå, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Îäíàêî ýòî íå ìåøàåò ïðîñòðàí-
ñòâó Mg;n áûòü ãëàäêèì îðáèîáðàçèåì (îðáèôîëäîì).

16.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ñòàáèëüíûõ êðè-

âûõ

Íåîáõîäèìîñòü êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ è òðåáîâà-
íèå ìîäóëÿðíîñòè (ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî äîáàâëÿåìûå ê ïðîñòðàíñòâó ìî-
äóëåé òî÷êè òàêæå äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü êàêèì-òî êðèâûì) ïðèâîäÿò ê
íåîáõîäèìîñòè ïîìèìî ãëàäêèõ ðàññìàòðèâàòü òàêæå è îñîáûå êðèâûå. Ïðè
ýòîì õîòåëîñü áû, ÷òîáû âíîâü ðàññìàòðèâàåìûå îñîáûå êðèâûå èìåëè êàê
ìîæíî áîëåå ïðîñòûå îñîáåííîñòè è èõ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïî-ïðåæíåìó
áûëà êîíå÷íîé. Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò òàê íàçûâàåìûå ñòàáèëü-
íûå êðèâûå. Äîáàâëåíèå ñòàáèëüíûõ êðèâûõ êîìïàêòèôèöèðóåò ïðîñòðàí-
ñòâî ìîäóëåé.
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Îïðåäåëåíèå 16.1.1. Ñòàáèëüíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ,
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîòîðîé êîíå÷íà.

Ýòî îïðåäåëåíèå òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ, íî ïðåæäå, ÷åì äàâàòü åãî, ïðèâå-
äåì ïàðó ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 16.1.2. Ïóñòü C1, C2 � äâå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, p1, p2 � òî÷êè ñî-
îòâåòñòâåííî íà ïåðâîé è íà âòîðîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì êðèâóþ, ïîëó÷åí-
íóþ ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ òî÷åê p1 è p2. Ýòà êðèâàÿ ñòàáèëüíà. Äåéñòâè-
òåëüíî, åå àâòîìîðôèçìû ïîðîæäåíû àâòîìîðôèçìàìè êðèâîé C1, ñîõðà-
íÿþùèìè òî÷êó p1, àâòîìîðôèçìàìè êðèâîé C2, ñîõðàíÿþùèìè òî÷êó p2,
à òàêæå, áûòü ìîæåò, àâòîìîðôèçìàìè ïåðåñòàíîâêè êðèâûõ C1 è C2, ïåðå-
âîäÿùèìè òî÷êó p1 â òî÷êó p2 (ïîñëåäíèå ñóùåñòâóþò òîëüêî åñëè êðèâûå
C1 è C2 èçîìîðôíû).

Ïðèìåð 16.1.3. Ïóñòü p, q � òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì êðè-
âóþ C, ïîëó÷åííóþ ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ òî÷åê p è q. Ýòà êðèâàÿ ñòàáèëü-
íà. Äåéñòâèòåëüíî, åå àâòîìîðôèçìû ïîðîæäåíû àâòîìîðôèçìàìè èñõîä-
íîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C̃, ïîëó÷åííîé èç C �ðàçäåëåíèåì� òî÷åê p è q,
ñîõðàíÿþùèõ ïàðó òî÷åê p è q. Ãðóïïà òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íà.

Íàïîìíèì, ÷òî íîäàëüíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ, ó êîòîðîé ïîìèìî ãëàäêèõ òî÷åê ìîãóò áûòü òàêæå òî÷êè, èìåþùèå
îêðåñòíîñòü, áèãîëîìîðôíóþ ïàðå äèñêîâ ñ îäíîé îáùåé òî÷êîé (êîòîðóþ
ìîæíî ñ÷èòàòü öåíòðîì îáîèõ äèñêîâ). Òàêèå îñîáûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ
ïðîñòûìè äâîéíûìè òî÷êàìè, èëè óçëàìè, èëè òî÷êàìè ïðîñòîãî ñàìîïå-

ðåñå÷åíèÿ. ×èñëî ïðîñòûõ äâîéíûõ òî÷åê íà íîäàëüíîé êðèâîé êîíå÷íî.
Ìû ãîâîðèì îá àáñòðàêòíûõ êðèâûõ, îäíàêî ïðîñòóþ äâîéíóþ òî÷êó óäîá-
íî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê òî÷êó òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîé
èëè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Äëÿ êàæäîé íîäàëüíîé êðèâîé C îïðåäåëåíà åå íîðìàëèçàöèÿ. Ýòî ãëàä-
êàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ C̃ âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì C̃ → C, ÿâëÿþùèìñÿ
ëîêàëüíûì áèãîëîìîðôèçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ äâîéíûõ
òî÷åê. Ó êàæäîé èç äâîéíûõ òî÷åê èìååòñÿ â òî÷íîñòè äâà ïðîîáðàçà, è ó
êàæäîãî èç ýòèõ ïðîîáðàçîâ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, áèãîëîìîðôíî îòîáðàæà-
þùàÿñÿ íà îäèí èç äèñêîâ îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè (êàæäûé èç ïðîîáðà-

çîâ ïðèïèñàí ê ñâîåìó äèñêó). Â ïðèìåðå 16.1.2 íîðìàëèçàöèÿ C̃ íîäàëüíîé
êðèâîé C ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ãëàäêèõ êðèâûõ C1 è C2, à â
ïðèìåðå 16.1.3 ýòî ñâÿçíàÿ ãëàäêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Îáðàç êàæäîé
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè íîðìàëèçàöèè íàçûâàåòñÿ íåïðè-

âîäèìîé êîìïîíåíòîé êðèâîé C, òàê ÷òî êðèâàÿ â ïðèìåðå 16.1.2 ñîñòîèò
èç äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, à â ïðèìåðå 16.1.3 � èç îäíîé.

Ïðèìåð 16.1.4. Ïðè t ̸= 0 êðèâûå ñåìåéñòâà y2 = x3 + x2 + t ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè ïëîñêèìè ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè. Ïðè t = 0 êðèâàÿ ýòîãî ñå-
ìåéñòâà îñîáàÿ, èìåþùàÿ ïðîñòîå ñàìîïåðåñå÷åíèå â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åå
íîðìàëèçàöèÿ � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, è ñàìà âûðîæäåííàÿ êóáèêà ïîëó-
÷åíà ñêëåéêîé äâóõ òî÷åê ýòîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Êàê ìû óâèäèì íèæå,
ïðåäåëüíóþ êðèâóþ åñòåñòâåííî òàêæå ñ÷èòàòü ýëëèïòè÷åñêîé.
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Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå íîäàëüíîé êðèâîé òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ êîëü-
öà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà íåé (ýòî íóæíî, ñêàæåì, äëÿ òîãî, ÷òîáû
îòëè÷àòü òðàíñâåðñàëüíîå ñàìîïåðåñå÷åíèå îò êàñàíèÿ). Îïðåäåëèì êîëü-
öî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà íîäàëüíîé êðèâîé êàê êîëüöî ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà åå íîðìàëèçàöèè, ïðèíèìàþùèõ îäèíàêîâûå êîíå÷íûå çíà÷å-
íèÿ â îáîèõ ïðîîáðàçàõ ëþáîé äâîéíîé òî÷êè.

Óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè íîäàëüíîé êðèâîé íàêëàäûâàåò íà íåå íåêîòîðûå
îãðàíè÷åíèÿ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• íà êàæäîé ðàöèîíàëüíîé êîìïîíåíòå íîðìàëèçàöèè ñòàáèëüíîé íî-
äàëüíîé êðèâîé äîëæíî áûòü ïî ìåíüøåé ìåðå òðè ïðîîáðàçà äâîé-
íûõ òî÷åê;

• íà êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êîìïîíåíòå íîðìàëèçàöèè äîëæåí áûòü ïî
ìåíüøåé ìåðå îäèí ïðîîáðàç äâîéíîé òî÷êè.

Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé áåñêîíå÷íà òîëüêî åñëè åå
ðîä ìåíüøå äâóõ, è êîìïîíåíòû òàêèõ ðîäîâ äîëæíû áûòü ñòàáèëèçèðîâà-
íû ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ òî÷åê.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîé êðèâîé ñ îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 16.1.5. Ñòàáèëüíîé êðèâîé ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íàçû-
âàåòñÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
êîòîðîé íå ñîâïàäàþò ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
êîòîðîé êîíå÷íà.

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî

• íà êàæäîé ðàöèîíàëüíîé êîìïîíåíòå íîðìàëèçàöèè ñòàáèëüíîé íî-
äàëüíîé êðèâîé äîëæíî áûòü ïî ìåíüøåé ìåðå òðè ñïåöèàëüíûõ òî÷-
êè (ò.å. òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ îòìå÷åííûìè èëè ïðîîáðàçàìè äâîéíûõ
òî÷åê);

• íà êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êîìïîíåíòå íîðìàëèçàöèè äîëæíà áûòü ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíà ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà.

16.2 Ðîä íîäàëüíîé êðèâîé

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü äîêëåèâàòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðè-
âûõ ðîäà g ñòàáèëüíûìè êðèâûìè, ìû äîëæíû çíàòü, ÷òî òàêîå ðîä íîäàëü-
íîé êðèâîé. Ïîíÿòèå ðîäà íóæíî ââåñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè âûðîæ-
äåíèÿõ ãëàäêèõ êðèâûõ ðîä ñîõðàíÿëñÿ. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íîäàëüíûõ
êðèâûõ. Òîãäà ðîäîì êðèâîé áóäåò ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

ßñíî, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà íîäàëüíîé êðèâîé äîëæíà áûòü ãî-
ëîìîðôíîé â ãëàäêèõ òî÷êàõ ýòîé êðèâîé. Îñòàëîñü ïðåäïèñàòü åå ïîâåäå-
íèå â îñîáûõ òî÷êàõ. Ðàçðåøèì òàêîé 1-ôîðìå èìåòü ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿä-
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êà â äâîéíûõ òî÷êàõ íà êàæäîé âåòâè è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñóììà âû÷åòîâ
â ýòèõ òî÷êàõ îáðàùàëàñü â íóëü.

Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì ðîäîì íîäàëüíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà åå íîðìàëèçàöèè, âñå ïîëþñà êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû â ïðîîáðàçàõ äâîéíûõ òî÷åê, ïðè÷åì ïîðÿäîê êàæäîãî
ïîëþñà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû è ñóììà âû÷åòîâ íà äâóõ ïðîîáðàçàõ îäíîé
äâîéíîé òî÷êè ðàâíà íóëþ.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ïîâåäåíèÿ ãîëîìîðôíûõ (è, áîëåå îáùèì îáðàçîì,
ìåðîìîðôíûõ) 1-ôîðì íà âûðîæäåííîé êðèâîé � êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è
ïðèâîäèò ê äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ, � ñëóæèò ñëåäóþùèé. Ðàññìîò-
ðèì íà ïëîñêîñòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ
xy = t. Îãðàíè÷åíèå 1-ôîðìû dx/x íà êðèâóþ ýòîãî ñåìåéñòâà çàäàåò ìå-
ðîìîðôíóþ 1-ôîðìó íà íåé, èìåþùóþ äâà ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà � îáà
íà áåñêîíå÷íîñòè (âû÷åòû â êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò t). Ýòî îãðàíè÷åíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì íà òó æå êðèâóþ 1-ôîðìû −dy/y (äåéñòâèòåëüíî,
ðàçíîñòü ýòèõ 1-ôîðì ðàâíà

dx

x
+

dy

y
= d(xy)/xy,

è åå îãðàíè÷åíèå íà êðèâóþ xy = const òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ). Ïðè
îáðàùåíèè ïàðàìåòðà t â íóëü êîíèêà xy = t âûðîæäàåòñÿ â äâå êîîðäè-
íàòíûå ïðÿìûå, à ïðåäåëüíàÿ 1-ôîðìà âûãëÿäèò òàê: íà ïðÿìîé y = 0 îíà
ñîâïàäàåò ñ dx/x, à íà ïðÿìîé x = 0 � ñ 1-ôîðìîé −dy/y. Â òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ âû÷åòû ó ýòèõ 1-ôîðì ïðîòèâîïîëîæíû. Ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû
âû÷åòîâ â ïðîîáðàçàõ äâîéíîé òî÷êè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
íóëþ ñóììû âû÷åòîâ ëþáîé ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû íà ãëàäêîé êðèâîé.

Âîò äðóãîå îïðåäåëåíèå òîãî æå ïîíÿòèÿ ðîäà. Îêðåñòíîñòü äâîéíîé
òî÷êè èçîìîðôíà ïàðå äèñêîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îäíîé òî÷êå. Ãðàíèöà
ýòîé îêðåñòíîñòè � ïàðà îêðóæíîñòåé. Ñãëàäèì ýòó ïàðó äèñêîâ, ïðåâðàòèâ
åå â öèëèíäð, ãðàíèöà êîòîðîãî � òà æå ïàðà îêðóæíîñòåé, è ïîñòóïèì òàê
ñ êàæäîé äâîéíîé òî÷êîé êðèâîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãëàäêóþ êîìïàêò-
íóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Åå ðîä è íàçûâàåòñÿ ðîäîì ñîîòâåòñòâóþùåé
íîäàëüíîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 16.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå äâà îïðåäåëåíèÿ
ðîäà íîäàëüíîé êðèâîé äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.

Óïðàæíåíèå 16.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëó÷åíà ñêëåé-
êîé ïàðû òî÷åê ãëàäêîé êðèâîé ðîäà g, òî åå ðîä ðàâåí g + 1. Òî æå âåðíî
è äëÿ ñêëåéêè ïàðû òî÷åê íîäàëüíîé êðèâîé ãåîìåòðè÷åñêîãî ðîäà g.

Óïðàæíåíèå 16.2.3. Íàéäèòå ðîä íîäàëüíîé êðèâîé, ïîëó÷åííîé ñêëåéêîé
äâóõ íîäàëüíûõ êðèâûõ ðîäîâ, ñîîòâåòñòâåííî, g1 è g2, ïî ïàðå òî÷åê.

Ïîíÿòèå ìîäóëÿðíîãî ãðàôà ðàöèîíàëüíîé íîäàëüíîé êðèâîé ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà êðèâûå ïðîèçâîëüíîãî ðîäà. Ñîïîñòàâèì íîäàëüíîé êðèâîé
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû êðèâîé, ïðè÷åì äâå
âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîìïîíåíòû ïåðåñåêàþòñÿ. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ äâå
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âåðøèíû, ðàâíî êîëè÷åñòâó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íåïðè-
âîäèìûõ êîìïîíåíò. Êàæäîé òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íåïðèâîäèìîé êîìïî-
íåíòû îòâå÷àåò ïåòëÿ � ðåáðî ñ ñîâïàäàþùèìè êîíöàìè � â ãðàôå. Êàæ-
äóþ âåðøèíó ïîìåòèì ðîäîì íîðìàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé âåðøèíå
êîìïîíåíòû. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíûì ãðàôîì êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 16.2.4. Íàðèñóéòå ìîäóëÿðíûå ãðàôû âñåõ ñòàáèëüíûõ êðè-
âûõ ðîäà 2 è 3 áåç îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Âåðøèíû ìîäóëÿðíûõ ãðàôîâ íîäàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êà-
ìè ïðèíÿòî ïîìå÷àòü ìåòêàìè ðàñïîëîæåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðè-
âîäèìûõ êîìïîíåíòàõ îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Óïðàæíåíèå 16.2.5. Íàðèñóéòå ìîäóëÿðíûå ãðàôû âñåõ ñòàáèëüíûõ êðè-
âûõ ðîäà 1 ñ îäíîé, äâóìÿ è òðåìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è ðîäà 2 ñ îäíîé
îòìå÷åííîé òî÷êîé.

Óïðàæíåíèå 16.2.6. Âåðíî ëè, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñòà-
áèëüíîé êðèâîé ðîäà g (áûòü ìîæåò, ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè) íå ìîæåò
ïðåâûøàòü 84(g − 1)?

16.3 Âûðîæäåíèÿ ãëàäêèõ êðèâûõ

Òî÷êàìè êîìïàêòèôèöèðîâàííîãî (ïî Äåëèíþ�Ìàìôîðäó) ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ñëóæàò êëàññû áèãîëî-
ìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàáèëüíûõ êðèâûõ. Åñëè êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ Mg;n äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, òî îíî
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþáîé ãîëîìîðôíûé ìîðôèçì ïðîêîëîòî-
ãî äèñêà â Mg;n ïðîäîëæàåòñÿ â âûêîëîòóþ òî÷êó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå
ãîëîìîðôíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ êðèâûõ íàä ïðîêîëîòûì äèñêîì äîêëåèâà-
åòñÿ ñòàáèëüíîé êðèâîé. Ïîñìîòðèì, êàê ýòî ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå.

Ïðèìåð 16.3.1. Ïóñòü íîäàëüíàÿ êðèâàÿ C ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x1 ïîëó÷å-
íà êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè äâóõ îòëè÷íûõ îò x1 òî÷åê ðàöèîíàëüíîé êðèâîé.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ðîä êðèâîé C ðàâåí 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî ãîëî-
ìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåé ýòî ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà CP1,
èìåþùèõ ïîëþñà 1-ãî ïîðÿäêà â ñêëåèâàåìûõ òî÷êàõ (ñóììà âû÷åòîâ òà-
êîé 1-ôîðìû â ñêëåèâàåìûõ òî÷êàõ àâòîìàòè÷åñêè ðàâíà 0). Ðàçìåðíîñòü
ïîñëåäíåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1.

Êðèâàÿ C ñòàáèëüíà � ãðóïïà åå àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íà. Êàê íåòðóäíî
âèäåòü, äðóãèõ îñîáûõ ñòàáèëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ îäíîé îòìå÷åí-
íîé òî÷êîé íåò. Ïðèñîåäèíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåéM1;1 òî÷êè, îòâå÷à-
þùåé êðèâîé C, äàåò êîìïàêòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M1;1.
Ëîêàëüíî ýòî ïðèñîåäèíåíèå âûãëÿäèò êàê ðåçóëüòàò âûðîæäåíèÿ ñåìåé-
ñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïèñàííîãî â ïðèìåðå 16.1.4 (îòìå÷åííóþ íà
âñåõ êðèâûõ ñåìåéñòâà òî÷êó x1 ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííîé íà áåñêî-
íå÷íîñòè). Â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà M1;1 â âèäå ôóíäàìåí-
òàëüíîé îáëàñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû PSL(2,Z) íà ïðÿìîé C, ïðèñîåäåíèÿåìàÿ
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ê íåìó òî÷êà îïèñûâàåò ïðåäåëüíóþ ñòðóêòóðó ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, îò-
âå÷àþùåé ðåøåòêå, íàòÿíóòîé íà âåêòîðà 1 è τ = a+ bi ïðè b → ∞.

Óïðàæíåíèå 16.3.2. Êàêóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ èìååò ðàññìîòðåííàÿ â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íîäàëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ îòìå÷åííîé òî÷-
êîé?

Ïðèìåð 16.3.3. Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà g ≥ 1, x1 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
ýòîé êðèâîé, x2 � ïåðåìåííàÿ òî÷êà ýòîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cx2

êðèâóþ C ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè x1 è x2. Íàñ èíòåðåñóåò, ê êàêîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòðåìèòñÿ ýòà êðèâàÿ ïðè x2 → x1.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü C×D � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êðè-
âîé C íà êîìïëåêñíûé äèñê (êîòîðóþ ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê òîæäåñòâåí-
íîå îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî êðèâûõ), ðàññëîåííîå íàä äèñêîì D. Äèñê D
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x1 â êðèâîé C, è åãî òî÷êè � ýòî
âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè x2. Â ýòîì ðàññëîåíèè âûäåëåíû äâà ñå÷åíèÿ
� ïîñòîÿííîå, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå x1, è ïåðåìåííîå, îòâå÷àþùåå òî÷-
êå x2. Ýòè äâà ñå÷åíèÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå
� íàä öåíòðîì äèñêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëüíîãî ïðåäåëà ýòîãî ñåìåéñòâà âûïîëíèì ðàçäó-
òèå ïîâåðõíîñòè C × D â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñå÷åíèé. Â ðåçóëüòàòå â ýòó
ïîâåðõíîñòü áóäåò âêëååíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, à ñå÷åíèÿ áóäóò ïåðåñå-
êàòü åå òðàíñâåðñàëüíî. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñëîé íàä âûêîëîòîé òî÷êîé
òðàíñâåðñàëüíî. Âìåñòå ñî ñëîåì îíî îáðàçóåò ïðåäåëüíóþ êðèâóþ. Ïðî-
îáðàçû ñå÷åíèé ïðè ðàçäóòèè îñòàâëÿþò ñëåäû íà âêëååííîé ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé. Ýòè ñëåäû åñòü ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê x1 è x2. Òî÷íîå èõ
ðàñïîëîæåíèå íå èìååò çíà÷åíèÿ: âñå òðîéêè òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
ýêâèâàëåíòíû.

Èòàê, ïðåäåëüíûì ñòàáèëüíûì ýëåìåíòîì íàøåãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ
êðèâàÿ C, â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå êîòîðîé ïðèêëååíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ
(äî âûðîæäåíèÿ ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííîé òî÷êîé x1), ñîäåðæàùàÿ
îáå îòìå÷åííûå òî÷êè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ñ ïîìîùüþ äðóãîé
êîíñòðóêöèè ïîëó÷èòü äðóãîé ïðåäåë. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà êàê ðàç è
ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ.

Óïðàæíåíèå 16.3.4. Êàê âûãëÿäèò ñòàáèëüíûé ïðåäåë îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ ðîäà g + 1, g ≥ 1, ïîëó÷åííûõ èç äàííîé ãëàäêîé
êðèâîé C ðîäà g ñêëåéêîé ïîñòîÿííîé òî÷êè p ñ ïåðåìåííîé òî÷êîé q ïðè
ñòðåìëåíèè òî÷êè q ê òî÷êå p?

16.4 Êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòà-

áèëüíûìè êðèâûìè è ïëþðèêàíîíè÷åñêèå

âëîæåíèÿ

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëü-
íûõ êðèâûõ. Ïðî ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðàâèëüíî äóìàòü êàê ïðî óíèâåðñàëü-



203

íîå ñåìåéñòâî ñòàáèëüíûõ êðèâûõ äàííîãî ðîäà ñ äàííûì êîëè÷åñòâîì îò-
ìå÷åííûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 16.4.1. Ñåìåéñòâîì ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå-
÷åííûìè òî÷êàìè íàçûâàåòñÿ íàáîð (X,B, π, {s1, . . . , sn}) , ñîñòîÿùèé èç

• ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî îðáèôîëäà B;

• ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî îðáèôîëäàX êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè dimB+
1;

• ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ π : X → B;

• íàáîðà ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé si : X → B

è îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• îáðàçû si(B) îòîáðàæåíèé si íå ïåðåcåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è íå ïðî-
õîäÿò ÷åðåç îñîáûå òî÷êè ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ π, ïðè÷åì äëÿ âñåõ i =
1, . . . , n êîìïîçèöèÿ π ◦si ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, ò.å.
si � ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ π;

• ñëîè îòîáðàæåíèÿ π ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ôàêòîðèçàöèè ñòàáèëü-
íûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ðîäà g ñ îòìå÷åííûìè íà íèõ n òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáðàçàìè ñå÷åíèé si ïî èõ ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ.

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷-
êàìè Mg;n ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïëåêñíûì îðáèôîëäîì êîìïëåêñíîé ðàç-
ìåðíîñòè 3g − 3 + n. Íàä íèì îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ñòàáèëüíûõ
êðèâûõ Cg;n, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 3g − 2 + n. Êîìïàêòèôèêàöèÿ
Mg;n ïðîñòðàíñòâà Mg;n ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ãëàäêèì êîìïëåêñíûì îð-
áèôîëäîì òîé æå ðàçìåðíîñòè. Óíèâåðñàëüíàÿ êðèâàÿ Cg;n íàä Mg;n òàêæå
äîïóñêàåò êîìïàêòèôèêàöèþ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 16.4.2 (Äåëèíü�Ìàìôîðä). Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëü-

íîãî ÷èñëà g è öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ 2g − 3 + n ≥ 0, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ðîäà g
ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (Mg;n, Cg;n, πg;n, {σ1, . . . , σn}), òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ñåìåéñòâà ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè

(X,B, π, {s1, . . . , sn}) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ãîëîìîðôíûõ îòîáðà-

æåíèé F : X → Cg;n, G : B → Mg;n, îáåñïå÷èâàþùèõ êîììóòàòèâíîñòü

äèàãðàììû

X
F−−−−→ Cg;nyπ

yπg;n

B
G−−−−→ Mg;n

è òàêèõ, ÷òî F ◦ si = σi ◦ G äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ïðîñòðàíñòâî ìîäó-

ëåé Mg;n îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî áèãîëîìîðôèçìà è íåïðè-

âîäèìî.
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Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î ïðîñòðàí-
ñòâå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè Mg;n, èìåÿ
â âèäó âåñü îïðåäåëÿþùèé åãî íàáîð ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé.

Çàìå÷àíèå 16.4.3. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ìî-
äóëåé ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì. Îíî áûëî áû òîíêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé, åñëè
áû ïðîñòðàíñòâà Cg;n è Mg;n áûëè ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à íå îðáè-
ôîëäàìè, à ñëîè îòîáðàæåíèÿ πg;n � ñàìèìè ñòàáèëüíûìè êðèâûìè, à íå
ðåçóëüòàòàìè èõ ôàêòîðèçàöèè ïî äåéñòâèþ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Ïðî-
ñòðàíñòâî M0;n ÿâëÿåòñÿ òîíêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ïðè ëþáîì çíà-
÷åíèè n ≥ 3, îäíàêî ïðè g ≥ 1 òîíêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ
êðèâûõ íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì n. Âïðî÷åì, ïðè ëþáîì g íåêîìïàêòè-
ôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg;n ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ÿâ-
ëÿåòñÿ òîíêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé � íóæíî ëèøü âûáðàòü çíà÷åíèå n
ïðåâîñõîäÿùèì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ó íåòðèâè-
àëüíîãî àâòîìîðôèçìà ãëàäêîé êðèâîé ðîäà g.

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ Mg;n ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïî Çà-
ðèññêîìó ïîäìíîæåñòâîì â Mg;n. Åãî äîïîëíåíèå ∂Mg;n = Mg;n \ Mg;n

íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ. Òàê, ãðà-
íèöà ∂M1;1 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè � ðàöèîíàëüíîé êðèâîé CP1 ñ
îäíîé îòìå÷åííîé è äâóìÿ ñêëååííûìè òî÷êàìè.

Òî÷êè ãðàíèöû ∂Mg;n îòâå÷àþò îñîáûì ñòàáèëüíûì êðèâûì. Êàê è â
ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ñòàáèëüíûõ êðèâûõ, ýòà ãðàíèöà ñòðàòèôèöèðîâàíà
âûðîæäåíèÿìè êðèâûõ � êàæäûé ñòðàò îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îñîáûõ
òî÷åê íà ñâîåé òèïè÷íîé êðèâîé, ðîäàìè åå íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, êîí-
ôèãóðàöèåé ñêëåéêè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìåæäó ñîáîé è ðàñïðåäåëå-
íèåì îòìå÷åííûõ òî÷åê ïî íåïðèâîäèìûì êîìïîíåíòàì. Ñòðàòû íàõîäÿòñÿ
âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäóëÿðíûìè ãðàôàìè. Ïðè g ≥ 1
òàêîé ãðàô óæå íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, à êàæäîé åãî âåðøèíå
(ñîïîñòàâëÿåìîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå îáùåé êðèâîé ñòðàòà) ïîìèìî
íàáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ïðèïèñàíî åùå è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî �
ðîä ýòîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16.4.2 ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äî-
êàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ. Ñòà-
áèëüíûå êðèâûå ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè îòîáðàæàþòñÿ â ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ ïëþðèêàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæå-
íèÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè (äîñòàòî÷íî âçÿòü 5-þ ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ). Èõ îáðàçû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ñîâïàäàþùèå ìíîãî÷ëåíû
Ãèëüáåðòà. Ìíîæåñòâî îáðàçîâ ïëþðèêàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñòàáèëü-
íûõ êðèâûõ ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì â ñõåìå Ãèëüáåðòà ìíîæåñòâà îáðàçîâ
ãëàäêèõ ñòàáèëüíûõ êðèâûõ. Ïðîñòðàíñòâî Mg;n ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ýòîãî çàìûêàíèÿ ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Íà ýòîì ïóòè âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òðóäíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, íå èç-
âåñòíî ïðÿìûõ äîêàçàòåëüñòâ òîãî, ÷òî òî÷êè Ãèëüáåðòà îñîáûõ ñòàáèëü-
íûõ êðèâûõ ñòàáèëüíû. Íèæå ìû ïðèâîäèì ðÿä óïðàæíåíèé, ïóíêòèðíî
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íàìå÷àþùèõ îáùóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà.

Óïðàæíåíèå 16.4.4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ôîðìóëó Ðèìàíà�Ðîõà
äëÿ ñòàáèëüíûõ êðèâûõ.

Óïðàæíåíèå 16.4.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî êëàññà íà ñòà-
áèëüíîé êðèâîé ðîäà g ðàâíà 2g − 2.

Óïðàæíåíèå 16.4.6. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ñå-
÷åíèé à) êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ; á) n-êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà ñòà-
áèëüíîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 16.4.7. Äîêàæèòå, ÷òî 5-êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñòàáèëü-
íîé êðèâîé ðîäà g ≥ 2 áåç îòìå÷åííûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.


