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3.1 Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ σi (ñïèíîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò
ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: σi = ±1. Ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèè {σi} = {σ1, σ2, . . . , σN}
ðàâíà

E({σi}) = −J
N∑
i=1

σiσi+1 −H
N∑
i=1

σi

(çäåñü J � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîñåäíèõ ìîìåíòîâ, H � âíåøíåå ìàã-
íèòíîå ïîëå, è íàëîæåíî ïåðèîäè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå σN+1 = σ1). Ýòà ìîäåëü
íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé ìîäåëüþ Èçèíãà.

Ñòàòñóììà ïðè òåìïåðàòóðå T :

ZN =
∑
{σi}

e−E({σi})/T =
∑
{σi}

exp
(
K

N∑
j=1

σjσj+1 +B
N∑
j=1

σj
)

ãäå K = J/T , B = H/T . Çàïèøåì åå â âèäå

ZN =
∑
{σi}

N∏
j=1

eKσjσj+1+
1
2
(σj+σj+1) =

∑
σ1,σ2,...,σN

Tσ1σ2Tσ2σ3 . . . TσN−1σN

ãäå ìàòðèöà T (òðàíñôåð-ìàòðèöà èëè ìàòðèöà ïåðåõîäà) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Tσσ′ = eKσσ′+B
2
(σ+σ′) , T =

 eK+B e−K

e−K eK−B


(T++ = eK+B, T+− = e−K è ò.ä.). Äëÿ óäîáñòâà ìû âûáðàëè ìàòðèöó T ñèììåò-
ðè÷íîé, íî ýòî íå îáÿçàòåëüíî � ñêàæåì, âûáîð Tσσ′ = eKσσ′+Bσ ïðèâîäèò ê òåì
æå ðåçóëüòàòàì. Î÷åâèäíî, â âûðàæåíèè äëÿ ñòàòñóììû ñòîèò ñëåä N -é ñòåïåíè
ìàòðèöû T :

ZN = trTN = λN+ + λN−

ãäå

λ± = eK sinhB ±
√
e2K sinh2B + e−2K

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T . Ïîñêîëüêó λ+ > λ−, â ïðåäåëå áîëüøèõ N íàõî-
äèì äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

F = −TN log λ+ = −TN log
(
eJ/T sinh(H/T ) +

√
e2J/T sinh2(H/T ) + e−2J/T

)
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Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïàðàìåòðàì T , H, ìîæíî íàéòè òåðìîäèíàìè-
÷åñêèå âåëè÷èíû � ýíåðãèþ, íàìàãíè÷åííîñòü, à òàêæå òåïëîåìêîñòü è ìàãíèòíóþ
âîñïðèèì÷èâîñòü, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîä-
íàÿ ýíåðãèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé êàê ôóíêöèÿ T ïðè T > 0 � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
ñèñòåìå îòñóòñòâóþò ôàçîâûå ïåðåõîäû.

3.2 Ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ íå âïîëíå ôèçè÷íà, ò.ê. ñîäåðæèò íåëîêàëü-
íûå âçàèìîäåéñòâèÿ, íî ïîçâîëÿåò îïèñàòü ôàçîâûé ïåðåõîä.

Ïóñòü îïÿòü èìåþòñÿ ñïèíû σi = ±1 (òåïåðü íå îáÿçàòåëüíî âûñòðîåííûå â öå-
ïî÷êó), à ýíåðãèÿ ðàâíà

E({σi}) = − J

N

∑
i<j

σiσj −H
N∑
i=1

σi

Òàêîé åå âèä îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ñïèí îäèíàêîâûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóåò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè. Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ââåäåì ïîëíóþ íàìàãíè÷åííîñòü

M =
N∑
i=1

σi

Ïîñêîëüêó M2 = N + 2
∑
i<j

σiσj,

E = −JM
2

2N
−HM +

J

2

Åñëè n ñïèíîâ íàïðàâëåíû âíèç (ðàâíû −1), à N − n ââåðõ, òî M = N − 2n, è
ïîñêîëüêó èìåþòñÿ Cn

N òàêèõ êîíôèãóðàöèé, ñòàòñóììà ðàâíà

Z =
N∑

n=0

cn

ãäå

cn =
N !

n!(N − n)!
exp

[
2J

NT
n2 − 2

(J
T

+
H

T

)
n+

H

T
N +

J

2T
(N − 1)

]
Îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ñóììó ïðè áîëüøèõ N âíîñèò ìàêñèìàëüíîå ñëàãàåìîå. ×òî-
áû åãî íàéòè, ïðèìåíèì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

log cn = N logN−N−n log n−(N−n) log(N−n)+ 2J

NT
n2−2

(J
T
+
H

T

)
n+

H

T
N+

J

2T
(N−1)

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî n. Äëÿ y = N/n ïîëó÷èì óðàâíåíèå

T log(y − 1) + 4Jy−1 − 2(J +H) = 0

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè T > J èìååòñÿ îäèí êîðåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñè-
ìóìó, à ïðè T < J è äîñòàòî÷íî ìàëîì H � òðè (äâà ìàêñèìóìà, îäèí ìèíèìóì).
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Ïðè T > J , áåðÿ çíà÷åíèå â ìàêñèìóìå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

m = tanh
Jm+H

T
(1)

äëÿ ñðåäíåé íàìàãíè÷åííîñòè íà îäèí óçåë

m =
M

N
= 1− 2n

N
= 1− 2y−1

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íà îäèí óçåë:

f/T = − lim
N→∞

N−1 logZ

Çàìåíèâ logZ ëîãàðèôìîì ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà cn â ñóììå, íàéäåì

f/T =
1

2
log

1−m2

4
+
Jm2

2T

Èç (1) ìîæíî âûðàçèòü

H = −Jm+ Tarctanhm

Ïðè T > J (âûñîêèå òåìïåðàòóðû) çàâèñèìîñòü M(H) îäíîçíà÷íà � ïðè èçìåíåíèè
ïîëÿ îò −∞ äî +∞ íàìàãíè÷åííîñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò −1 äî +1. Îäíàêî,
ïðè T < J è äîñòàòî÷íî ìàëûõ H ýòà çàâèñèìîñòü òåðÿåò îäíîçíà÷íîñòü � îäíîìó
çíà÷åíèþ H îòâå÷àþò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ m. Ýòîò íå èìåþùèé ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ èç-çà òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (1) áûëî ýêñòðàïîëèðîâàíî
â îáëàñòü T < J (íèçêèå òåìïåðàòóðû), ãäå òðåáóåòñÿ áîëåå àêêóðàòíûé àíàëèç, çà-
êëþ÷àþùèéñÿ â íàõîæäåíèè àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà êîýôôèöèåíòîâ cn. Ïðàâèëü-
íàÿ êðèâàÿ çàâèñèìîñòè M(H) ïðè T < J òåðïèò ðàçðûâ ïðè H = 0, ÷òî îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè, âåëè÷èíà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êàê ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

m0 = tanh
Jm0

T

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ñðåäíåãî ïîëÿ èìååò ôàçîâûé ïåðåõîä ïðè òåìïåðàòóðàõ
íèæå êðèòè÷åñêîé Tc = J . Ïðè ìàëûõ t = (Tc − T )/Tc, ðàçëàãàÿ tanh, íàõîäèì

m0 = (3t)1/2(1 +O(t))

Ïðè H → 0 äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè èìååì f/T = − log 2 ïðè T > Tc è f/T =
− log 2−3t2/4+O(t3) ïðè T < Tc. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íåïðåðûâíà
â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, à òåïëîåìêîñòü (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t) èñïûòûâàåò ñêà÷îê.

3.3 Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà

Ðàññìîòðèì N ñïèíîâ σi = ±1 íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå. Ïóñòü âçàèìîäåéñòâóþò
òîëüêî áëèæàéøèå ñîñåäè, à âíåøíåãî ïîëÿ íåò, òîãäà ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèè ñïèíîâ:

E({σ}) = −
∑
(ij)

Jx
ijσiσj −

∑
(ik)

Jy
ikσiσk
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Ïåðâàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ãîðèçîíòàëüíûì ñâÿçÿì (ij), à âòîðàÿ � ïî âñåì âåðòè-
êàëüíûì ñâÿçÿì (i, k). Â îáùåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ
óçëà. Ýòî íåîäíîðîäíàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà áåç âíåøíåãî ïîëÿ. Ñòàòñóììà:

Z =
∑
{σ}

e−E({σ})/T

Çàìåíà ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ σi → −σi íà i-ì óçëå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàòñóììà
íå ìåíÿåòñÿ, åñëè èçìåíèòü çíàêè âñåõ Jx

ij, J
y
ik, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåì ðåáðàì,

âõîäÿùèì â óçåë i. Àíàëîãè÷íî, ñòàòñóììà íå èçìåíèòñÿ, åñëè èçìåíèòü çíàêè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ íà ðåáðàõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð, îêðóæàþùèé
íåêîòîðóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè.

3.3.1 Âûñîêîòåìïåðàòóðíîå è íèçêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ìîäåëü Èçèíãà íà ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå L ðàçìåðàNx×Ny

(òîãäà N = NxNy) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè (òîðîèäàëüíûìè) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â
îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïóñòü ìîäåëü îäíîðîäíà (ò.å. âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàé-
øèìè ñîñåäÿìè ïî âåðòèêàëè è ïî ãîðèçîíòàëè íå çàâèñèò îò èõ ïîëîæåíèÿ), íî
àíèçîòðîïíà, ò.å. âåðòèêàëüíîå è ãîðèçîíòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîãóò áûòü ðàç-
íûìè. Ýíåðãèÿ ïðèìåò âèä:

E({σ}) = −Jx
∑
(ij)

σiσj − Jy
∑
(ik)

σiσk

Ñòàòñóììà:
Z =

∑
{σ}

exp
(
K

∑
(ij)

σiσj + L
∑
(ik)

σiσk
)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè K = Jx/T , L = Jy/T . Èçìåíåíèåì çíàêîâ ïåðåìåííûõ ñóììèðî-
âàíèÿ σ ÷åðåç îäíó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, (÷òî âîçìîæíî íà âñåé ðåøåòêå, åñëè Nx

è Ny ÷åòíûå) ìîæíî ïîìåíÿòü çíàêè ó K è L, òàê ÷òî ñòàòñóììà íå èçìåíèòñÿ. Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè ìåíÿòü çíàêè ïåðåìåííûõ ñóììèðîâàíèÿ òîëüêî â âåðòèêàëüíûõ èëè
ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäàõ (÷åðåç îäèí), ìîæíî èçìåíèòü çíàêè ó K è L ïî îòäåëüíîñòè.
Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K,L > 0 (ôåððîìàãíèòíûé ñëó÷àé).

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå σiσj ìîæåò èìåòü âñåãî äâà çíà÷åíèÿ ±1,

eKσiσj = coshK + sinhKσiσj

Èñïîëüçóÿ ýòî, ïðåäñòàâèì ñòàòñóììó â âèäå

Z = (coshK coshL)N
∑
{σ}

∏
(ij)

(1 + vσiσj)
∏
(ik)

(1 + wσiσk)

ãäå ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì N ãîðèçîíòàëüíûì ñâÿçÿì (ij), à âòîðîå �
ïî âñåì N âåðòèêàëüíûì ñâÿçÿì (i, k), è

v = tanhK, w = tanhL

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷èòñÿ ñóììà 22N ÷ëåíîâ. Êàæäûé ÷ëåí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí ãðàôè÷åñêè: ïðîâåäåì ëèíèþ âäîëü ðåáðà (ij), åñëè èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñîìíîæèòåëÿ âûáèðàåòñÿ ñëàãàåìîå vσiσj èëè wσiσj, è íå áóäåì ýòîãî äåëàòü,
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åñëè âûáèðàåòñÿ ñëàãàåìîå 1. Îáùèé âèä ÷ëåíà ýòîé ñóììû òàêîâ: vnwmσn1
1 σ

n2
2 σ

n3
3 . . .,

ãäå n (m) � ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ (âåðòèêàëüíûõ) ñâÿçåé íà ãðàôèêå, à ni � ÷èñëî
ëèíèé, âõîäÿùèõ â i-é óçåë (î÷åâèäíî, ni = 0, 1, 2, 3, 4). Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì
êîíôèãóðàöèÿì {σ} íåíóëåâîé âêëàä äàäóò òîëüêî ÷ëåíû, ó êîòîðûõ âñå ni ÷åòíû,
è â ýòîì ñëó÷àå âêëàä îò òàêîãî ÷ëåíà áóäåò 2Nvnwm. Òàêèì îáðàçîì,

ZN = 2N(coshK coshL)N
∑
ℓ

(tanhK)n(tanhL)m (2)

ãäå ñóììà èäåò ïî âñåì âîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì ëèíèé ℓ íà ðåøåòêå L ñ ÷åòíûì
÷èñëîì ëèíèé, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîì óçëå. Âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû (2), áóäó÷è
òî÷íûì, ìîæåò áûòü ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíî ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà K è
L ìàëû, è â ñóììå äîìèíèðóþò ÷ëåíû ñ ìàëûìè n è m. Ïîýòîìó îíî íàçûâàåòñÿ
âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ðàçëîæåíèåì.

Âìåñòå ñ ðåøåòêîé L ðàññìîòðèì äóàëüíóþ ðåøåòêó L∗, óçëàìè êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ öåíòðû ïëàêåòîâ èñõîäíîé ðåøåòêè. Êàæäîé ïàðå ñîñåäíèõ óçëîâ ðåøåòêè L
îäíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî ðåøåòêè L∗. Äëÿ çàäàííîé ñïèíîâîé êîíôèãó-
ðàöèè íà ðåøåòêå L ïðîâåäåì ëèíèþ ïî òåì ðåáðàì ðåøåòêè L∗, êîòîðûå îòâå÷àþò
ïàðàì ñîñåäíèõ óçëîâ ðåøåòêè L ñ ðàçëè÷íûìè ñïèíàìè. Òîãäà â êàæäîì óçëå ñõî-
äèòñÿ, î÷åâèäíî, ÷åòíîå ÷èñëî ëèíèé (0, 2 èëè 4). Ïîýòîìó âñå ëèíèè çàìûêàþòñÿ,
îáðàçóÿ êîíòóðà (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíûå è ïåðåñåêàþùèåñÿ). Ýòè êîíòóðà äåëÿò
ïëîñêîñòü íà äîìåíû ñî ñïèíàìè ââåðõ è ñî ñïèíàìè âíèç. Äëÿ êàæäîé òàêîé êîí-
ôèãóðàöèè êîíòóðîâ íà L∗ èìåþòñÿ ðîâíî äâå ñîîòâåòñòâóþùèå åé êîíôèãóðàöèè
ñïèíîâ íà L, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåâîðîòîì âñåõ ñïèíîâ.

Ïóñòü â íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè ñïèíîâ èìåþòñÿ n ãîðèçîíòàëüíûõ ïàð ñîñåä-
íèõ óçëîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè è m òàêèõ âåðòèêàëüíûõ ïàð.
Òîãäà âêëàä â ñòàòñóììó îò ýòîé êîíôèãóðàöèè áóäåò

exp
(
K(N − 2n) + L(N − 2m)

)
(çäåñü èñïîëüçîâàí òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé
ðàâíî ïîëíîìó ÷èñëó âåðòèêàëüíûõ è ðàâíî N). Ïîýòîìó

ZN = 2e(K+L)N
∑
ℓ∗
e−2Kn−2Lm (3)

ãäå ñóììà èäåò ïî âñåì âîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì ëèíèé íà ðåøåòêå L∗ ñ ÷åòíûì
÷èñëîì ëèíèé, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîì óçëå. Ìíîæèòåëü 2 âîçíèê èç-çà òîãî, ÷òî, êàê
óæå îòìå÷àëîñü, êàæäîé êîíôèãóðàöèè òàêèõ ëèíèé îòâå÷àþò äâå êîíôèãóðàöèè
ñïèíîâ íà L. Âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû (3), áóäó÷è òî÷íûì, ìîæåò áûòü ïðàêòè÷å-
ñêè ïîëåçíî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà K è L âåëèêè, è â ñóììå äîìèíèðóþò
÷ëåíû ñ ìàëûìè n è m. Ïîýòîìó îíî íàçûâàåòñÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûì ðàçëîæåíè-

åì.

Îòìåòèì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îáñòîÿòåëüñòâî. Ïðè ïåðåõîäå ê äóàëüíîé ðå-
øåòêå n â ôîðìóëå (3) îçíà÷àåò ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â êîíòóð íà
äóàëüíîé ðåøåòêå, à m � ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ. Òàê ïðîèçîøëî ïîòîìó, ÷òî ãîðè-
çîíòàëüíîìó ðåáðó èñõîäíîé ðåøåòêè ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè
ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíîå ðåáðî äóàëüíîé ðåøåòêè, à âåðòèêàëüíîìó ðåáðó èñõîä-
íîé ðåøåòêè � ãîðèçîíòàëüíîå íà äóàëüíîé. Ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ (2) è (3), ìû âèäèì,
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÷òî ïðàâèëüíåå áóäåò ïåðåïèñàòü (3) â âèäå

ZN = 2e(K+L)N
∑
ℓ∗
(e−2L)n(e−2K)m (4)

òàê ÷òî òåïåðü â îáåèõ ôîðìóëàõ n îçíà÷àåò ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáåð êîíòóðà,
à m � ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ.

3.3.2 Äóàëüíîñòü Êðàìåðñà-Âàííüå. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûñîêî- è íèçêîòåìïåðàòóðíûå ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷è-
ëèñü ôîðìàëüíî î÷åíü ïîõîæèìè - îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îáùèìè ìíîæèòåëÿìè è
êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ (åñëè îäíà âåëèêà, òî äðóãàÿ ìàëà, è íàîáîðîò). Ýòîò
ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ÷òî áûëî ñäåëàíî
âïåðâûå Êðàìåðñîì è Âàííüå åùå äî ïîÿâëåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì ôóíêöèþ
Φ(x, y) = lim

N→∞
N−1 log

∑
ℓ

xnym

ãäå ñóììà èäåò ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì êîíòóðîâ íà ðåøåòêå ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ëè-
íèé, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîì óçëå, à n,m � ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî ãîðèçîíòàëüíûõ è
âåðòèêàëüíûõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â êîíòóð.

Ïóñòü f = −T limN→∞(N−1 logZN) � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íà îäèí óçåë â òåðìî-
äèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ψ = −f/T . Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò
çàâèñåòü òîëüêî îò K,L: ψ = ψ(K,L). Âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå äàåò

ψ(K,L) = log(2 coshK coshL) + Φ(tanhK, tanhL)

à íèçêîòåìïåðàòóðíîå (â ôîðìå (4))

ψ(K,L) = K + L+ Φ(e−2L, e−2K)

Ââåäåì �äâîéñòâåííûå� ïàðàìåòðû ôîðìóëàìè

tanhK∗ = e−2L, tanhL∗ = e−2K

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

sinh 2K∗ sinh 2L = 1 , sinh 2L∗ sinh 2K = 1

Âûðàçèì ψ(K∗, L∗), ïîëüçóÿñü âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ðàçëîæåíèåì:

ψ(K∗, L∗) = log(2 coshK∗ coshL∗) + Φ(e−2L, e−2K)

Âû÷èòàÿ îòñþäà íèçêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ψ(K,L), âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ
Φ ñîêðàùàåòñÿ, è îñòàåòñÿ

ψ(K∗, L∗) = K + L+ ψ(K,L)− log(2 coshK∗ coshL∗)

èëè

ψ(K∗, L∗) = ψ(K,L) +
1

2
log(sinh 2K sinh 2L) (5)
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(ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè). Åñëè K,L âåëèêè, òî K∗, L∗ ìàëû, è íàîáîðîò. Òàêèì
îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (5) ñâÿçûâàåò ñâîáîäíûå ýíåðãèè ïðè âûñîêîé è ïðè íèçêîé
òåìïåðàòóðàõ.

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ìîäåëü ñ L = K. Ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè (5) ïðèìåò
âèä

ψ(K∗) = ψ(K) + log sinh 2K

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) � ýòî òàêàÿ òî÷êà K = Kc, â êîòîðîé ñâî-
áîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò îñîáåííîñòü (íåàíàëèòè÷íîñòü). Íî òîãäà ñîîòíîøåíèå âçàèì-
íîñòè ãîâîðèò, ÷òîK∗

c òîæå äîëæíà áûòü êðèòè÷åñêîé òî÷êîé (ïîñêîëüêó log sinh 2K
íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðèK > 0). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îäíà,
òî îíà äîëæíà ïåðåõîäèòü â ñåáÿ, ò.å. K∗

c = Kc. Îòñþäà

sinh 2Kc = 1

èëè
e2Kc = 1 +

√
2

Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîé ìîäåëè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè â
ìîäåëè èìååòñÿ ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, òî îíà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

sinh 2K sinh 2L = 1

Òî÷íîå ðåøåíèå ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîé êðèâîé, ïðåäñêàçàííîé
ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé äóàëüíîñòè.

3.3.3 Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

Çäåñü ìû ïðèâåäåì òî÷íûé ðåçóëüòàò, âïåðâûå ïîëó÷åííûé Îíçàãåðîì. Ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ f = F/(NxNy) íà îäèí óçåë ïðè Nx → ∞, Ny → ∞:

−f/T = log 2+
1

8π2

∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2 log

(
cosh 2K cosh 2L− sinh 2K cos θ1− sinh 2L cos θ2

)

Â êíèãå Áàêñòåðà [1] ýòîò ðåçóëüòàò äàí â èíîé ôîðìå. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íà
îäèí óçåë ïðè áîëüøèõ Nx, Ny:

−f/T =
1

2Nx

Nx∑
j=1

log

2 cosh 2K cosh 2L+ 2

√
k2 + 1− 2k cos

π(2j − 1)

Nx


ãäå

k = sinh 2K sinh 2L

Â ïðåäåëå Nx → ∞ ñóììó ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë:

−f/T =
1

2π

∫ π

0
log

(
2 cosh 2K cosh 2L+ 2

√
k2 + 1− 2k cos 2θ

)
dθ
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