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Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû



Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè (P.F. Verhulst, R. May)

xn+1 = r · xn(1− xn),

ãäå xn = ðàçìåð ïîïóëÿöèè â

ìîìåíò âðåìåíè n (÷åðåç n
ëåò).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèè ôóíêöèè

f (x) = rx(1− x).



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (x)



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (x))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (x)))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (f (x))))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (f (f (x)))))



Òåîðèÿ èòåðàöèé: âîïðîñû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ,
f (x), f (f (x)), f (f (f (x))), f (f (f (f (x)))), è ò.ä.

• ×òî äåëàåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò x?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò f ?



Òåîðèÿ èòåðàöèé: âîïðîñû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ,
f (x), f (f (x)), f (f (f (x))), f (f (f (f (x)))), è ò.ä.

• ×òî äåëàåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò x?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò f ?



Òåîðèÿ èòåðàöèé: âîïðîñû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ,
f (x), f (f (x)), f (f (f (x))), f (f (f (f (x)))), è ò.ä.

• ×òî äåëàåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò x?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò f ?



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Ïðèìåð: f (x) = 2x

0.015625 7→ 0.03125 7→ 0.0625 7→ 0.125 7→ 0.25 7→ 0.5 7→

1 7→ 2 7→ 4 7→ 8 7→ 16 7→ 32 7→ 64 7→ 128 7→ 256 7→ 512 7→ 1024

Òî÷êà 0 íåïîäâèæíà. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè óõîäÿò íà

áåñêîíå÷íîñòü.



Ïðèìåð: f (x) = x2

0 7→ 0, 1 7→ 1, −1 7→ 1

• Òî÷êè â (−1, 1) ñòðåìÿòñÿ ê 0.

• Òî÷êè âíå [−1, 1] ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.



Ïðèìåð: f (x) = x2

0 7→ 0, 1 7→ 1, −1 7→ 1

• Òî÷êè â (−1, 1) ñòðåìÿòñÿ ê 0.

• Òî÷êè âíå [−1, 1] ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.



Ïðèìåð: f (z) = z2, êîìïëåêñíûå ÷èñëà



Ïðèìåð: f (z) = z2, êîìïëåêñíûå ÷èñëà



Ïðèìåð: f (z) = z2, êîìïëåêñíûå ÷èñëà

• Òî÷êè âíóòðè åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê 0.

• Òî÷êè âíå åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê ∞.

• Òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îñòàþòñÿ íà íåé âñå

âðåìÿ.



Ïðèìåð: f (z) = z2, êîìïëåêñíûå ÷èñëà

• Òî÷êè âíóòðè åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê 0.

• Òî÷êè âíå åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê ∞.

• Òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îñòàþòñÿ íà íåé âñå

âðåìÿ.



Ïðèìåð: f (z) = z2, êîìïëåêñíûå ÷èñëà

• Òî÷êè âíóòðè åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê 0.

• Òî÷êè âíå åäèíè÷íîãî äèñêà ñòðåìÿòñÿ ê ∞.

• Òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îñòàþòñÿ íà íåé âñå

âðåìÿ.



Ñôåðà

Ïðè ïîìîùè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, ïëîñêîñòü

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîïîëíåííàÿ òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè,

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñôåðîé.



Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè

Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî (ò.å. îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ) êàê îòîáðàæåíèÿ èç

ñôåðû â ñåáÿ.

Ïðèìåð

R(z) =
2z2 − 3

z2 − 1
, ±1 7→ ∞, ∞ 7→ 2.



f (z) = z2



f (z) = z2 − 0.2



f (z) = z2 − 0.4



f (z) = z2 − 0.6



f (z) = z2 − 0.73



Ïàðàáîëè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ: f (z) = z2 − 0.75



Áàçèëèêà: f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Êðîëèê: f (z) = z2 − 0.12..+ 0.74..i



Ëàìèíàöèÿ äëÿ êðîëèêà



Ñàìîëåò: f (z) = z2 − 1.75..



Äåíäðèò: f (z) = z2 + i



f (z) = 1/z2



f (z) = 10/(z2 + 2z)



f (z) = 4/(z2 + 2z)



f (z) = 3.2/(z2 + 2z)



f (z) = 3.02/(z2 + 2z)



f (z) = 3/(z2 + 2z)



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 1



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 2



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 3



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 4



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 5



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 6



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 7



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 8



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 9



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 10



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 11



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 12



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 13



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 14



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): øàã 15



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â 3/(z2 + 2z): ïðåäåë



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 0



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 1



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 2



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 3



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 4



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 5



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 6



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 7



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 8



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 9



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 10



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 11



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 12



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 13



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 14



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 15



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 16



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 17



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 18



Ïåðåêëåéêà z2/(1− z2) â (1 + z2)/(1− z2): øàã 19



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � ýòî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

c , òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, c , c2 + c , (c2 + c)2 + c , . . .

îãðàíè÷åííà. Åñëè c 6∈ M, òî ìíîæåñòâî òî÷åê, íå óáåãàþùèõ

íà áåñêîíå÷íîñòü ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé ìíîãî÷ëåíà z2 + c ,
ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó. Åñëè c ∈ M, òî ýòî

ìíîæåñòâî ñâÿçíî.



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 2: c/(z2 + 2z)



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 2: c/(z2 + 2z)



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 2: c/(z2 + 2z)



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 2: c/(z2 + 2z)



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 2: c/(z2 + 2z)



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 3



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 4



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî



Ïåðåêëåéêà ñàìîëåòà â êîâåð Ñåðïèíñêîãî


