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1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

1.1. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà îñíîâàíî íà
îïðåäåëåíèè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà (ò.å m/n, ãäå m è n ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Z
öåëûõ ÷èñåë). Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ
äðîáü

C0, C1C2 . . . Ck = σ(C0)(|C0|+ C1 · 10−1 + · · ·+ Ck · 10−k),
ãäå çäåñü è äàëåå C0 ∈ {±0,±1,±2, . . . }, σ(C0) � çíàê ÷èñëà C è Ci ∈ {0, 1, . . . , 9}.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Äåñÿòè÷íîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C = C0, C1C2 . . . . Áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè
C0, C1C2 . . . Ck99 . . . (ãäå Ck 6= 9) è C0, C1C2 . . . Ck−1(Ck + 1)00 . . . ñ÷èòàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè C0, C1C2 . . . Ck−1(Ck + 1). Äðîáè +0
è −0 ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ÷èñëó 0. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äåñÿòè÷íûõ
äðîáåé íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî C íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (C>0) èëè îòðèöàòåëüíûì (C<0) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà
C0. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ R.

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ÷èñëîì ïîíèìàåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ïîä äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, ïðåäñòàâëÿþùåé ÷èñëî C, ìû áóäåì ïîíèìàòü äðîáü
C = C0, C1C2 . . . íå îêàí÷èâàþùóþñÿ íà 99 . . . .

Äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà C ïðåäñòàâëåííîãî
äåñÿòè÷íîé äðîáüþ C0, C1C2 . . . íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
q0, q1, q2, . . . , ãäå qk = C0, C1C2 . . . Ck. ×èñëî ñ äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
{−qk|k = 0, 1, 2 . . . } îáîçíà÷àåòñÿ −C.

Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ R íàçûâàþò òàêæå ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
à ÷èñëà � òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Óïîðÿäî÷åíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ïîðîæäàåò óïîðÿäî÷åíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ε �
ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è r̃, r � âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ äåñÿòè÷íûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {q̃k} è {qk} ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî r̃ − r < ε,
åñëè r̃ = r èëè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü δ èç äåñÿòè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà ε òàêàÿ, ÷òî q̃k − qk < δ äëÿ âñåõ k, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
n.

Íåðàâåíñòâî c < d îçíà÷àåò c−0 < d, åñëè d � íåîòðèöàòåëüíî è −d−0 < −c, åñëè
d � íåïîëîæèòåëüíî. Íåðàâåíñòâî d > c îçíà÷àåò c < d. Íåðàâåíñòâî r̃ − r < r̃′ − r′
îçíà÷àåò, ÷òî r̃ − r < ε < r̃′ − r′ äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ε. Íåðàâåíñòâî |r̃ − r| < ε
îçíà÷àåò, ÷òî r̃ − r < ε è r − r̃ < ε.

Ìíîæåñòâî (a, b) = {r ∈ R| a < r < b} íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñ êîíöàìè a è b.
Ìíîæåñòâî [a, b] = {r ∈ R| a ≤ r ≤ b} = {a} ∪ (a, b) ∪ {b} íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ñ
êîíöàìè a è b. Ïîëîæèì òàêæå [a, b) = {a} ∪ (a, b) è (a, b] = (a, b) ∪ {b}
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé ìåæäó âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë r1, r2, . . . íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀i, j > n : |ri − rj| < ε.

Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.
Ëåììà 1.1. Ïóñòü a = (a1, a2, . . . ) è b = (b1, b2, . . . ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Êîøè, ñîñòîÿùèè èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(a+ b) = ((a1 + b1), (a2 + b2), . . . ), (−a) = ((−a1), (−a2), . . . ) è (ab) = ((a1b1), (a2b2), . . . )
� òîæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè. Åñëè |ai| > M > 0 äëÿ âñåõ i, òî
a−1 = (a−1

1 , a−1
2 , . . . ) � òîæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Proof. Ïî óñëîâèþ

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀i, j > n : |ai − aj| < ε

2
, |bi − bj| < ε

2
.

Íî òîãäà |(ai + bi)− (aj + bj)| = |(ai − aj) + (bi − bj)| ≤ |ai − aj|+ |bi − bj| < ε
2

+ ε
2

= ε.
Îñòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Çàäà÷à 1.2. Äàòü ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî âñåõ óòâåðæäåíèé ëåììû 1.1
Çàäà÷à 1.3. Ïîñòðîèòü ïðèìåð, êîãäà |ai| > 0 äëÿ âñåõ i, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a−1 = (a−1

1 , a−1
2 , . . . ) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàöèîíàëüíûõ)
÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r = (r1, r2, . . . ) è r′ = (r′1, r

′
2, . . . )

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (r ∼ r′), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî i > n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ri − r′i| < ε.

Äàëåå âìåñòî óñëîâèé òàêîãî òèïà ìû áóäåì ïèñàòü ôîðìóëó
∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀i > n : |ri − r′i| < ε,

èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå êâàíòîðû ∀ � ëþáîé, ∃ � ñóùåñòâóåò è ñèìâîë N äëÿ
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè r ∼ r′ è r′ ∼ r′′, òî r ∼ r′′.
Çàäà÷à 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî íåñîâïàäàþùèì âåùåñòâåííûì ÷èñëàì îòâå÷àþò
íåýêâèâàëåíòíûå äåñÿòè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêâèâàëåíòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.
Òåîðåìà 1.1. Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè r = (r1, r2, . . . ) ýêâèâàëåíòíà
äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå è äâå ëåììû. Ïóñòü
r = (r1, r2, . . . ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Îòðåçîê [a, b] ⊂ R íàçîâåì òÿæåëûì,
åñëè îí ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r.

Ëåììà 1.2. Åñëè [a, b] è [c, d] � òÿæåëûå îòðåçêè, òî [a, b] ∩ [c, d] 6= ∅.
Proof. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b < c. Òîãäà

∀n ∈ N, ∃i, j > n : ri ∈ [a, b], rj ∈ [c, d]

îòêóäà |ri−rj| > c−b. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè.
�

Ëåììà 1.3. Åñëè [a, b] è [b, c] � òÿæåëûå îòðåçêè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r
ýêâèâàëåíòíà äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà b.

Proof. Ïóñòü (b1, b2, . . . ) � äåñÿòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëà b. Ïîëîæèì
b′ = b′n = bn − 10−n−1 è b′′ = b′′n = bn + 10−n − 10−n−1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ òàêîå, ÷òî
ïðè n > ñ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà a < b′ < b < b′′ < c. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå
n, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 1.2 â êàæäîé
èç ïàð îòðåçêîâ ([a, b′], [b, b′′]), ([b′, b], [b′′, c]), ([a, b′], [b′′, c]) ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîãî
òÿæåëîãî îòðåçêà. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç ïàð ([a, b′], [b′, b]) è ([b, b′′], [b′′, c]) ñîäåðæèò
íå ìåíåå îäíîãî òÿæåëîãî îòðåçêà. Ñëåäîâàòåëüíî, [a, b′] è [b′′, c] � ëåãêèå îòðåçêè.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò L > n òàêîå, ÷òî ri ∈ [b′, b′′] ïðè i > L, è, çíà÷èò,
|ri − bi| < |b′ − b′′| = 10−n. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ðàçîáüåì R íà îòðåçêè
[q · 10−n, (q + 1) · 10−n], ãäå q ∈ Z. Åñëè îäíî èç ðàçáèåíèé ñîäåðæèò
äâà òÿæåëûõ îòðåçêà, òî ïî ëåììàì 1.2 è 1.3 îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó è
åå äåñÿòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ri}. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òÿæåëûå îòðåçêè îáðàçóþò âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
[q0, q0 + 1], [q1 · 10−1, (q1 + 1) · 10−1], . . . Íî òîãäà {ri} ∼ {qi · 10−i}, ïîñêîëüêó
∀j, ∃n ∈ N, ∀i > n : ri, qi · 10−i ∈ [qj · 10−j, (qj + 1) · 10−j]. C äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qi ·10−i} ÿâëÿåòñÿ äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåêîòîðîãî
÷èñëà. �

Èñïîëüçóåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïåðàöèé ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü a, b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è {ai}, {bi} � èõ äåñÿòè÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê ñëåäóåò èç çàäà÷è 1.1 è ëåììû 1.1, {ai + bi} è {aibi}�
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, îíè ýêâèâàëåíòíû äåñÿòè÷íûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íåêîòîðûõ ÷èñåë c1, c2 ∈ R. Îíè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî
ñîãëàñíî çàäà÷å 1.5. Ïîëîæèì a+ b = c1 è ab = c2.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî R � ïîëå (äîêàæèòå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
a(b+ c) = ab+ ac).

Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ëåììà 1.1 âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî
ðàöèîíàëüíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè.
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1.3. Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . èìååò ïðåäåë a èëè
ñõîäèòñÿ ê a, åñëè
∀ε > 0,∃n ∈ N,∀i > n : |ai − a| < ε.

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò lim
i→∞

ai = a èëè ai → a.

Çàäà÷à 1.9. Äåñÿòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëà ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ÷èñëó.
Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò íå áîëåå îäíîãî
ïðåäåëà è åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî ëþáàÿ åå áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò òîò æå ñàìûé ïðåäåë.
Òåîðåìà 1.2. Åñëè lim

n→∞
an = a è lim

n→∞
bn = b, òî lim

n→∞
(an + bn) = a+ b.

Proof. Ïî óñëîâèþ ∀ε > 0, ∃m ∈ N,∀n > m : |an − a| < ε
2
, |bn − b| < ε

2
. Çíà÷èò, ïðè

n > m ìû èìååì |(an + bn)− (a+ b)| = |(an− a) + (bn− b)| ≤ |an− a|+ |bn− b| < ε. �
Çàäà÷à 1.11. Ïóñòü lim

n→∞
an = a è lim

n→∞
bn = b. Äîêàæèòå, ÷òî lim

n→∞
(−an) = −a,

lim
n→∞

(anbn) = ab, lim
n→∞

(an)−1 = a−1, åñëè an 6= 0, a 6= 0.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b è an ≥ bn. Òîãäà a ≥ b.

Proof. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a < b. Ïîëîæèì ε = b−a
2
. Òîãäà

∃m ∈ N,∀n > m : |an − a| < ε, |bn − b| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, an < a+b
2
< bn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. �

Çàäà÷à 1.12. Äîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè îáå íå
èìåþò ïðåäåëà, èëè èìåþò îäèíàêîâûé ïðåäåë.
Òåîðåìà 1.3 (êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . èìååò ïðåäåë, åñëè
è òîëüêî åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.
Proof. Ïóñòü lim

n→∞
an = a. Òîãäà ∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∀n > m : |an−a| < ε

2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè i, j > m, òî |ai − aj| = |(ai − a) + (a− aj)| ≤ |ai − a|+ |aj − a| < ε. ò.å. a1, a2, . . .
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Îáðàòíî: åñëè a1, a2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî
ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 îíà ýêâèâàëåíòíà äåñÿòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîòîðîãî
÷èñëà è ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ÷èñëó ñîãëàñíî çàäà÷å 1.9. �
Òåîðåìà 1.4 (òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà). Èç âñÿêîé (áåñêîíå÷íîé)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îòðåçêå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå ýòîãî îòðåçêà .
Proof. Ïóñòü r1, r2, · · · ∈ [a, b] = I1. Ïîäåëèì I1 íà ðàâíûå îòðåçêè [a, b1] è
[b1, b]. Îäèí èç íèõ (íàçîâåì åãî I2) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàçäåëèì òåïåðü åãî ïîïîëàì Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ I1, I2, . . . , äëèíà êîòîðûõ
ðàâíà b−a

2i−1 è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîçüìåì èç êàæäîãî îòðåçêà ïî îäíîé òî÷êå ci ∈ Ii.
Òîãäà |ci − cj| < (b−a)

2m−1 ïðè i, j > m. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c1, c2, . . . èìååò ïðåäåë. Åñëè ýòîò ïðåäåë c íå ïðèíàäëåæèò
[a, b], íàïðèìåð c > b, òî ci > b, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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Çàäà÷à 1.13. Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíûì, åñëè çàìåíèòü
"îòðåçîê" íà "èíòåðâàë".

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà èíòåðâàëàìè ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîäìíîæåñòâî I ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
(ñîîòâåòñòâåííî, îãðàíè÷åííûì ñâåðõó èëè îãðàíè÷åííûì ñíèçó), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M ∈ R òàêîå, ÷òî |I| < M (ñîîòâåòñòâåííî I < M ,
M < I).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé, åñëè ∀i ∈ N : ai+1 ≥ ai, è ìîíîòîííî óáûâàþùåé, åñëè
∀i ∈ N : ai+1 ≤ ai. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà
ëèáî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ëèáî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ. Åñëè, êîìå òîãî âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷íû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþòñÿ ñòðîãî
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåé è ñòðîãî ìîíîòîííîé
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 1.15. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåë.

Çàäà÷à 1.16. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü en = (1 + 1
n
)n îãðàíè÷åííà è

ìîíîòîííà. Åå ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé e.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . ñòðåìèòñÿ ê +∞,
åñëè ∀A ∈ R,∃n ∈ N,∀i > n : ai > A. Îáîçíà÷åíèå lim

i→∞
ai = +∞ èëè ai → +∞.

Ðàâåíñòâî lim
i→∞

ai = −∞ îçíà÷àåò, ÷òî lim
i→∞

(−ai) = +∞.

Çàäà÷à 1.17. Ïóñòü lim
n→∞

an = +∞, lim
n→∞

bn = +∞, lim
n→∞

cn = c ∈ R. Äîêàæèòå,
÷òî 1) lim

n→∞
(an + cn) = +∞; 2) lim

n→∞
(ancn) = +∞, åñëè c > 0; 3) lim

n→∞
(a−1
n ) = 0;

4) lim
n→∞

(c−1
n ) = +∞, åñëè c = 0 è cn > 0. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an − bn) è an
bn
?

2. Íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü

2.1. Ïðåäåëû ôóíêöèé. Èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè c ∈ R. Îêðåñòíîñòü òî÷êè c áåç ñàìîé òî÷êè c íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòüþ.

Ôóíêöèåé f íà ïîäìíîæåñòâå I ⊂ R íàçûâàþò îòîáðàæåíèå f : I → R. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, òî I � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü I ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ïðîêîëîòûìè îêðåñòíîñòÿìè
òî÷êè c. Ãîâîðÿò, ÷òî "ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê l ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê c" èëè "l
� ïðåäåë f â òî÷êå c", è ïèøóò lim

x→c
f(x) = l, åñëè

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ (x ∈ I, 0 < |x− c| < δ) : |f(x)− l| < ε.
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ I ôóíêöèè f ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè
ïðîêîëîòûìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè c. Òîãäà lim

x→c
f(x) = l, åñëè è òîëüêî åñëè

lim
i→∞

f(ci) = l äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ci ⊂ I \ c ñõîäÿùåéñÿ ê c.

Proof. Ïóñòü lim
x→c

f(x) = l è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ci} ⊂ I, ñõîäèòñÿ ê c. Òîãäà, ââèäó
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∀ δ > 0, ∃ n, ∀m > n : |cn − c| < δ. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è, èñïîëüçóþ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè, âûáåðåì δ > 0
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ∀ (x ∈ I, 0 < |x − c| < δ) : |f(x) − l| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî
|f(cm)− l| < ε ïðè m > n.

Ïóñòü òåïåðü lim
i→∞

f(ci) = l äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ci ⊂ I ñõîäÿùåéñÿ ê c.
Äîêàæåì, ÷òî ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ (x ∈ I, 0 < |x−c| < δ) : |f(x)− l| < ε. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ∃ ε > 0, ∀ δ > 0, ∃ (x ∈ I, 0 < |x − c| < δ) : |f(x) − l| > ε.
Ðàññìîòðèì ñõîäÿùóþñÿ ê 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn. Ñîãëàñíî íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn ⊂ I òàêàÿ, ÷òî 0 < |cn − c| < δn
è |f(cn) − l| > ε. Òàêèì îáðàçîì, lim

n→∞
cn = c, íî |f(cn) − l| > ε è, â ÷àñòíîñòè,

lim
n→∞

f(cn) 6= l. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå. �

Òåîðåìà 2.1 ïîçâîëÿåò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïðåäåëîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ïðî
ïðåäåëû ôóíêöèé. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, íàïðèìåð
Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè lim

x→c
f1(x) = l1 è lim

x→c
f2(x) = l2, òî lim

x→c
(f1 + f2)(x) = l1 + l2.

Çàäà÷à 2.1. Äàéòå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ,ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè
çàäà÷ 1.10, 1.11, 1.17 è ëåììû 1.4 äëÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé.
Ïóñòü I ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ïðîêîëîòûìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè c. Òîãäà
ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê c åñëè è òîëüêî åñëè
∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ (x, x′ ∈ I, 0 < |x− c| < δ, 0 < |x′ − c| < δ) : |f(x)− f(x′)| < ε.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b, ïðè÷åì ∃ ε0 > 0, ∀ (x ∈ I, 0 < |x−a| < ε0) : f(x) 6= b,.
Ïóñòü ôóíêöèè g îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷è b è
lim
x→b

g(x) = l. Òîãäà lim
x→a

g(f(x)) = l.

Proof. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà ∃ δ̃ > 0, ∀ 0 < |y − b| < δ̃ : |g(y) − l| < ε. Êðîìå òîãî,
∃ 0 < δ < ε0, ∀ (x ∈ I, 0 < |x − a| < δ) : 0 < |f(x) − b| < δ̃ è, ñëåäîâàòåëüíî,
|g(f(x))− l| < ε. �
Çàäà÷à 2.3. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè â ëåììå 2.1 óáðàòü óñëîâèå
∃ε0 > 0, ∀ (x ∈ I, 0 < |x− a| < ε0) : f(x) 6= b

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû ïðè x → x0,
åñëè â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h(x), òàêàÿ ÷òî
f(x) = g(x)h(x) è lim

x→x0

h(x) = 1. Ýêâèâàëåíòíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ f ∼ g.

Ïðèìåð 2.1. Åñëè lim
x→x0

f(x) = l, l 6= 0, òî f ∼ l ïðè x→ x0.
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Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f1 ∼ f2 è f2 ∼ f3, òî f1 ∼ f3.
Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî sinx ∼ x è ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0.
Çàäà÷à 2.6. Ïóñòü f1 ∼ f2 è g1 ∼ g2, ïðè x → x0, ïðè÷åì g1g2 6= 0 â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0. Äîêàæèòå, ÷òî f1g1 ∼ f2g2 è f1

g1
∼ f2

g2
ïðè x → x0. Âåðíî ëè, ÷òî

f1 + g1 ∼ f2 + g2?
Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè f ∼ axn (a 6= 0) ïðè x → 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) åñòü
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîðÿäêà n.
Îïðåäåëåíèå 2.4. Îáû÷íî ïèøóò "f = o(g) ïðè x → x0", åñëè ïðè x 6= x0

f(x) = g(x)h(x), ãäå lim
x→x0

h(x) = 0. Àíàëîãè÷íî ïèøóò "f = O(g) ïðè x→ x0", åñëè
f(x) = g(x)h(x) ïðè x 6= x0, ãäå ôóíêöèÿ h(x) îãðàíè÷åíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0.
Ïðèìåð 2.2. Âûðàæåíèå "o(1) ïðè x → x0" îçíà÷àåò, ÷òî o(1) � ôóíêöèÿ îò x,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê 0 ïðè x → x0. Âûðàæåíèå "O(1) ïðè x → x0" îçíà÷àåò, ÷òî O(1)
� ôóíêöèÿ îò x, îãðàíè÷åííàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

Èíòåðâàë ñ ëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì) êîíöîì â òî÷êå c íàçûâàåòñÿ ëåâîé
(ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé) ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü I ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ïðàâûìè ïðîêîëîòûìè
îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè c. Ãîâîðÿò, ÷òî "ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê l ïðè x,
ñòðåìÿùåìñÿ ê c ñïðàâà" èëè "l � ïðàâûé ïðåäåë f â òî÷êå c", è ïèøóò
lim

x→c+0
f(x) = l, åñëè

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ (x ∈ I, 0 < x− c < δ) : |f(x)− l| < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ðàâåíñòâî lim
x→+∞

f(x) = l îçíà÷àåò, ÷òî I ∩ {x > N} 6= ∅ äëÿ
âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ N è
∀ ε > 0, ∃ n > 0, ∀ x > n : |f(x)− l| < ε.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî "f ñòðåìèòñÿ ê l ïðè x ñòðåìÿùèìñÿ ê +∞".
Çàäà÷à 2.7. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà lim

x→c−0
f(x) = l è ïðåäåëà lim

x→−∞
f(x) = l.

Çàäà÷à 2.8. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå äëÿ ñëó÷àé ïðàâûõ, ëåâûõ è ïðåäåëîâ ïðè
x→ ±∞ âñå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ î ïðåäåëàõ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 2.9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé ôóíêöèè è äîêàæèòå, ÷òî
ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå, èìååò ïðåäåëû
ñïðàâà è ñëåâà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.

2.2. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå I ⊂ R, íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ I, åñëè

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ (x ∈ I, |x− x0| < δ) : |f(x)− f(x0)| < ε.

Çàäà÷à 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0), òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è îáëàñòü åå
îïðåäåëåíèÿ ïåðåñåêàåò ëþáóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, òî lim

x→x0

f(x) = f(x0).
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Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
I ⊂ R, íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ f ïåðåâîäèò
ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðèíàäëåæàùóþ I è ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0, â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê f(x0).
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå I ⊂ R, åñëè
îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà I.
Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ, ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f è g òîæå íåïðåðûâíû. Êðîìå òîãî, åñëè g(x) 6= 0, òî
íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ f(x)

g(x)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sup(I) (÷èòàåòñÿ ñóïðåìóì) íàèìåíüøåå èç ÷èñåë b òàêèõ, ÷òî
∀x ∈ I : x ≤ b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç inf(I) (÷èòàåòñÿ èíôèíóì) íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a,
òàêèõ ÷òî ∀x ∈ I : a ≤ x.
Çàäà÷à 2.13. Ïóñòü I ⊂ R. Äîêàæèòå, ÷òî sup(I) ñóùåñòâóåò, åñëè ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíî ñâåðõó è inf(I) ñóùåñòâóåò åñëè ìíîæåñòâî I îãðàíè÷åíî ñíèçó
Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü ìíîæåñòâî I ⊂ R ñîñòîèò èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìîæåò
ëè sup(I) èëè inf(I) áûòü èððàöèîíàëüíûì?
Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà I. Ãîâîðÿò, ÷òî f äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà íà I, åñëè ∃y ∈ I, ∀x ∈ I : f(x) ≤ f(y). Â ýòîì ñëó÷àå
ïèøóò f(y) = max

x∈[a,b]
f(x). Ãîâîðÿò, ÷òî f äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà I, åñëè

∃y ∈ I, ∀x ∈ I : f(x) ≥ f(y). Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f(y) = min
x∈[a,b]

f(x).

Òåîðåìà 2.2. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] äîñòèãàåò ìèíèìóìà è
ìàêñèìóìà.
Proof. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæåì ñíà÷àëà,
÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
∀n ∈ N, ∃xn ∈ [a, b] : f(xn) > n. Â ÷àñòíîñòè, lim

n→+∞
f(xn) = +∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå

Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn1 , xn2 , . . . , èìåþùàÿ
ïðåäåë lim

i→∞
xni = x0 ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) = lim

i→∞
f(xni) = +∞,÷òî

íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî f([a, b]) îãðàíè÷åíî ñâåðõó è, ñîãëàñíî

çàäà÷å 2.13, ñóùåñòâóåò M = sup
x∈[a,b]

(f(x)). Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀n ∈ N, ∃xn ∈ [a, b] : M − 1
n
≤ f(xn) ≤ M . Çíà÷èò, lim

n→∞
f(xn) = M . Ñîãëàñíî

òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn1 , xn2 , . . . ,
èìåþùàÿ ïðåäåë lim

i→∞
xni = x0 ∈ [a, b]. Íî òîãäà f(x0) = lim

i→∞
f(xni) = M , è,

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå x0. Ñóùåñòâîâàíèå
ìèíèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî �
Çàäà÷à 2.15. Âåðíà ëè ýòà òåîðåìà äëÿ (îòêðûòîãî) èíòåðâàëà (a, b)?

Òåîðåìà 2.3. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå [a, b] ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ
ìåæäó f(a) è f(b).
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Proof. Ïóñòü f(a) < f(b) è µ ∈ (f(a), f(b)). Ïîëîæèì E = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ µ} è
c = sup(E). Òîãäà f(c) ≤ µ < f(b), â ÷àñòíîñòè, c < b. Äîêàæåì, ÷òî f(c) = µ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(c) < µ. Ïîëîæèì α = µ−f(c) > 0. Òîãäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè
f ìû èìååì ∃ δ > 0, ∀ c < c′ < c+δ : |f(c′)−f(c)| < α. Â ÷àñòíîñòè f(c′) < f(c)+α = µ
è c′ ∈ E. Òàêèì îáðàçîì, c = sup(E) > c′ > c, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëó÷àé f(a) > f(b)
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå 2.2. Íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì.

Proof. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2,
ñóùåñòâóþò c, d ∈ [a, b], òàêèå ÷òî f(c) = min

x∈[a,b]
f(x) è f(d) = max

x∈[a,b]
f(x)

îòêóäà f([a, b]) ⊂ [f(c), f(d)]. Íî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3, ìû èìååì
[f(c), f(d)] ⊂ f(I) ⊂ f([a, b]), ãäå I � îòðåçîê ñ êîíöàìè c è d. Ñëåäîâàòåëüíî,
f([a, b]) = [f(c), f(d)]. �

Çàäà÷à 2.16. Îáÿçàòåëüíî ëè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ ëþáîé
îòðåçîê â îòðåçîê?

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå I, è ôóíêöèÿ g,
îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå J , íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, åñëè f(I) = J ,
g(J) = I è ∀x ∈ J : f(g(x)) = x, ∀x ∈ I : g(f(x)) = x.

Çàäà÷à 2.17. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò
îáðàòíóþ, îíà íåïðåðûâíà, è åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x
ãðàôèêó èñõîäíîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 2.1. Âñÿêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U îêðåñòíîñòü òî÷êè x0

ñîäåðæèò ñèììåòðè÷íóþ ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü, òî åñòü, îêðåñòíîñòü âèäà
Uρ = {x||x − x0| < ρ}. Ïîýòîìó âî âñåõ íàøèõ îïðåäåëåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ
óñëîâèå âèäà |x−x0| < ρ ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå "x ïðèíàäëåæèò ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0". Â òàêîì âèäå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå ìíîæåñòâî, ãäå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå "îêðåñòíîñòü
òî÷êè". Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì íàáëþäåíèåì.

2.3. Ïðîèçâîäíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.11. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå I ⊂ R, íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ I, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

,

íàçûâàåìûé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü f(x) = xn. Òîãäà f(x0 + h)− f(x0) = (x0 + h)n − xn0 =
xn0 +nxn−1

0 h+ g(x0)h2−xn0 = nxn−1
0 h+ g(x0)h2, ãäå g(x0) � ïîëèíîì îò x0. Ïîëîæèì

h = x− x0. Òîãäà f ′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= lim
h→0

(nxn−1
0 + g(x0)h) = nxn−1

0

Çàäà÷à 2.18. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ: à) ïðîèçâîäíîé ñïðàâà; á) ïðîèçâîäíîé ñëåâà; â)
áåñêîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé (+∞ è −∞).
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Òåîðåìà 2.4. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, è èìååò òàì ïðîèçâîäíóþ
f ′(x0), åñëè è òîëüêî åñëè
f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + h o(1) ïðè h→ 0.

Proof. Ïîëîæèì x = x0 + h. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì
lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′(x0). Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x0 + h)− f(x0) = h(f ′(x0) + ε(h)), ãäå lim

h→0
ε(h) = lim

h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

− f ′(x0) = 0. �

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî
f(x) = f(x0) + (x − x0)f ′(x0) + (x − x0)o(1) ïðè x → x0 è f íåïðåðûâíà â
òî÷êå x0.
Proof. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé h = x − x0. Èç ïåðâîãî
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò lim

x→x0

f(x) = f(x0). �

Çàäà÷à 2.19. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4, äîêàæèòå, ÷òî (u + v)′ = u′ + v′,
(uv)′ = u′v + uv′, (un)′ = nun−1u′, è åñëè v 6= 0, òî

(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2 .
Òåîðåìà 2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à
ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå u(x0). Òîãäà ôóíêöèÿ F (x) = f(u(x))
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è F ′(x0) = f ′(u(x0))u′(x0).
Proof. Ïîëîæèì u0 = u(x0). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 u(x0 + h) = u0 + hv(h), ãäå
lim
h→0

v(h) = u′(x0) è f(u0 + l) = f(u0) + lg(l), ãäå lim
l→0

g(l) = f ′(u0). Ïîýòîìó
F (x0 +h) = f(u(x0 +h)) = f(u0 +hv(h)) = f(u0)+ lg(l), ãäå l = hv(h). Òàêèì îáðàçîì,
F ′(x0) = lim

h→0

F (x0+h)−F (x0)
h

= lim
h→0

v(h)g(hv(h)) = (lim
h→0

v(h))(lim
h→0

g(hv(h))) = u′(x0)f ′(u0).
�

Çàäà÷à 2.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(−x) = f(x) è ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà,
òî f ′(−x) = −f ′(x).
Ëåììà 2.2. Ïóñòü f ′(x0) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
f(x0 − h) < f(x0) < f(x0 + h) ïðè 0 < h < δ.
Proof. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
ξ(h) = f(x0+h)−f(x0)

h
− f ′(x0) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè h → 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0, ÷òî f ′(x0)− f(x0+h)−f(x0)
h

< f ′(x0) ïðè |h| < δ. Íî òîãäà f(x0+h)−f(x0)
h

> 0,
òî åñòü f(x0 + h)− f(x0) > 0, ïðè h > 0 è f(x0 + h)− f(x0) < 0, ïðè h < 0. �
Çàäà÷à 2.21. Êàê âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ ïðè f ′(x0) < 0.
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(y) ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó,
ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, f ′(x0) 6= 0. Òîãäà,åñëè ôóíêöèÿ
g(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = f(x0), òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è
g′(y0) = 1

f ′(x0)
.

Proof. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ g îçíà÷àåò, ÷òî lim
y→y0

x(y) = x0. Ñëåäîâàòåëüíî

lim
y→y0

g(y)− g(y0)

y − y0

= lim
x→x0

x− x0

f(x)− f(x0)
= lim

x→x0

(f(x)− f(x0)

x− x0

)−1

= (f ′(x0))−1.

�
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Çàäà÷à 2.22. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îáðàòíûõ äðóã äðóãó ôóíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå, à äðóãàÿ íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ â
îáðàçå ýòîé òî÷êè.
Çàäà÷à 2.23. Äîêàæèòå, ÷òî (xa)′ = axa−1, (sinx)′ = cos x, (cosx)′ = − sinx,
(tg x)′ = 1

cos2 x
, (ctg x)′ = − 1

sin2 x
, (ax)′ = ax ln a, (loga x)′ = 1

x ln a
, (arcsin x)′ = 1√

1−x2 ,
(arccos x)′ = − 1√

1−x2 , (arctg x)′ = 1
1+x2 , (arcctg x)′ = − 1

1+x2 .

2.4. Ïðîèçâîäíàÿ íà èíòåðâàëå.
Îïðåäåëåíèå 2.12. Ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà I
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà I

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå I = [a, b],
(ãäå a < b), è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
Îïðåäåëåíèå 2.13. Ãîâîðÿò, ÷òî x0 ∈ (a, b) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà íà
(a, b), åñëè ∃α > 0 ∀ |x − x0| < α : f(x) ≤ f(x0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Òåîðåìà 2.7 (òåîðåìà Ôåðìà). Ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è
ìàêñèìóìà íà (a, b) ðàâíà íóëþ.
Proof. Ïóñòü x0 ∈ (a, b) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Òîãäà
íåðàâåíñòâî f ′(x0) > 0 íåâîçìîæíî ââèäó ëåììû 2.2. Àíàëîãè÷íî, íåðàâåíñòâî
f ′(x0) < 0 íåâîçìîæíî ââèäó çàäà÷è 2.21. �
Òåîðåìà 2.8 (òåîðåìà Ðîëëÿ). Åñëè f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b),
òàêàÿ ÷òî f ′(c) = 0.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, ñóùåñòâóþò òî÷êè x1,x2 ∈ [a,b], òàêèå ÷òî
f(x1) = max

x∈[a,b]
f(x) è f(x2) = min

x∈[a,b]
f(x). Åñëè òî÷êè x1 è x2 ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè îòðåçêà,

òî max
x∈[a,b]

f(x) = f(a) = f(b) = min
x∈[a,b]

f(x). Ñëåäîâàòåëüíî f(x) � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
è f ′(x) = 0 íà âñåì (a,b). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èëè ìèíèìàëüíîå, èëè ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x ∈ (a,b) è f ′(x) = 0 ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7. �
Òåîðåìà 2.9 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b), òàêàÿ ÷òî
f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).
Proof. Ïîëîæèì φ(x) = (f(x) − f(a)) − f(b)−f(a)

b−a (x − a). Òîãäà φ(a) = 0 = φ(b) è,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.8, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b), òàêàÿ ÷òî 0 = φ′(c) = f ′(c)− f(b)−f(a)

b−a .
�

Ñëåäñòâèå 2.4. Ôóíêöèÿ f íà èíòåðâàëå (a, b)
1) ïîñòîÿííà, åñëè è òîëüêî åñëè f ′(x) = 0 ïðè x ∈ (a, b);
2) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, åñëè è òîëüêî åñëè f ′(x) ≥ 0 ïðè x ∈ (a, b);
3) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, åñëè f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (a, b).

Çàäà÷à 2.24. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê ï. 3 ñëåäñòâèÿ 2.4?
Òåîðåìà 2.10 (òåîðåìà Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà [a, b],
äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b) è g′(x) 6= 0 íà (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b),
òàêàÿ ÷òî f(b)−f(a)

g(b)−g(a)
= f ′(c)

g′(c) .
12



Proof. Ðàâåíñòâî g(b) = g(a) ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.8 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
F (x) = (f(x) − f(a)) − f(b)−f(a)

g(b)−g(a)
(g(x) − g(b)) êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Íî òîãäà

F (b) = f(b) − f(a) = F (a) è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.8, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b),
òàêàÿ ÷òî 0 = F ′(c) = f ′(c)− f(b)−f(a)

g(b)−g(a)
g′(c). �

2.5. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.
Òåîðåìà 2.11 (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f, g : [a, b]→ R íåïðåðûâíû íà
[a, b], äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b), f(a) = g(a) = 0 è g′(x) 6= 0 íà (a, b). Òîãäà åñëè
ïðåäåë lim

x→a
f ′(x)
g′(x)

ñóùåñòâóåò, òî lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.10, äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò òî÷êà c = c(x) ∈ (a, x),
òàêàÿ ÷òî f(x)

g(x)
= f(x)−f(a)

g(x)−g(a)
= f ′(c)

g′(c) . Êðîìå òîãî, c ñòðåìèòñÿ ê a åñëè x ñòðåìèòñÿ ê a.
Òàêèì îáðàçîì, lim

x→a
f(x)
g(x)

= lim
c→a

f ′(c)
g′(c) = lim

x→a
f ′(x)
g′(x)

. �

Ïðèìåð 2.4. Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ lim
x→0

tgx−x
x−sinx

= lim
x→0

1/ cos2 x−1
1−cosx

=

= lim
x→0

1
cos2 x

· 1−cos2 x
1−cosx

= lim
x→0

1+cosx
cos2 x

= 2.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü a > 0, ôóíêöèè f, g : [a,+∞) → R äèôôåðåíöèðóåìû íà
ïîëóïðÿìîé [a,+∞), g′(x) 6= 0 íà [a,+∞) è lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
g(x) = 0. Òîãäà, åñëè

ïðåäåë lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

ñóùåñòâóåò, òî lim
x→+∞

f(x)
g(x)

= lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

.

Proof. Ïîëîæèì t = 1
x
. Òîãäà ,ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.5 è 2.11

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0

f(1/t)

g(1/t)
= lim

t→0

f ′(1/t)(−1/t2)

g′(1/t)(−1/t2)
= lim

t→0

f ′(1/t)
g′(1/t)

= lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

�
Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : (a, b]→ R íåïðåðûâíû íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b],
äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b), g′(x) 6= 0 íà (a, b) è lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = +∞. Òîãäà,

åñëè ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

ñóùåñòâóåò, òî lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

Proof. Ïóñòü K = lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

, òî åñòü ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ |x− a| < δ : K − ε
2
< f ′(x)

g′(x)
< K + ε

2
.

Ïóñòü a < x0 < a + δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò a < x̃ < x0 < a + δ
òàêîé ÷òî f(x) > f(x0) è g(x) > g(x0) ïðè a < x < x̃. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Êîøè 2.10, ñóùåñòâóåò òî÷êà c = c(x, x0) ∈ (x, x0), òàêàÿ ÷òî
f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

= f ′(c)
g′(c) , è, ñëåäîâàòåëüíî, K − ε

2
< f(x)−f(x0)

g(x)−g(x0)
< K + ε

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

= f(x)
g(x)

h(x), ãäå h(x) = 1−f(x0)/f(x)
1−g(x0)/g(x)

> 0 ïðè a < x < x̃. Ñëåäîâàòåëüíî,(
K − ε

2

)
h−1(x) ≤ f(x)

g(x)
≤
(
K + ε

2

)
h−1(x). Ââèäó lim

x→a
h(x) = 1 îòñþäà ñëåäóåò

K − ε ≤ f(x)
g(x)
≤ K + ε, òî åñòü, lim

x→a
f(x)
g(x)

= K = lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

. �

Çàäà÷à 2.25. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ è â ñëó÷àå
lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = +∞.
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3. Èíòåãðàë
3.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f , åñëè îíà
äèôôåðåíöèðóåìà è F ′ = f .
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå I. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íà èìååò âèä {F + λ}, ãäå F � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ
è λ ∈ R.
Proof. Åñëè G = F +λ, òî G′ = F ′ = f . Åñëè G′ = F ′ = f , òî (G−F )′ = 0 è G−F = λ
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.4. �
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ
íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ

∫
f(x) dx.

Çàäà÷à 3.1. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 2.19 äîêàæèòå àääèòèâíîñòü íåîïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà

∫
(c1f(x) + c2g(x)) dx = c1

∫
f(x) dx + c2

∫
g(x) dx è ôîðìóëó

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)− ∫ u(x)v′(x) dx

Òåîðåìà 3.2. (o çàìåíå ïåðåìåííûõ) Ïóñòü J = [α, β], ôóíêöèÿ φ : J → R
äèôôåðåíöèðóåìà, φ(J) ∈ I è ôóíêöèÿ f : I → R èìååò ïåðâîîáðàçíóþ. Òîãäà∫
f(x)dx =

∫
f(φ(t))dφ, ãäå dφ = φ′(t)dt.

Proof. Ïóñòü F ′(x) = f(x) è x = φ(t). Òîãäà (F (φ(t)))′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t).
Òàêèì îáðàçîì,

∫
f(φ(t))φ′(t) = F (φ(t)) = F (x) =

∫
f(x) dx �

Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
1)
∫
xα dx = xα+1

α+1
+ C (x > 0, α ∈ R, α 6= −1);

2)
∫

dx
x

=

{
ln |x|+ C1, x > 0,

ln |x|+ C2, x < 0;

3)
∫

sinx dx = − cosx+ C,
∫

cosx dx = sin x+ C;
4)
∫
ax dx = ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1);

5)
∫

sinhx dx = cosh x+ C,
∫

coth x dx = sinh x+ C;
6)
∫

dx√
1−x2 = arcsin x+ C,

∫
dx

1+x2 = arctan x+ C;
7)
∫

dx√
1+x2 = arcsinhx+ C = ln(x+

√
1 + x2) + C.

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü c > b2 è ∆ =
√
c− b2. Ïîëîæèì In =

∫
dx

(x2+2bx+c)n

Äîêàæèòå, ÷òî

I1 =
arctan

(
x+b
∆

)

∆
+ C

è
In =

x+ b

2∆2(n− 1)(x2 + 2bx+ c)n−1
+

2n− 3

2∆2(n− 1)
In−1 + C

ïðè n > 1.
∫

x dx

x2 + 2bc+ c
=

1

2
ln |x2 + 2bx+ c| − bI1 + C

è ∫
x dx

(x2 + 2bc+ c)n
= − 1

2(n− 1)(x2 + 2bx+ c)n−1
− bIn + C

ïðè n > 1.
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3.2. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ âèäà f(x) =

n∑
i=1

αix
i
/ m∑

i=1

βix
i, ãäå αi, βi ∈ R.

Çàäà÷à 3.4. Èñïîëüçóÿ ñóùåñòâîâàíèå n êîìïëåêñíûõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
n, äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

R(x) +
k∑
i=1

λi∑
j=1

Aij
(x+ ai)j

+
l∑

i=1

γi∑
j=1

Bi
jx+ Ci

j

(x2 + 2bix+ ci)j
,

ãäå R(x) � âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí, Aij, Bi
j, C

i
j, ai, bi, ci ∈ R è ci > b2

i .

I. Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóþòñÿ â 2 ýòàïà:
1. Ïðèâåäåíèå ê âèäó

(∗) R(x) +
k∑
i=1

λi∑
j=1

Aij
(x+ ai)j

+
l∑

i=1

γi∑
j=1

Bi
jx+ Ci

j

(x2 + 2bix+ ci)j
.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé
Aij

(x+ ai)j
,

Bi
jx

(x2 + 2bix+ ci)j
,

C i
j

(x2 + 2bix+ ci)j

(çàäà÷à 9.3). Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (∗) óäîáíî èñêàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Ïðåäñòàâèì çíàìåíàòåëü â âèäå

m∑
j=1

βjx
j =

k∏
i=1

(x+ ai)
λi

l∏
i=1

(x2 + 2bix+ ci)
γi

è òåì ñàìûì íàéäåì k, l, λi, γi, ai, bi, ci.
2. Íàéäåì R(x) êàê ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

n∑
i=1

αix
i è

m∑
j=1

βjx
j.

3. Íàïèøåì ðàçëîæåíèå (∗) ôóíêöèè f , ñ÷èòàÿ, ÷òî Aij, Bi
j, Ci

j � íåèçâåñòíûå
êîýôôèöèåíòû.

4. Ïðèâåäåì âûðàæåíèå (∗) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû
ïîëèíîìîâ#÷èñëèòåëåé.

5. Ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà Aij, Bi
j, C

i
j.

Ïðèìåð 3.1. Íàéäåì
∫

3
x3−1

dx. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì 3
x3−1

:
3

x3 − 1
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
;

3 = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1) =

= (A+B)x2 + (A+ C −B)x+ (A− C);



A+B = 0,

A+ C −B = 0,

A− C = 3;





A = 1,

B = −1,

C = −2;

3

x3 − 1
=

1

x− 1
− x

x2 + x+ 1
− 2

1

x2 + x+ 1
.

Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå äðîáè:
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∫
dx

x− 1
=

{
ln |x− 1|+ C1,x > 1,

ln |x− 1|+ C2,x < 1;

∫
1

x2 + x+ 1
dx =

arctan

(
x+1/2√
1−(1/2)2

)

√
1− (1/2)2

+ C = =

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

))
+ C;

∫
x

x2 + x+ 1
dx =

1

2
ln |x2 + x+ 1| − 1

2

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

))
+ C.

Èòîãî:
∫

3 dx

x3− 1
=

=





ln |x− 1| − 2

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

))
−

−
(

1

2
ln |x2 + x+ 1| − 1

2

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

)))
+C1, x> 1;

ln |x− 1| − 2

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

))
−

−
(

1

2
ln |x2 + x+ 1| − 1

2

√
4

3
arctan

(√
4

3

(
x+

1

2

)))
+C2, x< 1

=





ln |x− 1| − 1

2
ln |x2 + x+ 1| −

−
√

3 arctan
(2x+ 1√

3

)
+C1, x> 1;

ln |x− 1| − 1

2
ln |x2 + x+ 1| −

−
√

3 arctan
(2x+ 1√

3

)
+C2, x< 1.

II. Ïóñòü f(t)� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäåì
∫
f(et) dt. Ïîëîæèì x = et è

t = ln(x). Òîãäà
∫
f(et) dt =

∫ f(et)
et
· (et)′ dt =

∫ f(x)
x
dx � èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèè.

Ïðèìåð 3.2. Íàéäåì
∫

e3t+1
et+1

dt. Çàìåòèì, ÷òî e3t+1
et+1

= f(et), ãäå f(x) = x2 − x + 1.
Ïîëîæèì x = et. Òîãäà, ïðè x > 0,
∫
f(et) dt =

∫
x2 − x+ 1

x
dx =

∫ (
x− 1 +

1

x

)
dx =

=
1

2
x2 − x+ ln |x|+ C =

1

2
e2t − et + t+ C.

III. Ïóñòü f(u, v)� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f(u, v) = P (u,v)
Q(u,v)

, ãäå P (u, v) è
Q(u, v)� ïîëèíîìû. Íàéäåì

∫
f(cosx, sinx) dx. Ïîëîæèì t = tan x

2
. Òîãäà
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x = φ(t) = 2 · arctan t,

cosx =
1− tan2(x/2)

1 + tan2(x/2)
=

1− t2
1 + t2

, sinx =
2 · tan(x/2)

1 + tan2(x/2)
.

è φ′(t) = 2
1+t2

. Òàêèì îáðàçîì,
∫
f(cosx, sinx) dx =

∫
f
(1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

) 2

1 + t2
dt

� èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 3.3. Íàéäåì

∫
dx

3+cosx
. Ìû èìååì

∫
dx

3 + cos x
=

∫
1

3 + 1−t2
1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
1

2 + t2
dt =

=
1√
2

arctan
t√
2

+ C =
1√
2

arctan
tan(x/2)√

2
+ C.

IV. Ïóñòü f(u, v)� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäåì èíòåãðàë
∫
f

(
x, m

√
ax+b
cx+d

)
dx. Ïîëîæèì t = m

√
ax+b
cx+d

. Òîãäà x = φ(t) = dtm−b
−ctm+a

è

φ′(t) = ad−bc
(−ctm+a)2mt

m−1. Òàêèì îáðàçîì,
∫
f

(
x,

m

√
ax+ b

cx+ d

)
dx =

∫
f
( dtm − b
−ctm + a

, t
) ad− bc

(−ctm + a)2
mtm−1 dt

� èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 3.4. Íàéäåì

∫ √
x+1
x

dx. Ïîëîæèì t =
√
x+ 1, òîãäà x = t2 − 1, x′ = 2t è

ìû ïîëó÷àåì
∫ √

x+ 1

x
dx =

∫
t

t2 − 1
2t dt =

∫
2t2

t2 − 1
dt =

=

∫ (
2 +

1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = 2t+ ln |t− 1| − ln |t+ 1|+ C1,2,3 =

= 2
√
x+ 1 + ln |√x+ 1− 1| − ln |√x+ 1 + 1|+ C1,2.

V. Êîìáèíèðóÿ ïîäñòàíîâêè II, III è IV, ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ëþáóþ
ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò et, cos t, sin t è m

√
ax+b
cx+d

.

3.3. Àïïðîêñèìàöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî I� îäíî
èç ìíîæåñòâ âèäà [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (−∞,a], (−∞,a), [a,+∞), (a,+∞),
(−∞,+∞).
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà I, åñëè
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ |x− x′| < δ; x, x′ ∈ I : |f(x)− f(x′)| < ε.
Çàäà÷à 3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
Ïðèìåð 3.5. Ôóíêöèÿ f(x) = x2 íà R íåïðåðûâíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x = 1/δ,
x′ = 1/δ + δ, òî |x− x′| = δ, íî

|f(x)− f(x′)| = |1/δ2 − 1/δ2 − 2− δ2| = 2 + δ2 > 2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.
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Òåîðåìà 3.3. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
íåì.
Proof. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî åñòü ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà,
íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà
∃ ε > 0 ∀n ∈ N ∃ |xn − yn| < 1/n : |f(xn) − f(yn)| ≥ ε.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xn1 , xn2 , . . . , òàêàÿ ÷òî lim

i→∞
xni = x ∈ [a, b]. Ïîñêîëüêó

lim
i→∞

(xni − yni) = 0, ìû èìååì lim
i→∞

yni = x. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè f(x), âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà lim

i→∞
f(xni) = f(x) = lim

i→∞
f(yni). Ñëåäîâàòåëüíî, |f(xni) − f(yni)| < ε äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i, ÷òî íåâîçìîæíî. �

Îïðåäåëåíèå 3.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g : I → R ïðèíàäëåæèò ε-
îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ f : I → R, åñëè |f(x)− g(x)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ I

Ôóíêöèþ íà îòðåçêå [a, b], ïîñòîÿííóþ íà èíòåðâàëàõ (xi, xi+1], ãäå
a = x0 < · · · < xn = b íàçîâåì ñòóïåí÷àòîé.
Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîì ε > 0, ε-îêðåñòíîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå
ñîäåðæèò ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ.
Proof. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] è ε > 0. Òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.3, ∃ δ > 0 ∀ |x − x′| < δ; x, x′ ∈ I : |f(x) − f(x′)| < ε. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå a = x0 < · · · < xn = b, òàêîå ÷òî xi+1 − xi < δ. Ïîëîæèì
g(x) = f(xi) ïðè x ∈ (xi, xi+1] è g(a) = f(a). Òîãäà |f(x)− g(x)| < δ ïðè x ∈ [a, b]. �
Îïðåäåëåíèå 3.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f1, f2, . . . ) ôóíêöèé íà I ⊂ R
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f íà I, åñëè

∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀n > m : sup
x∈I
|fn(x)− f(x)| < ε,

òî åñòü, âñå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (f1, f2, . . . ) ïðèíàäëåæàò ε-îêðåñòíîñòè
ôóíêöèè f íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m.
Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå ñóùåñòâóåò
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùååñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè f , òî îíà ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f , òî åñòü lim

n→∞
fn(x) = f(x)

äëÿ âñåõ x ∈ I.
Ïðèìåð 3.6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fn(x) = xn íà [0, 1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ [0, 1) ìû èìååì lim

n→∞
fn(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê

f(x) = 0. Îäíàêî sup
x∈[0,1)

(fn(x) − f(x)) = sup
0≤x<1

xn = 1, è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íåò.
Çàäà÷à 3.7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} è {gn} ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà I
ê ôóíêöèÿì f è g ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn + gn}, {|fn|} è {λfn} òîæå ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèÿì f + g , |f | è λf
ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f , òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà.
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3.4. Èíòåãðàë íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx

(ýïèòåò "îïðåäåëåííûé" ÷àñòî îïóñêàåòñÿ) ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b]�ýòî ïëîùàäü
ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè f , îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = a è y = b.
Ïðè ýòîì ïëîùàäü îáëàñòåé, ëåæàùèõ âûøå îñè Ox, áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à íèæå
� ñî çíàêîì ìèíóñ. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ïëîùàäü.

Ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b] îòâå÷àåò ðàçáèåíèå
a = x0 < x1 < · · · < xn = b, òàêîå ÷òî f(x) = ci ïðè x ∈ (xi, xi+1]
(0 ≤ i < n) è f(a) = c0. Äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè èíòåãðàë ïî îïðåäåëåíèþ

ðàâåí
b∫
a

f(x) dx =
n−1∑
i=0

ci(xi+1 − xi). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïðîèçâîëüíîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 3.1

Çàäà÷à 3.9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé � òîæå
ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè è ïðè ýòîì

b∫
a

(λf + µg)(x) dx = λ
b∫
a

f(x) dx + µ
b∫
a

g(x) dx è
∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f(x)| dx.

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b]
è {fi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f .

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

b∫
a

fi(x) dx

}
ñõîäèòñÿ è ýòîò ïðåäåë ïðåäåë îäèí è òîò

æå äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê
f . Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ
b∫
a

fn(x) dx.

Proof. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ,
òî åñòü ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀n > m : |f(x) − fn(x)| < ε

4(b−a)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,|fn(x)− fn′(x)| = |(fn(x)− f(x)) + (f(x)− fn′(x))| < ε
2(b−a)

ïðè ëþáûõ

n, n′ > m. Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣∣
b∫
a

fn(x) dx−
b∫
a

fn′(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|fn(x)−fn′(x)| dx ≤
b∫
a

ε
2(b−a)

dx = ε
2
< ε

è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè,ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

b∫
a

fn(x) dx

}
ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü {gn} � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f1, g1, f2, g2, . . .
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f è, êàê óæå äîêàçàíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
b∫
a

f1(x) dx,
b∫
a

g1(x) dx,
b∫
a

f2(x) dx,
b∫
a

g2(x) dx, . . . òîæå ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, åå

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

b∫
a

fn(x) dx

}
è
{

b∫
a

gn(x) dx

}
èìåþò îäèíàêîâûé ïðåäåë. �

Çàäà÷à 3.10. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f1, f2, . . . ,
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà lim

n→∞

b∫
a

fn(x) dx =
b∫
a

f(x) dx
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Çàäà÷à 3.11. Ïóñòü f è g � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå,

÷òî òîãäà
b∫
a

(λf + µg)(x) dx = λ
b∫
a

f(x) dx + µ
b∫
a

g(x) dx Âåðíî ëè, ÷òî
b∫
a

(fg)(x) dx =
b∫
a

f(x) dx ·
b∫
a

g(x) dx?

Çàìå÷àíèå 3.1. Òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâèå f 7→
b∫
a

f(x) dx ïîðîæäàåò
íåïðåðûâíóþ (â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ëèíåéíóþ ôóíêöèþ L → R
íà áåñêîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b].

Çàäà÷à 3.12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè f(x) ≥ 0, òî
b∫
a

f(x) dx ≥ 0; 2)åñëè f(x) ≥ 0 è
b∫
a

f(x) dx = 0, òî

f(x) = 0; 3)
∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f(x)| dx; 4) min
x∈[a,b]

f(x) ≤
bR
a
f(x) dx

b−a ≤ max
x∈[a,b]

f(x);
5)åñëè g(x) ≥ 0 íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ñóùåñòâóåò c ∈ [a, b], òàêîå ÷òî
b∫
a

f(x)g(x) dx = f(c)
b∫
a

g(x) dx.

Çàäàäèì íà L ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì (f, g) =
b∫
a

(fg)(x) dx.

Òåîðåìà 3.5 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà). Ïóñòü f è g �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà (f, g)2 ≤ (f, f)(g, g), òî

åñòü
(

b∫
a

(fg)(x) dx

)2

≤
b∫
a

f 2(x) dx ·
b∫
a

g2(x) dx.

Proof. Ïîëîæèì B =
b∫
a

(fg)(x) dx, A =
b∫
a

f 2(x) dx, C =
b∫
a

g2(x) dx.

ÒîãäàAz2 + 2Bz +C =
b∫
a

(zf(x) + g(x))2 dx ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè A 6= 0 óðàâíåíèå

Az2 + 2Bz + C èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, B2 −AC ≤ 0. Ñëó÷àé
A = 0 ñëåäóåò èç çàäà÷è 3.12 �

Çàäà÷à 3.13 (ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ). Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåãðàë
ñóììîé ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] òî÷êàìè
a = x0 < x1 < · · · < xn = b íà n ðàâíûõ îòðåçêîâ. Íà ïîëóèíòåðâàëå
(xi, xi+1] àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ f ôóíêöèåé gn(x) = f(xi). Äîêàæèòå, ÷òî

ïðîèçâîäíàÿ f ′ ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åíà, òî |
b∫
a

f(x) dx −
b∫
a

gn(x) dx| ≤ M (b−a)2

2n
,

ãäå M = sup
x∈[a,b]

|f ′(x)|.

3.5. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
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Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] (a < b).

Ïîëîæèì
a∫
b

f(x) dx = −
b∫
a

f(x) dx.

Çàäà÷à 3.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê α, β, γ ∈ [a, b] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:
β∫
α

f(x) dx+
γ∫
β

f(x) dx =
γ∫
α

f(x) dx.

Òåîðåìà 3.6 (òåîðåìà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
èíòåðâàëå I ⊂ R è x0 ∈ I. Òîãäà ôóíêöèÿ F (x) =

x∫
x0

f(t) dt ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé

ôóíêöèè f .

Proof. Ñîãëàñíî çàäà÷å 3.14 ìû èìååì F (x + h) − F (x) =
x+h∫
x

f(t) dt, à ñîãëàñíî
çàäà÷å 3.12 ïîëó÷àåì

min
t∈[x,x+h]

f(t) ≤ F (x+ h)− F (x)

h
≤ max

t∈[x,x+h]
f(t).

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî lim
h→0

F (x+h)−F (x)
h

ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(x).
Òàêèì îáðàçîì, F ′(x) = f(x). � �
Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè Φ� ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b],

òî
b∫
a

f(x) dx = Φ(b)− Φ(a).

Çàäà÷à 3.15. Ïóñòü J = [α, β], ôóíêöèÿ φ : J → R èìååò íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ, φ(J) ∈ I è ôóíêöèÿ f : I → R íåïðåðûâíà. Òîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ

x = φ(t) âëå÷åò
φ(β)∫
φ(α)

f(x) dx =
β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Çàäà÷à 3.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà [a, b] ñóùåñòâóåò òî÷êà

c ∈ [a, b], òàêàÿ ÷òî
b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a)

4. ×èñëîâûå ðÿäû
4.1. Ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðÿä � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ñîåäèíåííûõ
çíàêàìè +, òî åñòü âûðàæåíèå âèäà a1+a2+· · · =

∞∑
i=k

ai. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà. Ñóììû ÷èñåë An =
k+n∑
i=k

ai íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè ðÿäà. Åñëè ïðåäåë lim

n→∞
An ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî îí è íàçûâàåòñÿ

ñóììîé ðÿäà è îáîçíà÷àåòñÿ (òàê æå, êàê ñàì ðÿä)
∞∑
i=k

ai. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Åñëè êîíå÷íûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.
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Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò
ðÿä, ÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî îáðàçóþò ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàêèì
îáðàçîì, ðÿä � ýòî äðóãàÿ çàïèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðèìåð 4.1. Áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè c0, c1c2 . . . ñîîòâåòñòâóåò ðÿä
∞∑
i=0

ci10−i. Ýëåìåíòû ðÿäà èìåþò âèä ci10−i. ×àñòè÷íûå ñóììû îáðàçóþò
äåñÿòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëà. Îíà ñõîäèòñÿ ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó,
îòâå÷àþùåìó c0, c1c2 . . .

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè

∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (n > m, l ≥ 0) : |
n+l∑
i=n

ai| < ε. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ,
òî lim

i→∞
ai = 0.

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿäû
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi ñõîäÿòñÿ, òî ðÿä
∞∑
i=1

(λai +µbi)

(ãäå λ, µ ∈ R) òîæå ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà λ
∞∑
i=1

ai + µ
∞∑
i=1

bi.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðÿä, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíû, íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì.

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî
åñëè åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ñóììà íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

bi ìàæîðèðóåò ðÿä
∞∑
i=1

ai, åñëè
∃m ∈ N ∀n > m : bn ≥ an.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
i=1

bi ìàæîðèðóåò ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
i=1

ai. Òîãäà åñëè ðÿä
∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai òîæå ñõîäèòñÿ.

Proof. Ïîëîæèì An =
n∑
i=1

ai, Bn =
n∑
i=1

bi. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

bi âûòåêàåò
îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà Bn. Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà An, à
çíà÷èò, ñîãëàñíî çàäà÷å 4.4, è ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
i=1

ai. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi � ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû, ai, bi 6= 0, ïðè÷åì

ïðåäåë lim
i→∞

ai
bi

ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è îòëè÷åí îò 0. Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè

è òîëüêî åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

bi.

Proof. Ïóñòü K = lim
i→∞

ai
bi

è ðÿä
∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ. Òîãäà
∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀n > m : K− ε ≤ an

bn
≤ K+ ε è, â ÷àñòíîñòè, an ≤ bn(K+ ε). Ñîãëàñíî
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òåîðåìå 4.1, îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ai. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò

èç äîêàçàííîãî âûøå ââèäó ðàâåíñòâà lim
i→∞

bi
ai

= 1
K
. �

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi � ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû, ai, bi 6= 0 è

∃m ∈ N ∀n > m : an+1

an
≤ bn+1

bn
. Òîãäà åñëè ðÿä

∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai òîæå
ñõîäèòñÿ.

Proof. Ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî íåðàâåíñòâà am+1

am
≤ bm+1

bm
, am+2

am+1
≤ bm+2

bm+1
, . . . ,

am+M+1

am+M
≤ bm+M+1

bm+M
. Ïîëó÷èì am+M+1

am
≤ bm+M+1

bm
, èëè am+M+1 ≤ am

bm
bm+M+1. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 4.1, îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=m

ai, à çíà÷èò, è ðÿäà
∞∑
i=1

ai. �

Òåîðåìà 4.2 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü f(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå [1,+∞) è ai = f(i).
Òîãäà ðÿä

∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→+∞

x∫
1

f(t) dt.

Proof. Ïóñòü F (x) =
x∫
1

f(t) dt è bi = F (i + 1) − F (i). Òîãäà ïî

òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè (çàäà÷à 3.15) bi =
i+1∫
i

f(t) dt = f(i + θ), ãäå 0 < θ < 1,

è, ñëåäîâàòåëüíî, bi ≤ ai. Àíàëîãè÷íî bi−1 =
i∫

i−1

f(t) dt = f(i − 1 + θ) ≥ ai. Òàêèì

îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

bi. Íî lim
n→∞

n∑
i=1

bi = lim
n→∞

(F (n+ 1)− F (1)) = lim
n→∞

n∫
1

f(t) dt = lim
x→+∞

x∫
1

f(t) dt. �

Ïðèìåð 4.2. Ïîëîæèì f(x) = 1
x
. Òîãäà lim

x→+∞

x∫
1

f(t) dt = lim
x→+∞

ln x = +∞. Òàêèì

îáðàçîì, ðÿä
∞∑
n=1

1
n

=
∞∑
n=1

f(n) ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿäû
∞∑
n=1

1
n

lnn è
∞∑
n=1

cosn
n

ðàñõîäÿòñÿ.

4.2. Ïðèçíàê Ãàóññà è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä.

Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
i=0

qi. Ïðè q 6= 1 ïîëîæèì An =
n∑
i=0

qi = 1−qn+1

1−q . Åñëè

|q| < 1, òî lim
n→∞

An = 1
1−q =

∞∑
i=0

qi. Ïðè |q| ≥ 1 ðÿä
∞∑
i=0

qi ðàñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 4.3. [ïðèçíàê Êîøè] Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä. Òîãäà
1) åñëè ∃ q < 1 ∃m ∈ N ∀n > m : n

√
an ≤ q, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) åñëè

∃m ∈ N ∀n > m : n
√
an ≥ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåäåë

p = lim
n→∞

n
√
an ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p > 1.

Proof. 1) Ïîëîæèì bi = qi. Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ (ïðèìåð 4.3) è an ≤ bn ïðè n > m.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai òîæå ñõîäèòñÿ. Óòâåðæäåíèå 2)
ñëåäóåò èç çàäà÷è 4.2. �

Òåîðåìà 4.4 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä. Òîãäà
1) åñëè ∃ q < 1 ∃m ∈ N ∀n > m : an+1

an
≤ q, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) åñëè

∃m ∈ N ∀n > m : an+1

an
≥ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåäåë

p = lim
n→∞

an+1

an
ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p > 1.

Proof. 1) Ïîëîæèì bi = qi. Òîãäà
∞∑
i=1

bi ñõîäèòñÿ (ïðèìåð 4.3) è an+1

an
≤ q = bn+1

bn
.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai òîæå ñõîäèòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2) ñëåäóåò èç çàäà÷è 4.2. �

Òåîðåìà 4.5 (ïðèçíàê Êóììåðà). Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
è c1, c2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà 1) åñëè
∃ δ > 0 ∃m ∈ N ∀n > m : cn

an
an+1

− cn+1 ≥ δ, òî ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ; 2) åñëè

ðÿä
∞∑
i=1

1
ci

ðàñõîäèòñÿ è ∃m ∈ N ∀n > m : cn
an
an+1
− cn+1 ≤ 0, òî ðÿä

∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Proof. 1) Ïî óñëîâèþ òåîðåìû bn = cnan − cn+1an+1 ≥ δan+1 > 0. Â
÷àñòíîñòè cnan > cn+1an+1 ≥ 0 è ïðåäåë p = lim

i→∞
ciai ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî

Bn =
n∑
i=1

bi = c1a1 − cn+1an+1, îòêóäà
∞∑
i=1

bi = c1a1 − p. Íî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä 1
δ

∞∑
i=1

bi

ìàæîðèðóåò ðÿä
∞∑
i=1

ai â âèäó bn = cnan − cn+1an+1 ≥ δan+1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1,

îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ai.

2) Åñëè cn an
an+1
− cn+1 ≤ 0, òî an+1

an
≥ 1/cn+1

1/cn
. Ïî-ýòîìó, åñëè áû ðÿä

∞∑
i=1

ai ñõîäèëñÿ,

òî ðÿä
∞∑
i=1

1
ci

òîæå áû ñõîäèëñÿ ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2. �
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Ñëåäñòâèå 4.3 (ïðèçíàê Ðààáå). Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä. Òîãäà 1) åñëè

∃ r > 1 ∃m ∈ N ∀n > m : n
(

an
an+1

− 1
)
≥ r, òî ðÿä

n∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ; 2) åñëè

∃m ∈ N ∀n > m : n
(

an
an+1
− 1
)
≤ 1, òî ðÿä

n∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Proof. Ïîëîæèì cn = n. Òîãäà 1) cn an
an+1
− cn+1 =

(
n an
an+1
− n

)
− 1 ≥ r − 1 > 0, è

ðÿä ñõîäèòñÿ ââèäó òåîðåìû 4.5; 2) cn an
an+1
− cn+1 =

(
n an
an+1
− n

)
− 1 ≤ 0, ïðè÷åì ðÿä

∞∑
i=1

1
ci

ðàñõîäèòñÿ, ñîãëàñíî ïðèìåðó 4.2. Òàêèì îáðàçîì ðÿä
∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ ââèäó
òåîðåìû 4.5. �

Ñëåäñòâèå 4.4 (ïðèçíàê Áåðòðàíà). Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn = (lnn)
(
n
(

an
an+1
− 1
)
− 1
)
èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé

ïðåäåë B. Òîãäà ïðè B > 1 ðÿä
n∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, à ïðè B < 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Proof. Ïîëîæèì cn = n lnn. Òîãäà, ñîãëàñíî çàäà÷å 4.5, ðÿä
∞∑
i=1

1
cn

ðàñõîäèòñÿ. Êðîìå
òîãî, cn an

an+1
− cn+1 = n lnn an

an+1
− (n+ 1) ln(n+ 1) =

(lnn)
[
n
(

an
an+1

− 1
)
− 1

]
− ln

(
1 + 1

n

)n+1

= Bn − ln
(

1 + 1
n

)n+1

. Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→∞

(
cn

an
an+1
− cn+1

)
= B − 1, è íóæíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.5. �

Òåîðåìà 4.6 (ïðèçíàê Ãàóññà). Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä òàêîé, ÷òî
an
an+1

= λ + µ
n

+ θn
n2 , ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θn îãðàíè÷åíà. Òîãäà 1) åñëè λ > 1 èëè

λ = 1, µ > 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) Åñëè λ < 1 èëè λ = 1, µ ≤ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Proof. Ïðè λ 6= 1 ïðèçíàê Ãàóññà � ýòî ïðèçíàê Äàëàìáåðà (òåîðåìà 4.4). Åñëè λ = 1,
òî n

(
an
an+1
− 1
)

= µ+ θn
n
. Ïðè µ 6= 1 íóæíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Ðààáå

(ñëåäñòâèå 4.3). Åñëè λ = µ = 1, òî (lnn)
(
n
(

an
an−1
− 1
)
− 1
)

= lnn
n
θn è ââèäó ïðèçíàêà

Áåðòðàíà (ñëåäñòâèå 4.4) ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Ïðèìåð-îïðåäåëåíèå 4.1. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ãàóññà íàçûâàåòñÿ ðÿä

F (α, β, γ, x) = 1 +
∞∑
n=1

α(α + 1) . . . (α + n− 1)β(β + 1) . . . (β + n− 1)

γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)

xn

n!
.

Ïîëîæèì
an =

α(α + 1) . . . (α + n− 1)β(β + 1) . . . (β + n− 1)

γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)

xn

n!
.

Òîãäà lim
n→∞

an+1

an
= limn→∞

(α+n)(β+n)
(1+n)(γ+n)

x = x.
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Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî α, β, γ, x > 0. Òîãäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä
ñõîäèòñÿ ïðè x < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè x > 1. Åñëè x = 1, òî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

1
1+η/n

= 1− η
n

+ η2

1+η/n
1
n2 , íàõîäèì, ÷òî

an
an+1

=
(1 + n)(γ + n)

(α + n)(β + n)
=

(1 + 1/n)(1 + γ/n)

(1 + α/n)(1 + β/n)
=

(
1+

1

n

)(
1+

γ

n

)
×
(

1− α
n

+
α2

1 + α/n

1

n2

)(
1− β

n
+

β2

1 + β/n

1

n2

)
= 1+

γ − α− β + 1

n
+
θn
n2
,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θn îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðèçíàêó Ãàóññà
ðÿä F (α, β, γ, 1) ñõîäèòñÿ ïðè γ − α− β > 0 è ðàñõîäèòñÿ ïðè γ − α− β ≤ 0.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ω(x) = F (α, β, γ, x) óäîâëåòâîðÿåò
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

x(1− x)ω′′ + (γ − (α + β + 1)x)ω′ − αβω = 0.

Çàäà÷à 4.7. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + z)n = F (−n, 1, 1,−z) ïðè n ∈ N

4.3. Ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ðÿäû.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ðÿä
∞∑
i=1

ai íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä
∞∑
i=1

|ai|
ñõîäèòñÿ .

Çàäà÷à 4.8. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ãàóññà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
ïðè ëþáûõ α, β, γ, x ∈ R, ãäå γ 6= 0,−1,−2, . . . , |x| < 1, è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > 1.
Åñëè |x| = 1, òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè (γ − α− β) > 0.

Çàäà÷à 4.9. Ïóñòü ðÿäû
∞∑
i=1

ai è
∞∑
i=1

bi àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

i=1,j=1

(aibj) òîæå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è
∞∑

i=1,j=1

aibj =
( ∞∑
i=1

ai

)( ∞∑
j=1

bj

)
.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ai àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, ðÿä
∞∑
i=1

bi ñîñòàâëåí èç åãî

ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, à ðÿä
∞∑
i=1

ci ñîñòàâëåí èç åãî îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Òîãäà

ðÿäû
∞∑
i=1

ai,
∞∑
i=1

bi è
∞∑
i=1

ciñõîäÿòñÿ è
∞∑
i=1

ai =
∞∑
i=1

bi +
∞∑
i=1

ci.

Proof. Ïîëîæèì pn = |an|+an
2

è qn = |an|−an
2

. Òîãäà 0 ≤ pn, qn ≤ |an|. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðÿäû

∞∑
i=1

pi è
∞∑
i=1

qi ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì
∞∑
i=1

ai =
∞∑
i=1

(pi−qi) =
∞∑
i=1

pi−
∞∑
i=1

qi =
∞∑
i=1

bi+
∞∑
i=1

ci. �

Áèåêöèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë σ : N → N íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó σ. Îíà ïåðåâîäèò ðÿä

∞∑
i=1

ai â ðÿä
∞∑
i=1

aσ(i) = aσ(1) + aσ(2) + . . .
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Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ai àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

aσ(i) òàêæå
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è èìååò òó æå ñóììó.

Proof. Ïóñòü
∞∑
i=1

ai � ïîëîæèòåëüíûé ðÿä è A åãî ñóììà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A′n =
n∑
i=1

aσ(i) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è A′n ≤ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

A′ =
∞∑
i=1

aσ(i) ≤ A. Ââèäó îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ σ âåðíî è íåðàâåíñòâî A ≤ A′,

çíà÷èò, A = A′. Ïóñòü òåïåðü
∞∑
i=1

ai� ïðîèçâîëüíûé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Êàê

óæå äîêàçàíî,
∞∑
i=1

|ai| =
∞∑
i=1

|aσ(i)| è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=1

aσ(i) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ðàâåíñòâî ñóìì âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.7. �

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
i=1

ai íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä
∞∑
i=1

|ai| ðàñõîäèòñÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ai óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿäû åãî ïîëîæèòåëüíûõ è
îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðàñõîäÿòñÿ.

Proof. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ
∞∑
i=1

|ai|+ai
2

ñõîäèòñÿ. Òîãäà

ðÿä èç îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ
∞∑
i=1

(
− |ai|−ai

2

)
=

∞∑
i=1

(
ai − |ai|+ai

2

)
òîæå ñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=1

|ai| =
∞∑
i=1

|ai|+ai
2

+
∞∑
i=1

|ai|−ai
2

òîæå ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ëåììû. �

Òåîðåìà 4.9 (òåîðåìà Ðèìàíà). Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ai óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî B ∈ R ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ òàêàÿ, ÷òî
∞∑
i=1

aσ(i) = B.

Proof. Ïóñòü
∞∑
i=1

bi è
∞∑
i=1

ci � ðÿäû ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
i=1

ai

ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.1, îíè ðàñõîäÿòñÿ. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ
êîíå÷íóþ ñóììó ïåðâûõ ÷ëåíîâ bi, òàêóþ ÷òî

k1∑
i=1

bi > B, çàòåì ìèíèìàëüíóþ

êîíå÷íóþ ñóììó
k2∑
i=1

ci, òàêóþ ÷òî
k1∑
i=1

bi +
k2∑
i=1

ci < B, çàòåì ìèíèìàëüíóþ ñóììó

ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ bi, òàêóþ ÷òî
k1∑
i=1

bi +
k2∑
i=1

ci +
k3∑

i=k1+1

bi > B è ò.ä. Ââèäó òîãî,

÷òî lim
i→∞

ai = 0 (çàäà÷à 4.2), ñóììà ðÿäà b1, . . . , bk1 , c1, . . . , ck2 , bk1+1, . . . , bk3 , . . . áóäåò
ðàâíà B. �
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Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî ÷ëåíû óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæíî
ïåðåñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòè÷íûå ñóììû ñòðåìèëèñü 1) ê +∞;
2) ê −∞.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ðÿä
∞∑
i=1

ai ñî ñâîéñòâîì aiai+1 < 0 íàçîâåì çíàêîïåðåìåííûì.

Òåîðåìà 4.10. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä
∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, åñëè |ai+1| < |ai| è lim
i→∞

ai = 0.

Proof. Ïîëîæèì An =
n∑
i=1

ai. Ïóñòü a1 > 0, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A2n =
2n∑
i=1

ai = (a1 + a2) + · · · + (a2n−1 + a2n) > 0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
A2n = a1 + (a2 + a3) + · · · + (a2n−2 + a2n−1) + a2n < a1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë A = lim

n→∞
A2n. Íî òîãäà lim

n→∞
A2n+1 = lim

n→∞
(A2n +a2n+1) = A. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî A = lim
n→∞

An. �

Ïðèìåð 4.4. Ïðè 0 < s ≤ 1 ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
óñëîâíî ñõîäèòñÿ.

5. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû è ðÿäû Òåéëîðà

5.1. Ðàçëîæåíèå Òåéëîðà. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ïàðàãðàôà f(x) � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Ñèìâîëîì f (n)(x) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ðåçóëüòàò n-êðàòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè f .
Òåîðåìà 5.1 (òåîðåìà Òåéëîðà-Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f (n)(x) ñóùåñòâóåò è
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà

f(b) = f(a) +
b− a

1!
f ′(a) +

(b− a)2

2!
f ′′(a) + . . .

· · ·+ (b− a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

b∫

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt.

Proof. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòó ôîðìóëó èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà f(b) = f(a) +

b∫
a

f ′(t) dt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ n ≤ N è ôóíêöèÿ f (N+1)(x) íåïðåðûâíà.
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, íàõîäèì, ÷òî

b∫

a

(b− t)N
N !

f (N+1)(t) dt =

=

b∫

a

(b− t)N
N !

(f (N)(t))′ dt =
(b− t)N
N !

f (N)(t)
∣∣∣
b

a
+

b∫

a

(b− t)N−1

(N − 1)!
f (N)(t) dt =

= −(b− a)N

N !
f (N)(a) + f(b)−

(
f(a) +

b− a
1!

f ′(a) + · · ·+ (b− a)(N−1)

(N − 1)!
f (N−1)(a)

)
.
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Òàêèì îáðàçîì,

f(b) = f(a) +
b− a

1!
f ′(a) + · · ·+ (b− a)N

N !
f (N)(a) +

b∫

a

(b− t)N
N !

f (N+1)(t)

�
Òåîðåìà 5.2 (òåîðåìà Òåéëîðà-Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f (n)(x) ñóùåñòâóåò íà
îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b], òàêàÿ ÷òî

f(b) = f(a) +
b− a

1!
f ′(a) +

(b− a)2

2!
f ′′(a) + . . .

· · ·+ (b− a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

(b− a)n

n!
f (n)(c).

Proof. Ïîëîæèì r(x) = f(b) − (f(x) + b−x
1!
f ′(x) + (b−x)2

2!
f ′′(x) + · · · + (b−x)n−1

(n−1)!
f (n−1)(x))

è l(x) = −(b − x)n. Òîãäà r(b) = l(b) = 0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè 2.10 ê ïàðå
ôóíêöèé r(x) è l(x) íàõîäèì, ÷òî r(a)

l(a)
= r(b)−r(a)

l(b)−l(a)
= r′(c)

l′(c) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [a, b]. C
äðóãîé ñòîðîíû, l′(x) = n(b− x)n−1 è

r′(x) = −(f ′(x)− f ′(x) +
b− x

1!
f ′′(a) + · · · − (b− x)n−2

(n− 2)!
f (n−1)(x) +

(b− x)n−1

(n− 1)!
f (n)(x)) =

− (b−x)n−1

(n−1)!
f (n)(x). Òàêèì îáðàçîì r(a) = r′(c)

l′(c) l(a) = (b−c)n−1

n!
f (n)(c)(b− a)n �

Òåîðåìà 5.3 (òåîðåìà Òåéëîðà-Þíãà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f (n)(x) ñóùåñòâóåò è
íåïðåðûâíà íà [a, b] è x0 ∈ (a, b). Òîãäà

f(x0 + h) = f(x0) +
h

1!
f ′(x0) + · · ·+ hn

n!
f (n)(x0) + hno(1)

ïðè h→ 0.
Proof. Óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Òåéëîðà-Ëàãðàíæà 5.2 îñòàþòñÿ
âåðíûìè è ïðè b < a. Òàêèì îáðàçîì,

f(x0 + h) = f(x0) +
h

1!
f ′(x0) + · · ·+ hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(x0) +

hn

n!
f (n)(c),

ãäå x0 + h ∈ [a, b], c ∈ [x0 − |h|, x0 + |h|]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(h) =
1

hn

(
hn

n!
f (n)(c)− hn

n!
f (n)(x0)

)
.

Òîãäà lim
h→0

g(h) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, hn
n!
f (n)(c) = hn

n!
f (n)(x0) + hno(1) ïðè h→ 0. �

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (n)(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà [a, b] è
x0 ∈ (a, b). Òîãäà ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x) = f(x0) + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0)n + rn(x0, x),

ãäå rn(x0, x) = (x − x0)n
1∫
0

(1−t)n−1

(n−1)!
f (n)(x + (x − x0)t) dt = (x − x0)n f(n)(x+(x−x0)θ)

n!
=

o((x − x0)n) ïðè x→ x0. Áîëåå òîãî, ai = f (i)(x0)
i!

. Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ
ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà ñòåïåíè n â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. .
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Proof. Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ êðîìå åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ
Òåéëîðà ñëåäóþò èç òåîðåìû 5.3 è òåîðåì 5.1,5.2 ïîñëå çàìåíû
[a, b] íà [x0, x]. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äðóãîå ðàçëîæåíèå Òåéëîðà
f(x) = f(x0) + a1(x − x0) + · · · + an(x − x0)n + (x − x0)no(1) è ak � ïåðâûé èç
êîýôôèöèåíòîâ, íåðàâíûõ f (k)(x0)

k!
. Òîãäà 0 = (f

(k)(x0)
k!
− ak)(x − x0)k + (x − x0)ko(1),

÷òî íåâîçìîæíî. �
Ðàçëîæåíèå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0 íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì

Ìàêëîðåíà.
Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ ðàçëîæåíèé Ìàêëîðåíà:

1) ax = 1+ ln a
1!
x+ · · ·+ lnn a

n!
xn+xno(1) è, â ÷àñòíîñòè, ex = 1+ x

1!
+ · · ·+ xn

n!
+xno(1);

2) chx = 1 + x2

2!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ x2n+1o(1);

3)shx = x
1!

+ x3

3!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+2o(1);

4) cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ x2n+1o(1);

5) sinx = x
1!
− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+2o(1);

6) (1 + x)α = 1 + α
1!
x+ α(α−1)

2!
x2 + · · ·+ α(α−1)...(α−n+1)

n!
xn + xno(1);

7) ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n+1 xn

n
+ xno(1).

Çàäà÷à 5.2. Êàê âûðàæàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèé f + g, fg, f−1 è f ◦ g
÷åðåç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèé f è g?

Ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà óäîáíû äëÿ ïîèñêà ïðåäåëîâ è èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ íà
ñõîäèìîñòü.
Ïðèìåð 5.1. Íàéòè lim

x→0

sin2 x−x2 cosx
x2(1−cosx)

.
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ sinx = x − x3

6
+ x4o(1) è cosx = 1 − x2

2
+ x3o(1) íàõîäèì,

÷òî
lim
x→0

sin2 x−x2 cosx
x2(1−cosx)

= lim
x→0

(x−x3

6
+x4o(1))2−x2(1−x2

2
+x3o(1))

x2(1−(1−x2

2
+x3o(1)))

= lim
x→0

x4

6
+x5o(1)

x4

2
+x5o(1)

= 1
3
.

Ïðèìåð 5.2. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

bi(p), ãäå bn(p) = (1− p lnn
n

)n.

Ïðè n→∞, íàõîäèì, ÷òî ln bn(p) = n ln(1− p lnn
n

) = n(−p lnn
n

+ (p lnn
n

)2O(1)) =

− p lnn+ (p2 ln2 n
n

)O(1) = −p lnn+ o(1). Òàêèì îáðàçîì bn(p) = h(n)
n−p , ãäå lim

n→∞
h(n) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä
∞∑
i=1

bi(p) ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p ≤ 1.
Îòñþäà ñëåäóåò ïðèçíàê Æàìý: 1)åñëè (1− n

√
an) n

lnn
> p > 1, òî an < bn(p) è ðÿä

∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ; 2)åñëè (1− n
√
an) n

lnn
≤ 1, òî an > bn(1) è ðÿä

∞∑
i=1

ai ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü ðàçëîæåíèå Ìàêëîðåíà ñòåïåíè n f(x) =
n∑
i=0

aix
i + xnα(x)

òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ α′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0.
Òîãäà

1) f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 + xn−1o(1);

2)
x∫
0

f(t) dt = a0x+ a1

2
x2 + · · ·+ an

n+1
xn+1 + xn+1o(1).
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Proof. 1) Ìû èìååì f ′(x) =
( n∑
i=0

aix
i
)′

+nxn−1α(x) + xnα′(x) =
( n∑
i=0

aix
i
)′

+ xn−1o(1).

2) Ìû èìååì
x∫
0

f(t) dt =
x∫
0

(
n∑
i=0

ait
i) dt+

x∫
0

(tnα(t)) dt =

n+1∑
i=1

bix
i + xn+1

n+1
α(x)−

x∫
0

( t
n+1

n+1
)α′(t) dt =

n+1∑
i=1

bix
i + xn+1β(x), ãäå bi = ai−1

i!
è β(x) = o(1) â

îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. �

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ôóíêöèÿ rn(x0, h) = f(x0 + h) − (f(x0) + h
1!
f ′(x0) + · · · + hn

n!
f (n)

íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà. Îíà èìååò ðàçëè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèÿ rn(x0, h) = f (n)(c)

n!
hn, c ∈ [x0, x0 + h] è

rn(x0, h) =
x0+h∫
x0

(x0+h−t)n−1

(n−1)!
dt íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè â ôîðìå Ëàãðàíæà è

Êîøè ñîîòâåòñòâåííî

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ðÿä
∞∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Ïðè x0 = 0 ðÿä Òåéëîðà íàçûâàåòñÿ
òàêæå ðÿäîì Ìàêëîðåíà.
Çàäà÷à 5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Òåéëîðà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) â òî÷êå x0, åñëè è òîëüêî åñëè lim

n→∞
rn(x0, h) = 0.

Çàäà÷à 5.4. Ìîãóò ëè ðàçíûå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èìåòü
îäèíàêîâûå ðÿäû Òåéëîðà (Ïîäñêàçêà: ñðàâíèòü 0 è exp−x−2)

5.2. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . íà ïîäìíîæåñòâå L ⊂ R. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî
ñóùåñòâóåò äâà ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ôóíêöèé lim

n→∞
fn(x) = f(x):

1. ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü, êîãäà ∀x ∈ L : lim
n→∞

fn(x) = f(x);
2. ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, êîãäà ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (n > m, x ∈ L) : |fn(x)−f(x)| < ε.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ñîåäèíåííûõ çíàêîì
+, òî åñòü âûðàæåíèå âèäà a1(x) + a2(x) + · · · =

∞∑
i=1

ai(x), íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Ôóíêöèè An(x) =
n∑
i=1

ai(x) íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè

ñóììàìè ðÿäà. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè A(x), åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé An(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè A(x) ïîòî÷å÷íî. Ãîâîðÿò,
÷òî ðÿä

∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè A(x), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé An(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè A(x).

Òåîðåìà 5.5. [òåîðåìà Êîøè] Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ,

åñëè è òîëüêî åñëè ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (x ∈ L, n > m è l ≥ 0) :

∣∣∣∣
n+l∑
i=n

ai(x)

∣∣∣∣ < ε.
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Proof. Åñëè ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè A(x), òî

∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (n, n′ ≥ m,x ∈ L):
∣∣∣
n∑
i=1

ai(x) − A(x)
∣∣∣ ≤ ε

2
,
∣∣∣
n′∑
i=1

ai(x) − A(x)
∣∣∣ ≤ ε

2
.

Îòñþäà
∣∣∣∣
n+l∑
i=n

ai(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n+l∑
i=1

ai(x) −
n∑
i=1

ai(x)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
n+l∑
i=1

ai(x) − A(x)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
n∑
i=1

ai(x) − A(x)

∣∣∣∣ < ε.

Ïóñòü òåïåðü ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (n > m, l > 0, x ∈ L) :
∣∣∣
n+l∑
i=n

ai(x)
∣∣∣ < ε. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî x0 ∈ L ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An(x0) =
n∑
i=1

ai(x0) óäîâëåòâîðÿåò

êðèòåðèþ Êîøè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè A(x). Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
∀ (n > m, x ∈ L) :

∣∣∣∣A(x)−
n∑
i=1

ai(x)

∣∣∣∣ = lim
l→∞

∣∣∣∣
n+l∑
i=1

ai(x)−
n∑
i=1

ai(x)

∣∣∣∣ ≤ ε. �

Ñëåäñòâèå 5.2. Ëèíåéíàÿ ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
îáðàçóåò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü |ai(x)| ≤ ci(x) ïðè âñåõ i è x ∈ L. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
ðÿä

∞∑
i=1

ci(x) ìàæîðèðóåò ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) íà ìíîæåñòâå L.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ci(x) ìàæîðèðóåò ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) íà ìíîæåñòâå L è ðÿä
∞∑
i=1

ci(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà L. Òîãäà è ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) òîæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
íà L.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5, ìû èìååì ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀n > m ∀ (l > 0, x ∈ L) :
n+l∑
i=n

ci(x) < ε, è, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣
n+l∑
i=n

ai(x)
∣∣∣ ≤

n+l∑
i=n

|ai(x)| ≤
n+l∑
i=n

ci(x) < ε. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 5.5, îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
i=1

ai(x). �

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà (A,B], ãäå A ∈ R èëè

A = −∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë lim
x→A

∞∑
i=1

ai(x) è ïðåäåëû lim
x→A

ai(x) ñóùåñòâóþò

äëÿ ëþáîãî i . Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

lim
x→A

ai(x) ñõîäèòñÿ è
∞∑
i=1

lim
x→A

ai(x) = lim
x→A

∞∑
i=1

ai(x).

Proof. Ïîëîæèì a(x) =
∞∑
i=1

ai(x), ā = lim
x→A

a(x) è āi = lim
x→A

ai(x). Â âèäó ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ∀ ε > 0, ∃ m ∈ N, ∀n > m : |
n∑
i=1

ai(x) − a(x)| < ε è, ñëåäîâàòåëüíî,

|
n∑
i=1

āi − ā| < ε. �
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Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå lim
x→A

∞∑
i=1

ai(x) ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ
óñëîâèé òåîðåìû

Ñëåäñòâèå 5.4. Åñëè ôóíêöèè ai(x) íåïðåðûâíû è ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà L, òî ôóíêöèÿ a(x) =
∞∑
i=1

ai(x) òîæå íåïðåðûâíà íà L.

Proof. Ïóñòü A ∈ L. Òîãäà, â âèäó òåîðåìå 5.6 è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ai(x),
lim
x→A

a(x) = lim
x→A

∞∑
i=1

ai(x) =
∞∑
i=1

lim
x→A

ai(x) =
∞∑
i=1

ai(A) = a(A) �

Çàäà÷à 5.6. Ïóñòü ðÿä ïîëîæèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b]
ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îí ñõîäèòñÿ
íà [a, b] ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü ðÿä íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

îòðåçêå L = [A,B]. Òîãäà
B∫
A

( ∞∑
i=1

ai(x)

)
dx =

∞∑
i=1

(
B∫
A

ai(x) dx

)
.

Proof. Èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè
∞∑
i=1

ai(x) ñëåäóåò èç
ñëåäñòâèÿ 5.4. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5, ìû èìååì
∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀n > m, ∀x ∈ L :

∣∣∣∣
∑∞

i=n+1 ai(x)

∣∣∣∣ < ε è, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣∣∣
B∫
A

( ∞∑
i=1

ai(x)

)
dx−

n∑
i=1

(
B∫
A

ai(x) dx

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
B∫
A

( ∞∑
i=n+1

ai(x)

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤
B∫
A

∣∣∣∣
∞∑

i=n+1

ai(x)

∣∣∣∣ dx ≤
B∫
A

ε dx = ε(B − A). �

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü ðÿä äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
∞∑
i=1

ai(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå

A, à ðÿä
∞∑
i=1

a′i(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [A,B]. Òîãäà ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [A,B] è
( ∞∑
i=1

ai(x)
)′

=
∞∑
i=1

a′i(x).

Proof. Äîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai(x)−ai(A)
x−A ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå L = (A,B].

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5, ìû èìååì ∀ ε > 0 ∃m ∈ N ∀ (x ∈ L, n > m, l > 0) :

∣∣∣∣
n+l∑
i=n

a′i(x)

∣∣∣∣ < ε.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè
n+l∑
i=n

ai(x), íàõîäèì, ÷òî
∣∣∣∣
n+l∑
i=n

ai(x)−ai(A)
x−A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n+lP
i=n

ai(x)−
n+lP
i=n

ai(A)

x−A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n+l∑
i=n

a′i(c)

∣∣∣∣ < ε, ãäå c ∈ (A,B).
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Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) = (x − A)
∞∑
i=1

ai(x)−ai(A)
x−A +

∞∑
i=1

ai(A). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû

Êîøè (òåîðåìà 5.5 è çàäà÷à 4.2) ê ðÿäàì (x − A)
∞∑
i=1

ai(x)−ai(A)
x−A è

∞∑
i=1

ai(A),

íàõîäèì, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ai(x) óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Êîøè (òåîðåìà 5.5) íà
[A,B] è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [A,B]. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
5.4 ôóíêöèÿ

∞∑
i=1

ai(x) íåïðåðûâíà íà [A,B] è ïîýòîìó, ââèäó òåîðåìû 5.6,
( ∞∑
i=1

ai

)′
(x0) = lim

x→x0

(

∞P
i=1

ai(x)−
∞P
i=1

ai(x0)

x−x0
) =

∞∑
i=1

(
lim
x→x0

ai(x)−ai(x0)
x−x0

)
=
∑∞

i=1 a
′
i(x0). �

5.3. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä âèäà
∞∑
i=0

ai(x − x0)i íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì. Äëÿ
ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0, íî âñå ðåçóëüòàòû ëåãêî
îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x0 ∈ R.
Çàäà÷à 5.7. Äîêàæèòå, ÷òî, ëþáîé ñõîäÿùèéñÿ ê ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè 0
ñòåïåííîé ðÿä ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü {ai} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âåðõíèì
ïðåäåëîì lim

i→∞
ai íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé èç êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà lim
n→∞

ain.

Çàäà÷à 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî âåðõíèé ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) âñåãäà
ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 5.6. ×èñëî D = 1

lim
i→∞

i
√
|ai|

íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
i=0

aix
i.

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü D � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
i=0

aix
i. Òîãäà ðÿä

∞∑
i=0

aix
i ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > D, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè |x| < D è ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ íà L = [−d, d], ãäå 0 < d < D.

Proof. Ïî îïðåäåëåíèþ lim
i→∞

i
√
|ai| = 1

D
. Åñëè D < |x|, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå

÷èñëî i, òàêèõ, ÷òî 1
x
< i
√
|ai| ≤ 1

D
. Â ýòîì ñëó÷àå |aixi| > 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
i=0

aix
i ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè D > d > |x|, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i, i
√
|aixi| ≤ |x|

D
< d

D
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=0

aix
i àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè (òåîðåìà 4.3).

Êðîìå òîãî, i
√
|aidi| ≤ d

D
< 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
i=0

|ai|di òàêæå ñõîäèòñÿ.
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Íî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
i=0

aix
i ìàæîðèðóåòñÿ íà L ÷èñëîâûì ðÿäîì

∞∑
i=0

|ai|di è,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà L ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.3. �

Ñëåäñòâèå 5.5. Ïóñòü D � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
i=0

aix
i. Òîãäà

åãî ñóììà a(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé íà (−D,D),

a′(x) =
∞∑
i=1

iaix
i−1 è ïðè 0 < d < D âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

d∫
0

a(x) dx =
∞∑
i=0

ai
i+1
di+1.

Proof. Ïóñòü d < D. Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
i=0

aix
i è

∞∑
i=0

(aix
i)′ =

∞∑
i=0

iaix
i−1

ðàâíû D. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.9, îíè ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà L = [−d, d].
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.8, a′(x) =

∞∑
i=0

(aix
i)′ =

∞∑
i=0

iaix
i−1. Ïðîäîëæàÿ

ïðîöåññ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàõîäèì, ÷òî a(n)(x) =
∞∑
i=0

(aix
i)(n). Ðàâåíñòâî

d∫
0

a(x) dx =
∞∑
i=0

ai
i+1
di+1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.7. �

Ñëåäñòâèå 5.6. Ðÿä Òåéëîðà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−d, d], ãäå
0 < d < 1

lim
t→∞

i
√
f (i)(0)/i!

.

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü f(x) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå
L = [−d, d] è |f (n)(x)| < C ∈ R ïðè x ∈ L. Òîãäà ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê
f íà L.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Òåéëîðà-Ëàãðàíæà 5.2, |f −
n−1∑
i=0

f (i)(0)
i!

xi| = f (n)(c)x
n

n!
< C dn

n!
.

C äðóãîé ñòîðîíû, lim
n→∞

dn

n!
= 0. �

Çàäà÷à 5.9. Ïóñòü a(x) =
∞∑
i=0

aix
i, b(x) =

∞∑
i=0

bix
i è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

ðàâåí ∞. Êàêèìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèè a(x) ± b(x),
a(x)b(x) è a(b(x))?

Çàäà÷à 5.10. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ãàóññà
(ïðèìåð-îïðåäåëåíèå 4.1) è äîêàæèòå, ÷òî

(1 + z)α = F (−α, 1, 1,−z), α ∈ R, ln
(1 + z

1− z
)

= 2zF
(1

2
, 1,

3

2
, z2
)
,

ln(1 + z) = zF (1, 1, 2,−z), arcsin z = zF
(1

2
,
1

2
,
3

2
, z2
)
,

arctan z = zF
(1

2
, 1,

3

2
,−z2

)
, exp(z) = lim

b→∞
F
(

1, b, 1,
z

b

)
.
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6. Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâ Rn

6.1. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñîñòîèò èç òî÷åê

x =



x1

...
xn


, ãäå xi ∈ R. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

d(x1, x2) =

√
n∑
i=1

(xi1 − xi2)2. Ïîëîæèì |x| = d(x, 0).

Ðîëü èíòåðâàëà èãðàþò îòêðûòûå øàðû B(a,δ) = {x ∈ Rn | d(a,x)< δ}.
Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè

∀x ∈ G ∃ δ > 0: B(x, δ) ⊂ G.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî òàêæå ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì.
Ïðèìåðû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

1. Îòêðûòûé áðóñîê G(a1, b1, . . . ,an, bn) =
{


x1

...
xn


 | ai < xi < bi

}
.

2. Îòêðûòûé øàð B(a, r) = {x ∈ Rn | d(a, x) < r}.
3. Âíåøíîñòü øàðà {x ∈ Rn | d(a, x) > r}.

Òåîðåìà 6.1. 1) Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. 2)
Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.
Proof. 1) Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. 2) Ïóñòü ìíîæåñòâà G1, . . . , Gn îòêðûòû,
a ∈ ⋂

i

Gi è B(a, δi) ⊂ Gi. Òîãäà B(a,min(δ1, . . . , δn)) ⊂ ⋂
i

Gi. �

Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò è íå áûòü îòêðûòûì.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî

⋂
δ>0

B(a, δ) = {a} íå îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x, íàçûâàåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.
Îïðåäåëåíèå 6.4. 1. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè
îíà èìååò îêðåñòíîñòü B 3 x, òàêóþ ÷òî B ⊂ E.

2. Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíåøíåé äëÿ ìíîæåñòâà E, åñëè îíà âíóòðåííÿÿ
äëÿ Rn \ E.

3. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè âíåøíèìè, íè
âíóòðåííèìè äëÿ ìíîæåñòâà E, îáðàçóåò ãðàíèöó ∂E ìíîæåñòâà E.
Ïðèìåð 6.1. Ãðàíèöà øàðà ∂B(a, δ) = {x ∈ Rn | d(a, x) = δ} ⊂ Rn.
Îïðåäåëåíèå 6.5. Ìíîæåñòâî F ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî
äîïîëíåíèå Rn \ F îòêðûòî.
Ïðèìåðû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
1. Çàìêíóòûé øàð B̄(a, r) = {x ∈ Rn | d(a, x) ≤ r}.
2. Çàìêíóòûé áðóñîê F (a1, b1, . . . , an, bn) = {x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi}.

Çàäà÷à 6.1. Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî áûòü îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì?
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Çàäà÷à 6.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
çàìêíóòî. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
çàìêíóòî. Âåðíî ëè ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ?
Îïðåäåëåíèå 6.6. Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ Rn,
åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç E.
Îïðåäåëåíèå 6.7. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà E è åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ
çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ Ē.
Ïðèìåð 6.2. Çàìûêàíèåì îòêðûòîãî øàðà B(a, r) = {x ∈ Rn | d(a, x) < r}
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûé øàð B̄(a, r) = {x ∈ Rn | d(a, x) ≤ r}.
Òåîðåìà 6.2. Ìíîæåñòâî çàìêíóòî, åñëè è òîëüêî åñëè åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò
ñ íèì ñàìèì.
Proof. 1) Åñëè ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, òî ìíîæåñòâî Rn \ F îòêðûòî; ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Rn \ F èìååò îêðåñòíîñòü, ëåæàùóþ â Rn \ F è, çíà÷èò, íå
ñîäåðæàùóþ òî÷åê ìíîæåñòâà F . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x íå ïðåäåëüíàÿ äëÿ F ,
ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà F ëåæàò â F è F̄ = F . 2) Ïóñòü
òåïåðü F̄ = F . Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Rn \ F = Rn \ F̄ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé,
òî åñòü èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç F . Íî òîãäà
òî÷êà x èìååò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ òî÷åê èç F , òî åñòü ìíîæåñòâî Rn \ F
îòêðûòî, à F çàìêíóòî. �

6.2. Êîìïàêòû â Rn.
Îïðåäåëåíèå 6.8. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî
ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè K ⊂ ⋃

α

Gα ⊂ Rn ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå K ⊂ Gα1 ∪ · · · ∪Gαk .
Ëåììà-ïðèìåð 6.1. Çàìêíóòûé áðóñîê

F (a1, b1, . . . , an, bn) = {x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi}
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
Proof. Ïóñòü èç ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè F ⊂ ⋃

α

Gα íåëüçÿ âûáðàòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ðàçáèâ êàæäóþ ñòîðîíó áðóñêà F ïîïîëàì, ïîëó÷èì
2n áðóñêîâ. Õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì
ïîêðûòèÿ Gα. Îáîçíà÷èì ýòîò áðóñîê F1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íàéäåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áðóñêîâ F ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ . . . , êàæäûé èç êîòîðûõ íå ïîêðûâàåòñÿ
êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì ïîêðûòèÿ {Gα}. Èõ ïåðåñå÷åíèå èìååò îáùóþ òî÷êó
x ∈ F . Îíà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Gα, è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò øàð
B(x, δ) ⊂ Gα. Íî òîãäà Fi ⊂ B(x, δ) ⊂ Gα ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì i, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó áðóñêà Fi. �
Ëåììà 6.1. Êîìïàêò çàìêíóò.
Proof. Ïóñòü K � êîìïàêò è a /∈ K. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü x ∈ G(x) = B(x, ρx), òàêàÿ ÷òî a /∈ G(x). Èç ïîêðûòèÿ K ⊂ ⋃

x∈K
G(x)
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âûáåðåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå K ⊂ G(x1) ∪ · · · ∪ G(xm). Ïîëîæèì δi = d(a, xi) − ρxi è
δ < min

i
δi. Òîãäà B(a, δ) ∩G(xi) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî,

B(a, δ) ∩K ⊂ B(a, δ) ∩
( m⋃
i=1

G(xi)

)
=

m⋃
i=1

(B(a, δ) ∩G(xi)) = ∅,

òî åñòü a � íå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàK. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè
ìíîæåñòâà K ëåæàò â K, òî åñòü K̄ = K. �

Ëåììà 6.2. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Proof. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà K, F ⊂ ⋃
α

Gα � ïðîèçâîëüíîå

ïîêðûòèå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè è G = Rn \ F . Òîãäà K ⊂ G ∪
(⋃
α

Gα

)

� ïîêðûòèå êîìïàêòà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
F ⊂ K ⊂ G ∪ Gα1 ∪ · · · ∪ Gαm ; òàê êàê G ∩ F = ∅, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
F ⊂ Gα1 ∪ · · · ∪Gαm . �

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó øàðó E ⊂ B(a, r).

Ëåììà 6.3. Êîìïàêò îãðàíè÷åí.

Proof. Ïóñòü K � êîìïàêò. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ
Br = B(0, r). Òîãäà K ⊂ Rn ⊂ ⋃

r

Br. Âûäåëèì òåïåðü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå â
ïîêðûòèè {Br}. �

Òåîðåìà 6.3. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè è òîëüêî åñëè îíî
îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Proof. Åñëè ìíîæåñòâî K � êîìïàêò, òî ñîãëàñíî ëåììàì 6.1 è 6.3, îíî îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî. Åñëè ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî, òî îíî ëåæèò â íåêîòîðîì çàìêíóòîì
áðóñêå K ⊂ I = F (a1, b1, . . . , an, bn), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ñîãëàñíî
ëåììå 6.1. Åñëè, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâ K çàìêíóòî, òî, ñîãëàñíî ëåììå 6.2, îíî
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. �

Îïðåäåëåíèå 6.10. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2 · · · ∈ R èìååò
ïðåäåë x èëè ñõîäèòñÿ ê x, åñëè ∀ ε > 0 ∃N ∀n > N : d(xn, x) < ε, òî åñòü
xn ∈ B(x, ε).

Çàäà÷à 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè è
òîëüêî åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, · · · ∈ K ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ K.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, · · · ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè ∀ ε > 0 ∃N ∀ (n1, n2 > N) : d(xn1 , xn2) < ε.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Êîøè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñõîäèòñÿ.
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6.3. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 6.12. Ïóñòü E ⊂ Rn. Îòîáðàæåíèå f : E → Rm íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ E, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ B(x0, δ) ∩ E : f(x) ∈ B(f(x0), ε).

Çàäà÷à 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : E → Rn íåïðåðûâíî â òî÷êå
x ∈ E, åñëè è òîëüêî åñëè f ïåðåâîäèò ëþáóþ ñõîäÿùóþñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ⊂ E â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê f(x).
Òåîðåìà 6.4. Ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.
Proof. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → Rm íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ∈ E, à îòîáðàæåíèå
g : f(E)→ Rk íåïðåðûâíî â òî÷êå f(x0). Ðàññìîòðèì ε > 0. Òîãäà

∃ δ1 > 0 ∀ f(x) ∈ B(f(x0), δ1) ∩ f(E) : g(f(x)) ∈ B(g(f(x0)), ε)

è
∃ δ2 > 0 ∀x ∈ B(x0, δ2) ∩ E : f(x) ∈ B(f(x0), δ1).

Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ B(x0, δ2) ∩ E : g(f(x)) ∈ B(g(f(x0)), ε). À ýòî è îçíà÷àåò
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g ◦ f â òî÷êå x0. �
Îïðåäåëåíèå 6.13. Îòîáðàæåíèÿ âèäà f : E → R íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè.
Çàäà÷à 6.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : E → Rn, ãäå
f(x) = (f 1(x), . . . , fn(x)), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ôóíêöèè
f i íåïðåðûâíû.

Ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè, ïðè
ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, íî íå áûòü íåïðåðûâíîé îò ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåð 6.3. Ïóñòü

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0),

0 ïðè (x, y) = (0, 0).
Òîãäà f(0, y) = f(x, 0) = 0, íî f(x, x) = 1

2
.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ E. Òîãäà
ôóíêöèè f + g, fg è f/g (åñëè g(x0) 6= 0) òîæå íåïðåðûâíû â òî÷êå x0.
Proof. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà

∃ δ1 > 0 ∀x ∈ B(x0, δ1) ∩ E : |f(x)− f(x0)| < ε

2
è

∃ δ2 > 0 ∀x ∈ B(x0, δ2) ∩ E : |g(x)− g(x0)| < ε

2
.

Ïîëîæèì δ = min(δ1, δ2). Òîãäà ∀x ∈ B(x0, δ) :

|(f + g)(x)− (f + g)(x0)| ≤ |f(x)− f(x0)|+ |g(x)− x(x0)| < ε.

�
Çàäà÷à 6.7. Äîêàæèòå îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
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Îïðåäåëåíèå 6.14. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : E → Rm íåïðåðûâíî íà E, åñëè
îíî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → Rm íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå
E ⊂ Rn. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rm è åãî ïðîîáðàç
U = {x ∈ E|f(x) ∈ V } ≡ f−1(V ). Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ũ ⊂ Rn,
òàêîå ÷òî U = Ũ ∩ E.
Proof. Ïóñòü x ∈ U . Òàê êàê ìíîæåñòâî V îòêðûòî, ∃ εx > 0: B(f(x), εx) ⊂ V .
Ââèäó íåïðåðûâíîñòè f ∃ δx > 0: f(B(x, δx) ∩ E) ⊂ B(f(x), εx) ⊂ V . Ïîëîæèì
Ũ =

⋃
x∈U

B(x, δx). Òîãäà Ũ ∩ E ⊃ U è f(Ũ ∩ E) ⊂ ⋃
x∈U

B(f(x), εx) ⊂ V , à çíà÷èò

Ũ ∩ E ⊂ U . Òàêèì îáðàçîì, Ũ ∩ E = U . �

Òåîðåìà 6.6. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Proof. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ Rn � êîìïàêò è îòîáðàæåíèå f : E → Rm íåïðåðûâíî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå

⋃
α

Vα ⊃ f(E). Ñîãëàñíî ëåììå 6.4,

ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà Ũα ⊂ Rn, òàêèå ÷òî Ũα ∩ E = {x ∈ E | f(x) ∈ Vα}.
Òàêèì îáðàçîì,

⋃
α

Ũα ⊃ E. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå Ũα1 ∪ · · · ∪ Ũαn ⊃ E. Òîãäà
Vα1 ∪ · · · ∪ Vαn ⊃ f(E). �

Ñëåäñòâèå 6.1. Ôóíêöèÿ f : E → R, íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå E, äîñòèãàåò íà
íåì ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 6.6 è 6.3, ìíîæåñòâî f(E) îãðàíè÷åííî è çàìêíóòî.
Ïîýòîìó âåëè÷èíà M = sup

x∈E
f(x) êîíå÷íà è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó f(E).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ E (òî÷êà ìàêñèìóìà), òàêàÿ ÷òî f(x0) = M .
Ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

7. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

7.1. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû íà îòêðûòîì
ïîäìíîæåñòâå E ⊂ Rn. Òî÷êà x ⊂ Rn îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì ñâîèõ

êîîðäèíàò x =



x1

...
xn


. ×åðåç |x| =

√
(x1)2 + · · ·+ (xn)2 áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ äëèíà

âåêòîðà x.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Îòîáðàæåíèå f : E → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ α : E → R åñòü "o ìàëîå" îò ôóíêöèè
β : E → R (ïèøóò α = o(β)) ïðè x → a, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ γ : E → R
òàêàÿ, ÷òî α(x) = β(x)γ(x) è lim

x→a
γ(x) = 0.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðîäîëæàåò îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé èç ðàçäåëà 2.3 íà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
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Îïðåäåëåíèå 7.2. Ôóíêöèÿ f : E → R íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x,
åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ Lx : Rn → R, òàêàÿ ÷òî

f(x+ h)− f(x) = Lx(h) + o(|h|)
ïðè h → 0. Îïåðàòîð Lx ∈ (Rn)∗ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
x è îáîçíà÷àåòñÿ

Lx = dfx.

Åñëè ôóíêöèÿf äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E, òî ãîâîðÿò, ÷òî
îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà E.

Òàêèì îáðàçîì äèôôåðåíöèðóåìà íà E ⊂ Rn ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà E â ïðîñòðàíñòâî (Rn)∗ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà Rn.

Ïðèìåð 7.1. Äèôôåðåíöèàë ëèíåéíîé ôîðìû L : Rn → R ïîñòîÿíåí è ñîâïàäàåò ñ
íåé ñàìîé âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Rn.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : R → R èìååò âèä L(h) = ah, ãäå a ∈ R.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè f : E → R ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (òî åñòü E ⊂ R)
åå äèôôåðåíöèðóåìîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà a(x) ∈ R òàêîãî, ÷òî
f(x + h) − f(x) = a(x)h + o(|h|) ïðè h → 0. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ íàøèì
ïåðâûì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. ×èñëî a(x)
ýòèì ñâîéñòâîì íàçûâàëîñü ïðè ýòîì "ïðîèçâîäíîé f ′(x) ôóíêöèè f â òî÷êå x".
Òàêèì îáðàçîì

dfx(h) = f ′(x)h

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé îò x, òî äèôôåðåíöèàë dfx ôóíêöèè
f â òî÷êå x ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ df , ãäå f � ýòà ÿâíàÿ ôîðìóëà. Åñëè, íàïðèìåð,
f(x) = xn, òî dxn(h) = dfx(h) = (xn)′h = nxn−1h. Â ÷àñòíîñòè dx(h) = h, òî åñòü
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ dx � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f : R → R îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
dfx(h) = Lx(h) = f ′(x)h = f ′(x)dx(h). ×òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ ïî h
ôóíêöèé dfx = f ′(x)dx â êàæäîé òî÷êå x ∈ E, òî åñòü

f ′(x) =
df

dx
(x).

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ îïåðàòîðîâ dfx äëÿ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü f : E → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå
E ⊂ Rn. Ïðåäåë

∂f

∂xi



x1

...
xn


 = lim

t→0

f




x1

...
xi + t

...
xn



− f



x1

...
xn




t
,

41



åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå

x =



x1

...
xn


 ïî ïåðåìåííîé xi.

Òåîðåìà 7.1. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x ∈ E ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì xi è

dfx



h1

...
hn


 =

( ∂f
∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xn
(x)
)


h1

...
hn


 =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)hi.

Proof. Ìû èìååì

f



x1 + h1

...
xn + hn


− f



x1

...
xn


 = dfx(h) + o(|h|) =

n∑
j=1

lj(x)hj + o(|h|).

Â ÷àñòíîñòè,

f




x1

...
xi + hi

...
xn



− f



x1

...
xn


 = li(x)hi + o(hi),

à, çíà÷èò, ∂f
∂xi

(x) = li(x). �

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ìàòðèöà df(x) =
(
∂f
∂xi

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)
)

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
ßêîáè èëè ÿêîáèàíîì ôóíêöèè f . Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1, îíà îïèñûâàåò
äèôôåðåíöèàë df .

Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî ìàòðèöà ßêîáè ñóùåñòâóåò. Íî
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ïðèìåð 7.2. Ïóñòü

f

(
x
y

)
=

{ xy

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0),

0 ïðè (x, y) = (0, 0);

òîãäà f

(
0
y

)
= f

(
x
0

)
= 0 è ∂f/∂x

(
0
0

)
= ∂f/∂y

(
0
0

)
= 0. Îäíàêî ôóíêöèÿ f

ðàçðûâíà â òî÷êå
(

0
0

)
(ñì. ïðèìåð 6.3) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f/∂xi ôóíêöèè f : E → R
ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â òî÷êå x ∈ E. Òîãäà ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x.

42



Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà è ââèäó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,

f



x1 + h1

...
xn + hn


−f



x1

...
xn


 = f



x1 + h1

...
xn + hn


−f




x1

x2 + h2

...
xn + hn


+f




x1

x2 + h2

...
xn + hn


−f




x1

x2

x3 + h3

...
xn + hn


+· · · −

f



x1

...
xn


 =

∂f

∂x1



x1 + θ1h1

x2 + h2

...
xn + hn


h1 +

∂f

∂x2




x1

x2 + θ2h2

x3 + h3

...
xn + hn


h2 + · · ·+ ∂f

∂xn




x1

x2

x3

...
xn + θnhn


hn =

∂f
∂x1h

1 + o(|h|) + · · · + ∂f
∂xn

hn + o(|h|) ïðè h → 0. Òàêèì îáðàçîì,
f(x+ h)− f(x) =

n∑
i=1

(∂f/∂xi)hi + o(|h|). �

Òåîðåìà 7.3. Åñëè ôóíêöèè f1 : E → Rm, f2 : E → Rm äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x,
òî ôóíêöèè λ1f1 +λ2f2, f1f2 è f1

f2
ïðè f2(x) 6= 0, òî òîæå äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

x, ïðè÷åì d(λ1f1 + λ2f2) = λ1df1 + λ2df2, d(f1f2) = f1df2 + f2df1 è d
(
f1

f2

)
= f2 df1−f1 df2

f2
2

.

Proof. Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò (λ1f1 + λ2f2)(x+ h)− (λ1f1 + λ2f2)(x) =
λ1(f1(x + h) − f1(x)) + λ2(f2(x + h) − f2(x)) = λ1df1h + λ2df2h + o(|h|) è
(f1f2)(x+ h)− (f1f2)(x) = (f1(x+ h)− f1(x))f2(x+ h) + f1(x)(f2(x+ h)− f2(x)) =
(df1h+ o(|h|))(f2(x) + df2h+ o(|h|)) + f1(x)(df2h+ o(|h|) = (f1df2 + f2df1)h+ o(|h|).

Ñëó÷àé d
(
f1

f2

)
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

7.2. Òåîðåìà Ëàãðàíæà.
Ëåììà 7.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : E → R äèôôåðåíöèðóåìà íà E ⊂ Rn, ôóíêöèè

x1, . . . , xn : I → R äèôôåðåíöèðóåìû íà I ⊂ R è x(t) =



x1(t)
...

xn(t)


 ∈ E ïðè âñåõ t ∈ I.

Òîãäà ôóíêöèÿ F (t) = f



x1(t)
...

xn(t)


 äèôôåðåíöèðóåìà íà I è F ′(t) = dfx(t)




(x1)′(t)
...

(xn)′(t)


.

Proof. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, F (t+h)−F (t) = f



x1(t+ h)

...
xn(t+ h)


−f



x1(t)
...

xn(t)


 =

dfx(t)





x1(t+ h)

...
xn(t+ h)


−



x1(t)
...

xn(t)




+ o



∣∣∣∣∣∣



x1(t+ h)

...
xn(t+ h)


−



x1(t)
...

xn(t)



∣∣∣∣∣∣


 =

dfx(t)




(x1)′(t)h+ o(|h|)
...

(xn)′(t)h+ o(|h|)


+ o



∣∣∣∣∣∣

(x1)′(t)h+ o(|h|)
...

(xn)′(t)h+ o(|h|)

∣∣∣∣∣∣


 = dfx(t)




(x1)′(t)
...

(xn)′(t)


h+ o(|h|) �

Òåîðåìà 7.4 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïóñòü E ⊂ Rn, è ïóñòü îòðåçîê [x, x + h]
ñîäåðæèòñÿ â E, ôóíêöèÿ f : E → R íåïðåðûâíà íà [x, x+h] è äèôôåðåíöèðóåìà íà
(x, x+h). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (x, x+h), òàêàÿ ÷òî f(x+h)− f(x) = dfξh.
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Proof. Ôóíêöèÿ F (t) = f(x + th), ñîãëàñíî ëåììå 7.1, äèôôåðåíöèðóåìà
ïðè t ∈ [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèé íà îòðåçêå. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 7.1,
f(x+ h)− f(x) = F (1)− F (0) = F ′(θ) = dfx+θhh = ãäå θ ∈ (0, 1). �

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå
åãî òî÷êè x1, x2 ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì l ⊂ E, òî åñòü, åñëè ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1]→ E, òàêîå ÷òî f(0) = x1, f(1) = x2.

Ñëåäñòâèå 7.1. Åñëè ôóíêöèÿ f : E → R äèôôåðåíöèðóåìà íà ëèíåéíî ñâÿçíîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå E ⊂ Rn è df = 0 â êàæäîé òî÷êå E, òî f � ïîñòîÿííàÿ
ôóíêöèÿ.

Proof. Ïóñòü x1, x2 ∈ E. Äîêàæåì, ÷òî f(x1) = f(x2). Ïóñòü l � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè x1 è x2. Ïîêðîåì åãî øàðàìè Bx = B(x, δx) ⊂ E, ãäå x ∈ l. Âûáåðåì èç
íèõ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Bα1 , . . . , Bαn , ïîêðûâàþùåå ïóòü l. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêîâ [ti, ti+1] ëîìàííàÿ l̂ ⊂

n⋃
i=1

Bαi , ñîåäèíÿþùèå x1 è x2. Íî â ýòîì
ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå òåîðåìà Ëàãðàíæà 7.4, f(ti) − f(ti+1) = dfξh = 0, òî åñòü
f(ti) = f(ti+1). �

Îïðåäåëåíèå 7.6. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

∂

∂xi1

( ∂

∂xi2

( ∂

∂xik
f
)
. . .
)

=
∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
.

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂xi∂xj

è ∂2f
∂xj∂xi

ôóíêöèè f



x1

...
xn




ñóùåñòâóþò íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå E è íåïðåðûâíû â òî÷êå x ∈ E. Òîãäà
∂2f

∂xi∂xj
= ∂2f

∂xj∂xi
.

Proof. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f â øàðå B ⊂ E ⊂ R2 ñ öåíòðîì x =

(
x1

x2

)
.

Ðàññìîòðèì âåêòîð h =

(
h1

h2

)
, òàêîé ÷òî x+ h ∈ B. Äëÿ t ∈ R ïîëîæèì

φ(t) = f

(
x1 + th1

x2 + h2

)
− f

(
x1 + th1

x2

)
.

Ïîëîæèì

F

(
h1

h2

)
= f

(
x1 + h1

x2 + h2

)
− f

(
x1 + h1

x2

)
− f

(
x1

x2 + h2

)
+ f

(
x1

x2

)
= φ(1)− φ(0).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé (òåîðåìà 2.9),
ñóùåñòâóþò θ1, θ2 ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî

F

(
h1

h2

)
= φ′(θ1) =

( ∂f
∂x1

(
x1 + θ1h

1

x2 + h2

)
− ∂f

∂x1

(
x1 + θ1h

1

x2

))
h1 =

∂2f

∂x2∂x1

(
x1 + θ1h

1

x2 + θ2h
2

)
h1h2.
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Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò θ̃1, θ̃2 ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî

F

(
h1

h2

)
=

∂2f

∂x1∂x2

(
x1 + θ̃1h

1

x2 + θ̃2h
2

)
h1h2.

Òàêèì îáðàçîì,
∂2f

∂x2∂x1

(
x1 + θ1h

1

x2 + θ2h
2

)
=

∂2f

∂x1∂x2

(
x1 + θ̃1h

1

x2 + θ̃2h
2

)
.

Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè h→ 0 è íàõîäèì, ÷òî ∂2f
∂x1∂x2 (x1, x2) = ∂2f

∂x2∂x1 (x1, x2). �
Áåç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåîðåìà 7.5 íåâåðíà.

Ïðèìåð 7.3. Ïóñòü

f

(
x
y

)
=

{xyx
2 − y2

x2 + y2
ïðè

(
x
y

)
6=
(

0
0

)
,

0 ïðè
(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Òîãäà ∂2f
∂x∂y

(
0
0

)
= 1, ∂2f

∂y∂x

(
0
0

)
= −1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck(E) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà
ìíîæåñòâå E.
Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ Ck(E), òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî
ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

7.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ëåììà 7.2. Ïóñòü E ⊂ Rn, f ∈ Ck(E), [x, x + h] ⊂ E äëÿ h =



h1

...
hn


 è

F (t) = f(x+ th) äëÿ t ∈ [0, 1]. Òîãäà

F (k)(0) =
n∑

i1,...,ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x)hi1 . . . hik .

Proof. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = 1 íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå
F ′(0) =

n∑
i=1

∂f
∂xi

(x)hi ñëåäóåò èç ëåììû 7.1. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
k = m− 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 7.1,

F (m)(0) =
d

dt
F (m−1)(0) =

d

dt

( n∑
i1...im−1=1

∂m−1f

∂xi1 . . . ∂xim−1
(x+ th)hi1 . . . him−1

)∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i1...im−1=1

n∑
i=1

∂mf

∂xi1 . . . ∂xim−1∂xi
(x)hi1 . . . him−1hi =

n∑
i1,...,im=1

∂mf

∂xi1 . . . ∂xim
(x)hi1 . . . him

�
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Òåîðåìà 7.6 (ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü E ⊂ Rn, f ∈ CN(E), [x, x+ h] ⊂ E. Òîãäà

f(x+ h)− f(x) = f



x1 + h1

...
xn + hn


− f



x1

...
xn


 =

N−1∑

k=1

1

k!

n∑
i1,...,ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x)hi1 . . . hik + rN(x, h),

ãäå

rN =
n∑

i1...iN=1

( 1∫

0

(1− t)N−1

(N − 1)!

∂Nf

∂xi1 . . . ∂xiN
(x+ th)dt

)
hi1 . . . hiN =

1

N !

n∑
i1,...,iN=1

∂Nf

∂xi1 . . . ∂xiN
(x+θh)hi1 . . . hiN =

1

N !

n∑
i1,...,iN=1

∂Nf

∂xi1 . . . ∂xiN
(x)hi1 . . . hiN+o(|h|N)

äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1).
Proof. Ïðèìåíÿÿ îáû÷íóþ ôîðìóëó Òåéëîðà ê ôóíêöèè F (t) = f(x + th), íàõîäèì,
÷òî

f(x+ th)− f(x) = F (1)− F (0) =
N−1∑

k=1

F (k)(0)

k!
+ rN ,

ãäå

rN =

1∫

0

(1− t)N−1

(N − 1)!
F (N)(t)dt =

1

N !
F (N)(θ) =

1

N !
F (N)(0) + o(tN).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 7.2, ïîëó÷àåì íóæíûé ðåçóëüòàò. �

Â äîêàçàííîé âûøå ôîðìóëå Òåéëîðà ìíîãèå ñëàãàåìûå âñòðå÷àþòñÿ ïî íåñêîëüêî
ðàç. Íàïðèìåð, â íåå âõîäÿò ñëàãàåìûå

1

2!

∂2f

∂x1∂x2
(x)h1h2 è 1

2!

∂2f

∂x2∂x1
(x)h2h1,

ðàâíûå äðóã äðóãó â ñèëó òåîðåìû 7.5. Îáúåäèíèâ ñëàãàåìûå òàêîãî òèïà
ìîæíî ïðèâåñòè ôîðìóëó Òåéëîðà ê áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó, çàïèñàâ åå ÷åðåç
ìóëüòèèíäåêñû, òî åñòü íàáîðû íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë âèäà α = (α1, . . . , αn).
Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

|α| = α1 + · · ·+ αn, α! = α1! · · ·αn!, hα = (h1)α1 · · · (hn)αn ,

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

(∂x1)α1 . . . (∂xn)αn
.

Ñëåäñòâèå 7.2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 7.6 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x+ h) =
∑

|α|≤N−1

Dαf(x)

α!
hα + rN(x, h),

ãäå

rN(x, h) =
∑

|α|=N

(∫ 1

0

N(1− t)N−1

α!
Dαf(x+ th) dt

)
hα =

∑

|α|=N

Dαf(x+ θh)

α!
hα =
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∑

|α|=N

Dαf(x)

α!
hα + o(|h|N) (h→ 0)

äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1).
Çàäà÷à 7.3. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 7.2.

Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü ìíîãîìåðíîé ôîðìóëû Òåéëîðà (ñëåäñòâèå 7.2) âíåøíå ïîõîæà
íà îäíîìåðíûå ôîðìóëû Òåéëîðà (ñëåäñòâèå 5.1). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 îíà äàåò
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ñ äîñòàòî÷íûì ÷èñëîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â âèäå

f(x) = f(x0) + fx0
1 (x) + fx0

2 (x) + . . . ,

ãäå fx0
k (x) =

∑
|α|=k

Dαf(x0)
α!

(x−x0)α � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ

x1

...
xn


. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, fx0

1 = dfx0 . Äîáàâëåíèå êàæäîé íîâîé

ôóíêöèè fx0
k � ýòî áîëåå òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè f .

Ëåììà 7.3. Åñëè ôóíêöèÿ f : E → R èìååò â òî÷êå x0 ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì è
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóåò, òî îíà ðàâíà 0. Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå

ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà x0 äèôôåðåíöèàë dfx0 ðàâåí 0, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Proof. Åñëè ôóíêöèÿ φ(xi) = f




x1
0...

xi−1
0

xi

xi+1
0...
xn0




èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì, òî, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è òåîðåìå Ðîëëÿ 2.8 ∂f
∂xi

(x0) = φ′(xi0) = 0. �

Îïðåäåëåíèå 7.7. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

fx0
2 (x) =

1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
f(x0)(xi − xi0)(xj − xj0),

íàçûâàåòñÿ ãåññèàíîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü f : E → R, f ∈ C2(E) è dfx0 = 0. Òîãäà åñëè ãåññèàí
n∑

i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

hihj â òî÷êå x0 ïîëîæèòåëüíî(îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåí, òî ôóíêöèÿ f

èìååò â òî÷êå x0 ìèíèìóì (ìàêñèìóì).
Proof. Ìû èìååì

f(x0+h)−f(x0) =
|h|2
2

( n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
f(x0)

hihj

|h|2 +o(1)

)
=
|h|2
2

( n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
f(x0)sisj+o(1)

)
,

ãäå (s1, . . . , sn) ∈ ∂B(0, 1).
Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A =

n∑
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

(x0)sisj, íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî îíà ïîëîæèòåëüíà íà êîìïàêòå ∂B(0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî äîñòèãàåò
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íà íåì ïîëîæèòåëüíîãî ìèíèìóìà (ñëåäñòâèå 6.1). Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ(∑n
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

f(x0)sisj + o(1)

)
, à çíà÷èò è ôóíêöèÿ f(x0 + h)− f(x0) ïîëîæèòåëüíà

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîì h. �
Çàäà÷à 7.4. Âîçìîæåí ëè ýêñòðåìóì, åñëè ôîðìà ïðèíèìàåò êàê îòðèöàòåëüíûå,
òàê è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ?

8. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ
8.1. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ. Çàéìåìñÿ òåïåðü èçó÷åíèåì îòîáðàæåíèé
âèäà f : E → Rm, ãäå E, êàê è ðàíüøå � îòêðûòàÿ îáëàñòü â Rn.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Çàâèñÿùèå îò x êîîðäèíàòû f i(x) çíà÷åíèÿ f(x) =



f 1(x)

...
fn(x)




íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå α : E → Rm
åñòü "o ìàëîå" îò ôóíêöèè β : E → R (ïèøóò α = o(β) ïðè x → a), åñëè
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå γ : E → Rm òàêîå, ÷òî αi(x) = β(x)γi(x) è lim

x→a
γi(x) = 0

ïðè i = 1, . . . ,m.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðîäîëæàåò îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ

ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà îòîáðàæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 8.2. Îòîáðàæåíèå f : E → Rm íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì
â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð Lx : Rn → Rm, òàêîé ÷òî
f(x+h)−f(x) = Lxh+o(|h|) ïðè h→ 0. Îïåðàòîð L(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ Lx = dfx.

Òàêèì îáðàçîì äèôôåðåíöèðóåìîå íà E ⊂ Rn îòîáðàæåíèå ïîðîæäàåò
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà E â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Hom(Rn,Rm).
Çàäà÷à 8.1. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.
Ëåììà 8.1. Îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî, åñëè è òîëüêî åñëè âñå åãî
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû.

Proof. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà L îçíà÷àåò, ÷òî L(h) =



l1(h)
...

lm(h)


, ãäå lj : Rn → R �

ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî f(x + h) − f(x) = Lxh + o(|h|)
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì f i(x + h) − f i(x) = lixh + o(|h|) äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , lm. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû è df i = li. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íàøèõ îïðåäåëåíèé. �

Èç ýòîé ëåììû è òåîðåì 7.2, 7.3 ñðàçó ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f i

∂xj
îòîáðàæåíèÿ f : E → Rm

ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â òî÷êå x ∈ E. Òîãäà îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f1 : E → Rm, f2 : E → Rm äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå x, òî îòîáðàæåíèå λ1f1 + λ2f2 òîæå äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x è
d(λ1f1 + λ2f2) = λ1df1 + λ2df2.
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Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → Rm äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x.
Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïî âñåì ïåðåìåííûì
ñóùåñòâóþò è

dfx



h1

...
hn


=

(
∂f 1/∂x1 . . . ∂f 1/∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm/∂x1 . . . ∂fm/∂xn

)

h1

...
hn


 .

Proof. Ëåììà 8.1 ñâîäèò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.1 ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 7.1 �

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ìàòðèöà
(
∂f 1/∂x1 . . . ∂f 1/∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm/∂x1 . . . ∂fm/∂xn

)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé

ßêîáè èëè ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ f .
Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → F ⊂ Rm äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x,
à îòîáðàæåíèå g : F → Rk äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå y = f(x). Òîãäà êîìïîçèöèÿ
g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è dg◦f (x) = dgydfx.
Proof. Ìû èìååì

(g ◦ f)(x+ h)− (g ◦ f)(x) = g(f(x+ h))− g(f(x)) =

= dgy(f(x+ h)− f(x)) + o(|f(x+ h)− f(x)|) =

= dgy(dfxh+ o(|h|)) + o(df(x)h+ o(|h|)) = dgydfxh+ o(|h|).
�

Çàäà÷à 8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëåììà 7.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 8.2
Ëåììà 8.2. Ïóñòü f : E → F � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x ∈ E, ïðè÷åì äèôôåðåíöèàë dfx îáðàòèì. Òîãäà
ñóùåñòâóþò k > 0 òàêîå, ÷òî k < |f(x+h)−f(x)|

|h| ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |h|.
Proof. Ôóíêöèÿ |dfx(r)| èìååò íà êîìïàêòå ∂B(0, 1) ìèíèìóì k̃ (ñëåäñòâèå 6.1),
êîòîðûé ïîëîæèòåëåí â âèäó íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà dfx. Òàêèì îáðàçîì,
0 < k̃ < |dfx(h)|

|h| ïðè âñåõ h ∈ Rn. Êðîìå òîãî, f(x + h) − f(x) = dfx(h) + o(|h|).
Òàêèì îáðàçîì, k̃

2
< |f(x+h)−f(x)|

|h| ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |h|. �
Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü f : E → F � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x ∈ E, ïðè÷åì äèôôåðåíöèàë dfx îáðàòèì. Òîãäà, åñëè
ôóíêöèÿ f−1 : F → E íåïðåðûâíà â òî÷êå y = f(x), òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå è dfy = (dfx)

−1.
Proof. Ïîëîæèì t = f(x + h) − f(x). Òîãäà f(x + h) = t + y, x + h = f−1(t + y)
è h = f−1(y + t) − f−1(y) . Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóåò,
÷òî t = dfxh + o(|h|), îòêóäà (dfx)

−1t = h + (dfx)
−1o(|h|) = h + o(|h|). Òî åñòü

f−1(y + t)− f−1(y) = h(t) = (dfx)
−1t+ o(|h(t)|)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî o(|h(t)|) = o(t). Ñîãëàñíî
íàøèì îïðåäåëåíèÿì, o(|h(t)|) = |h(t)|γ(h(t)), ãäå lim

h→0
γ(h) = 0. Òàêèì îáðàçîì

o(|h(t)|) = |t|δ(t), ãäå δ(t) = |h(t)|
|t| γ(h(t)) è íàäî äîêàçàòü, ÷òî lim

t→0
δ(t) = 0.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f−1 îçíà÷àåò, ÷òî lim
t→0

h(t) = 0, îòêóäà
lim
t→0

γ(h(t)) = lim
h→0

γ(h) = 0. Êðîìå òîãî, 0 < k < |t(h)|
|h| ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîì |h|,
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ñîãëàñíî ëåììå 8.2. Â âèäó lim
t→0

h(t) = 0 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |h(t)|
|t| < 1

k
ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëåíüêîì |t|. Òàêèì îáðàçîì, lim
t→0

δ(t) = lim
t→0

|h(t)|
|t| γ(h(t)) = 0. �

8.2. Ëîêàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êðèâûõ.
Îïðåäåëåíèå 8.4. Äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f : I → Rm èíòåðâàëà I ⊂ R
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé. Îáðàç f(I) ⊂ Rm
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé â Rm

Ðàçíûå ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå ìîãóò çàäàâàòü îäèíàêîâûå êðèâûå â Rm.

Ïðèìåð 8.1. 1. Ïóñòü I1 = R, f1(ψ) =

(
a coshψ
b sinhψ

)
. Òîãäà

x2

a2 − y2

b2
= cosh2 ψ − sinh2 ψ =

(
eψ+e−ψ

2

)2

−
(
eψ−e−ψ

2

)2

= 1.

2. Ïóñòü I2 = (0,+∞), f2(t) =




1
2
a
(
t+ 1

t

)

1
2
b
(
t− 1

t

))

. Òîãäà

x2

a2 − y2

b2
= 1

4

((
t+ 1

t

)2

−
(
t− 1

t

)2)
= 1.

3. Ïóñòü I3 =
(
−π

2
, π

2

)
, f3(φ) =

(
a

cosφ

b tanφ
)
)
. Òîãäà x2

a2− y2

b2
= 1

cos2 φ
− sin2 φ

cos2 φ
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå I1, I2, I3 ïîðîæäàþò îäíó è
òóæå êðèâóþ

{(
x
y

)
∈ R2 : x2

a2 − y2

b2
= 1, x ≥ 0

}
.

Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ f : I → Rm, ãäå f(t) =



f 1(t)
...

fm(t)




ïîðîæäàåò ïàðàìåòðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå êðèâûå f (n)(t) =




(f 1)(n)

...
(fm)(n)


.

Èç îäíîìåðíîé òåîðåìû Òåéëîðà-Þíãà (òåîðåìà 5.3) ñðàçó ñëåäóåò
Òåîðåìà 8.4 (òåîðåìà Òåéëîðà-Þíãà äëÿ êðèâûõ). Ïóñòü f : [a, b] → Rn�
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ, ïðè÷åì êðèâàÿ f (n) íåïðåðûâíà è t0 ∈ (a, b). Òîãäà

f(t0 + h) = f(t0) +
h

1!
f ′(t0) + · · ·+ hn

n!
f (n)(t0) + hno(1)

ïðè h→ 0.

Ïðèìåð 8.2. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü f(t) =

(
cos t
sin t

)
. Òîãäà

f(h) =

(
cos 0
sin 0

)
+

(
− sin 0
cos 0

)
h+

(
− cos 0
− sin 0

)
h2

2
+ + h2o(1) =

(
1
0

)
+

(
0
1

)
h+

(
−1/2

0

)
h2 + o(1)h2

ïðè h→ 0.
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Îïðåäåëåíèå 8.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ f : I → Rn èìååò
êàñàòåëüíóþ l â òî÷êå t0 ∈ I, åñëè

1) ∃ ε > 0 ∀ |t− t0| < ε : f(t) 6= f(t0);
2) Ïðÿìàÿ lt, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè f(t) è f(t0), èìååò ïðåäåëüíîå l ïîëîæåíèå

ïðè t→ t0.
Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü f : I → Rn � ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ, òàêàÿ ÷òî
f ′(t0) = · · · = f (n−1)(t0) = 0 è f (n)(t0) 6= 0. Òîãäà êðèâàÿ f èìååò êàñàòåëüíóþ â
òî÷êå t0 âèäà l(s) = f(t0) + f (n)(t0)s.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Òåéëîðà- Þíãà,

f(t) = f(t0) +
f (n)(t0)

n!
(t− t0)n + (t− t0)no(1)

Îòñþäà lim
t→t0

f(t)−f(t0)
(t−t0)n

= f (n)(t0)
n!

6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 1) îïðåäåëåíèÿ
êàñàòåëüíîé âûïîëíåíî. Ïðè êàæäîì t ÷åðåç òî÷êè f(t) è f(t0) ïðîõîäèò ïðÿìàÿ
lt(r) = f(t0) + f(t)−f(t0)

t−t0 r. Îíà ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé

lt(s) = f(t0) +
f(t)− f(t0)

t− t0
( n!

(t− t0)n−1

)
s = f(t0) + f (n)(t0)s+ o(1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë lim
t→t0

lt ñóùåñòâóåò è ðàâåí ïðÿìîé l(s) = f(t0) + f (n)(t0)s. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî êðèâûå íà ïëîñêîñòè.
Îïèøåì ñíà÷àëà ïîâåäåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé â ïàðàìåòðèçàöèè f : I → R
îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé. Ïóñòü f (i)(t0) = 0 äëÿ 0 < i < p, f (p)(t0) 6= 0,
f (i)(t0) = λif

(p)(t0) ïðè p ≤ i < q, è âåêòîð f (q)(t0) íå ðàâåí 0 è íå ïàðàëëåëåí
âåêòîðó f (p)(t0). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Òåéëîðà-Þíãà,

f(t0 + h)− f(t0) =
f (p)(t0)

p!
hp +

f (p+1)(t0)

(p+ 1)!
hp+1 + · · ·+ f (q−1)(t0)

(q − 1)!
hq−1 +

+
f (q)(t0)

q!
hq + hq(o(1), o(1)) = ξ(h)f (p)(t0) + ζ(h)f (q)(t0) + hqo(1),

ãäå
ξ(h) =

hp

p!
+ hpo(1), ζ(h) =

hq

q!
.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ðàçíûå ñëó÷àè (ðèñóíêè â ìîåé êíèæêå ñòð. 33):
à) p � íå÷åòíîå, q � ÷åòíîå; òîãäà ξ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è h, à ζ ≥ 0 (ñì.

ðèñ. 4à));
á) p � íå÷åòíîå, q � íå÷åòíîå; òîãäà ξ è ζ èìåþò òîò æå çíàê, ÷òî è h (ñì. ðèñ. 4á));
â) p � ÷åòíîå, q � íå÷åòíîå; òîãäà ξ ≥ 0 è ζ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è h (ñì.

ðèñ. 4â));
ã) p � ÷åòíîå, q � ÷åòíîå; òîãäà ξ≥ 0 è ζ ≥ 0 (ñì. ðèñ. 4ã)).
Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè:
1) òî÷êà îáùåãî ïîëîæåíèÿ (âñå ïðîèçâîäíûå îòëè÷íû îò íóëÿ: p = 1 è q = 2, òî

åñòü ñëó÷àé 1);
2) ïåðåãèá: p = 1, q = 3 (òî åñòü ñëó÷àé 2);
3) ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà: p = 2, q = 3 (òî åñòü ñëó÷àé 3), íàïðèìåð,

(f 1 = t2, f 2 = t3) (f 2 = 3
√

(f 1)2).
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8.3. Ãëîáàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Ïåðåéäåì, òåïåðü ê
îïèñàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êðèâîé
Îïðåäåëåíèå 8.6. Ïóñòü t0 ∈ R ∪ {−∞,+∞}. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðèâàÿ f : I → R2 îáðàçóåò áåñêîíå÷íóþ âåòâü ïðè t → t0, åñëè lim

t→t0
|f(t)| = ∞.

Ïðåäåë lim
t→t0

f(t)
|f(t)| , åñëè ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì àñèìïòîòè÷åñêîãî

íàïðàâëåíèÿ. Ïàðàëëåëüíûå åìó ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè
àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ýòîé âåòâè.

Îïðåäåëåíèå 8.7. Ïóñòü lt � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(
x(t)
y(t)

)
è

ïðåäñòàâëÿþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîé âåòâè t → t0.
Åñëè ïðÿìàÿ lt ñòðåìèòñÿ ê∞ ïðè t→ t0, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåòâü ïàðàáîëè÷åñêàÿ,
åñëè lim

t→t0
lt = l, òî ãîâîðÿò, ÷òî l � àñèìïòîòà âåòâè.

Ïðèìåð 8.3. 1. Ïóñòü f(t) =

(
tan t
tan2 t

)
, t0 = π/2. Òîãäà

lim
t→π/2

|f(t)| = lim
t→π/2

√
tan2 t+ tan4 t =∞,

lim
t→π/2

f(t)

|f(t)| = lim
t→π/2




tan t√
tan2 t+tan4 t

tan2 t√
tan2 t+tan4 t


 =

(
0
1

)
.

Òàêèì îáðàçîì
(

0
1

)
� âåêòîð àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ïðè t → π/2,

lt =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = tan t

}
è lim

t→π/2
lt = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ f èìååò ïðè

t→ t0 áåñêîíå÷íóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ âåòâü.
2. Ïóñòü f(t) =

(
1

cos t
tan t

)
, t0 = π/2. Òîãäà

lim
t→π/2

|f(t)| = lim
t→π/2

√
1

cos2 t
+ tan2 t =∞,

lim
t→π/2

f(t)

|f(t)|= lim
t→π/2




1/ cos t√
1/ cos2 t+tan2 t

tan t√
1/ cos2 t+tan2 t




= lim
t→π/2




1√
1+sin2 t

sin t√
1+sin2 t


 =




1√
2

1√
2




� âåêòîð àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ;

lt =

{( 1
cos t

+ r

tan t+ r

)
∈ R2 | r ∈ R

}
=

=
{(

x
y

)
∈ R2 | y − x = tan t− 1

cos t
=

sin t− 1

cos t

}
,
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lim
t→π/2

lt =
{(

x
y

)
∈ R2 | y − x = lim

t→π/2
sin t−1

cos t
= 0

}
. Ñëåäîâàòåëüíî,

l =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = y

}
� àñèìïòîòà áåñêîíå÷íîé âåòâè êðèâîé f(x) ïðè t→ t0.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû îáîáùàåò ýòè ïðèìåðû.

Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü êðèâàÿ f(t) =

(
x(t)
y(t)

)
èìååò áåñêîíå÷íóþ âåòâü ïðè t → t0

è lim
t→t0

x(t)
y(t)

= 0. Òîãäà ïðÿìàÿ
{(

x
y

)
∈ R2 | x = 0

}
ïðåäñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå

íàïðàâëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå
à) åñëè lim

t→t0
x(t) =∞, òî ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ âåòâü;

á) åñëè lim
t→t0

x(t) = x0 ∈ R, òî ïðÿìàÿ l̃ =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = x0

}
ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòîé.
Proof. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
t→t0

f(t)

|f(t)| = lim
t→t0




x(t)√
x2(t)+y2(t)
y(t)√

x2(t)+y2(t)


 = lim

t→t0




x(t)/y(t)√
((x(t)/y(t))2+1

1√
(x(t)/y(t))2+1


 =

(
0
1

)
,

òî åñòü l � àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå è lt =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = x(t)

}
. Îòñþäà

ñðàçó ñëåäóåò çàêëþ÷èòåëüíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
Çàäà÷à 8.3. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ
lim
t→t0

x(t)
y(t)

=∞.

Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü êðèâàÿ f(t) =

(
x(t)
y(t)

)
èìååò áåñêîíå÷íóþ âåòâü ïðè t → t0.

Òîãäà åñëè lim
t→t0

y(t)
x(t)

= m ∈ R \ {0}, òî ïðÿìàÿ l =

{(
x
y

)
∈ R2 | y = mx

}

ïðåäñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå
à) åñëè lim

t→t0
(y(t)−mx(t)) =∞, òî ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ âåòâü;

á) åñëè lim
t→t0

(y(t) − mx(t)) = p ∈ R, òî ïðÿìàÿ l̃ =

{(
x
y

)
∈ R2 | y = mx+ p

}

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé.
Proof. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
t→t0

f(t)

|f(t)| = lim
t→t0

(
x
y

)

√
x2(t) + y2(t)

= lim
t→t0




1√
1+(y(t)/x(t))2

y(t)/x(t)√
1+(y(t)/x(t))2


 =




1√
1+m2

m√
1+m2


 .

Òàêèì îáðàçîì,
(

1

m

)
� âåêòîð àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ è

lt =

{(
x
y

)
=

(
x(t) + r
y(t) +mr

)
|r ∈ R

}
=

{(
x
y

)
∈ R2 | y = mx+ (y(t)−mx(t))

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò çàêëþ÷èòåëüíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðèâîé f(t) =

(
x(t)
y(t)

)
.

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ A êðèâîé f è åå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
2. Íàéòè òî÷êè t0, â êîòîðûõ x′(t0) = 0 èëè y′(t0) = 0, è òî÷êè, â êîòîðûõ

f ′′(x0) = λf ′(x0).
3. Èññëåäîâàòü ôîðìó êðèâîé â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê.
4. Íàéòè áåñêîíå÷íûå âåòâè è èõ àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ. Âûäåëèòü

ïàðàáîëè÷åñêèå âåòâè è íàéòè àñèìïòîòû.
5. Ïîñòðîèòü êðèâóþ.

Ïðèìåð 8.4. Ïîñòðîèì êðèâóþ f(t) =

(
t+ 1

t

t+ 1
2t2

)
.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èìååò âèä A = R \ 0 = R+ ∪ R−, ãäå R+ = {t ∈ R;
t > 0}, R− = {t ∈ R; t < 0}.

2. Èìååì x′ = 1 − 1
t2
, y′ = 1 − 1

t3
. Åñëè x′(t0) = 0, òî t0 = ±1. Åñëè y′(t0) = 0,

òî t0 = 1. Êðîìå òîãî, f ′(t) =

(
1− 1

t2

1− 1
t3

)
, f ′′(t) =

( 2
t3

3
t4

)
, f ′′′(t) =

(− 6
t4

−12
t5

)
. Åñëè

f ′′(t0) = λf ′(t0), òî




2
t30

3
t40


 = λ




1− 1
t20

1− 1
t30


 è, ñëåäîâàòåëüíî, t0 = 1 èëè t0 = −1

2
.

3. a. Åñëè t0 = 1, òî f(1) =

(
2
3
2

)
, f ′(1) = 0, f ′′(1) =

(
2
3

)
, f ′′′(1) = −

(
6
12

)
. Ìû

èìååì
f(1 + h) =

(
2
3
2

)
+

(
2
3

)
h2

2
−
(

6
12

)
h3

6
+ o(1)h3.

Ýòî � òî÷êà òèïà 3.
b. Åñëè t0 = −1, òî f(−1) = −

(
2
1
2

)
, f ′(−1) =

(
0
2

)
, f ′′(−1) =

(
−2
3

)
. Ìû èìååì

f(−1 + h) = −
(

2
1
2

)
+

(
0
2

)
h+

(
−2
3

)
h2

2
+ o(1)h2.

Ýòî � òî÷êà òèïà 1.
c. Åñëè t0 = −1

2
, òî f

(
−1

2

)
=

(
−5

23
2

)
, f ′

(
−1

2

)
=

(
−3
9

)
, f ′′

(
−1

2

)
=

(
−16
3, 16

)
,

f ′′′
(
−1

2

)
=

(
−6, 16
12, 32

)
. Ìû èìååì

f
(
−1

2
+ h
)

=

(
−5

23
2

)
+ 3

(
−1
3

)
h+ 16

(
−1
3

)
h2

2
+ +

(
−16
64

)
h3 + o(1)h3.

Ýòî � òî÷êà òèïà 2.
4. Çàìåòèì, ÷òî lim

t→t0
|f(t)|2 = lim

t→t0

(
t2 +2+ 1

t2
+t2 + 1

t
+ 1

4t2

)
. Ýòîò ïðåäåë ðàâåí∞,

åñëè è òîëüêî åñëè t0 = 0 èëè t0 =∞.
a. Åñëè t0 = 0, òî lim

t→0

x(t)
y(t)

= lim
t→0

t+1/t
t+1/2t2

= 0 è lim
t→0

x(t) = lim
t→0

(
t + 1

t

)
=∞. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 14.1, ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ âåòâü ñ àñèìïòîòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì
l1 =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = 0

}
.
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b. Åñëè t0 = ±∞, òî lim
t→∞

y(t)
x(t)

= lim
t→∞

t+1/2t2

t+1/t
= 1 è lim

t→∞
(y(t)−x(t)) = lim

t→∞

(
1

2t2
− 1

t

)
= 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.7, ýòà âåòâü èìååò àñèìïòîòó l2 =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = y

}
.

5. Òåïåðü ìîæíî íàðèñîâàòü êàðòèíêó (ñì. ìîþ êíèæêó ñòð. 37).

9. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ

9.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ìîæíî çàäàâàòü íå
òîëüêî êàê îáðàçû äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé. Ìíîãèå èç íèõ � ýòî êîðíè
ñèñòåìû óðàâíåíèé

{F 1(x) = 0,
. . . . . . . . . .

F k(x) = 0
, x =



x1

...
xn




Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû
ëîêàëüíî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ãðàôèê íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðè m = 1 ýòî
óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò â òåîðåìó íåÿâíîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 9.1. Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü x2 + y2 − 1 = 0

ïðè y > 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y =
√

1− x2;
ïðè y < 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = −√1− x2;
ïðè x > 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè x =

√
1− y2;

ïðè x < 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè x = −
√

1− y2.
Òåîðåìà 9.1 (òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü U ⊂ Rn+1, F ∈ Cp(U), p > 0 è

F

(
x0

y0

)
= 0, ãäå x0 =



x1

0...
xn0


 ∈ Rn, y0 ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂F

∂y

(
x0

y0

)
6= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü V ⊂ Rn òî÷êè x0, ÷èñëî β > 0, ãäå
Ũ = V × (y0 − β, y0 + β) ⊂ U , è ôóíêöèÿ f ∈ Cp(V ), òàêèå ÷òî

{(
x
y

)
∈ Ũ | F

(
x
y

)
= 0
}

=
{(

x
y

)
| x ∈ V, y = f(x)

}

. Ïðè ýòîì

∂f

∂xi
= −

∂F
∂xi

(
x

f(x)

)

∂F
∂y

(
x

f(x)

) .

Proof. Ïóñòü ∂F
∂y

(
x0

y0

)
> 0. Âûáåðåì β > 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà øàðå B(

(
x0

y0

)
, β)

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ∂F
∂y
> 0. Òîãäà ôóíêöèÿ F

(
x0

y

)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè

|y − y0| < β è

F

(
x0

y0 − β
)
< F

(
x0

y0

)
= 0 < F

(
x0

y0 + β

)
.
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Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > 0, òàêîå ÷òî β > α > 0 è

F

(
x̃

y0 − β
)
< 0 < F

(
x̃

y0 + β

)
.

ïðè |x̃ − x0| < α. Ïðè êàæäîì òàêîì x̃ ∈ (x0 − α, x0 + α) ôóíêöèÿ F

(
x̃
y

)

íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî y è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî y0 − β < ỹ < y0 + β, òàêîå ÷òî F

(
x̃
ỹ

)
= 0 (ñì. ðèñ. íà ñòð. 67 ìîåé êíèæêè).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ðàâåíñòâîì ỹ = f(x̃). Òîãäà
{(

x
y

) ∣∣∣|x− x0| < α, |y − y0| < β, F

(
x
y

)
= 0
}

=
{(

x
y

) ∣∣∣|x− x0| < α, y = f(x)
}

ïðè÷åì |f(x)− y0| < β äëÿ |x− x0| < α.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Ïóñòü 0 < ε < β. Ïîâòîðèì ïåðâóþ ÷àñòü

äîêàçàòåëüñòâà è íàéäåì ÷èñëî 0 < δ < α, òàêîå ÷òî
{(

x
y

) ∣∣∣|x− x0| < δ, |y − y0| < ε, F

(
x
y

)
= 0
}

=
{(

x
y

) ∣∣∣|x− x0| < δ, y = f(x)
}
,

è |f(x) − f(x0)| = |f(x) − y0| < ε ïðè |x − x0| < δ. Ýòî äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ øàðà B

((
x0

y0

)
, β
)
óñëîâèÿ òåîðåìû òîæå

âûïîëíåíû, è, çíà÷èò, â íèõ ôóíêöèÿ f òàêæå íåïðåðûâíà.
Äîêàæåì, ÷òî f ∈ C1(V ). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà 7.4,

0 = F

(
x+ ∆x

f(x+ ∆x)

)
− F

(
x

f(x)

)
= F

(
x+ ∆x
y + ∆y

)
− F

(
x
y

)
= dF x+ θ∆x

y + θ∆y

!(∆x
∆y

)

=
( ∂F
∂x1

(
x+ θ∆x
y + θ∆y

)
, . . . ,

∂F

∂xn

(
x+ θ∆x
y + θ∆y

)
,
∂F

∂y

(
x+ θ∆x
y + θ∆y

))(
∆x
∆y

)

Äëÿ ïðèðàùåíèÿ ∆x, ãäå ∆xj = 0 ïðè j 6= i ýòî ðàâåíñòâî äàåò
0 = ∂F

∂xi

(
x+ θ∆xi

y + θ∆y

)
∆xi + ∂F

∂y

(
x+ θ∆xi

y + θ∆y

)
∆y, òî åñòü

∆y

∆xi
= −

∂F
∂xi

(
x+ θ∆xi

y + θ∆y

)

∂F
∂y

(
x+ θ∆xi

y + θ∆y

)

.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ∆xi → 0 è, ó÷èòûâàÿ y = f(x), ïîëó÷àåì

∂f

∂xi
= −

∂F
∂xi

(
x

f(x)

)

∂F
∂y

(
x

f(x)

)

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂xi

(x) íåïðåðûâíà ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ∂F
∂xi

, ∂F
∂y
.

Åñëè F ∈ Cp, òî ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü p − 1 ðàç ïî âñåì
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ïåðåìåííûì. Íàïðèìåð,
d2f

d(xi)2
=

−1

(∂F/∂y)2

((∂F
∂xi

+
∂F

∂y

∂f

∂xi

)∂F
∂y
− ∂F

∂x

(∂F
∂y

+
∂F

∂y

∂f

∂xi

))
.

�

9.2. Òåîðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè.
Îïðåäåëåíèå 9.1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå F : U → Rm, ãäå
U ⊂ Rr. Ìíîæåñòâî åãî íóëåé S = {z ∈ U |F (z) = 0} íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûì n = r −m-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ïðîñòðàíñòâå Rr.

Äðóãèìè ñëîâàìè äèôôåðåíöèðóåìîå n = r −m-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèå � ýòî
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé




F 1(z) = 0,

. . . . . . . . . .

Fm(z) = 0,

ãäå z ∈ Rr è F =

(
F 1

. . .
Fm

)
.

Ðàçîáüåì âåêòîð x =

(
z1

. . .
zr=n+m

)
íà äâå ÷àñòè, ïîëîæèâ x =

(
x1

. . .
xn

)
=

(
z1

. . .
zn

)

è y =

(
y1

. . .
ym

)
=

(
zn+1

. . .
zr

)
. Òîãäà ïîäìíîãîîáðàçèÿ S ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F

(
x
y

)
= 0. Îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÷àñòü

ïîäìíîãîîáðàçèÿ S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàôèêà íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ
f : E → Rm, ãäå E ⊂ Rn. Òî åñòü â âèäå ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y = f(x)

Ïîëîæèì

F ′x

(
x
y

)
=




∂F 1

∂x1 . . . ∂F 1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂x1 . . . ∂Fm

∂xn


 è F ′y

(
x
y

)
=




∂F 1

∂y1 . . . ∂F 1

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂y1 . . . ∂Fm

∂ym


 .

Òåîðåìà 9.2 (î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè). Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : U → Rm îïðåäåëåíî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(
x0

y0

)
, ãäå x0 ∈ Rn, y0 ∈ Rm, ïðè÷åì F ∈ Cp(U), p > 0,

F

(
x0

y0

)
= 0 è F ′y

(
x0

y0

)
� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå øàðû

Ix =
{
x ∈ Rn

∣∣∣|x− x0| < α
}
, Iy =

{
y ∈ Rm

∣∣∣|y − y0| < β
}
,

ãäå Ix × Iy ⊂ U , è îòîáðàæåíèå f ∈ Cp, f : Ix → Iy, òàêèå ÷òî
{(

x
y

)
∈ Ix × Iy

∣∣∣F (x, y) = 0
}

=
{(

x
y

)
∈ Ix × Iy

∣∣∣y = f(x)
}
.
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Ïðè ýòîì df = −
(
F ′y

(
x

f(x)

))−1

F ′x

(
x

f(x)

)
.

Proof. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 1 óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ
óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 9.1. Ïóñòü òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ðàçìåðíîñòè m − 1.

Äîêàæåì åå äëÿ ðàçìåðíîñòè m. Ïîëîæèì y̌ =

(
y1

. . .
ym−1

)

Ìàòðèöà F ′y íåâûðîæäåíà, è ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ yi è ôóíêöèé
F i, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Fm

∂ym
6= 0. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9.1, íàõîäèì îáëàñòü

Ũ = Ũn+m−1 × Ũ1 ⊂ U è ôóíêöèþ , f̃ : Ũn+m−1 → Ũ1, òàêóþ ÷òî f̃ ∈ Cp(Ũn+m−1) è
{(

x
y

)
∈ Ũ | Fm

(
x
y

)
= 0
}

=
{(

x
y

)
∈ Ũ | ym = f̃

(
x
y̌

)}
.

Ïîëîæèì

Φk

(
x
y̌

)
= F k




x
y̌

f̃

(
x
y̌

)

 ∈ Cp(Ũn+m−1).

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7.1, ∂Φk

∂yi
=
(
∂Fk

∂z1 , . . . ,
∂Fk

∂zr

)



∂x
∂yi
∂y̌
∂yi
∂f̃
∂yi


 = ∂Fk

∂yi
+ ∂Fk

∂ym
∂f̃
∂yi

ïðè i ≤ m−1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, Φm

(
x
y̌

)
= F k




x
y̌

f̃

(
x
y̌

)

 ≡ 0, îòêóäà ∂Fm

∂yi
+ ∂Fm

∂ym
∂f̃
∂yi

= 0. Òàêèì

îáðàçîì,

detF ′y

(
x
y

)
=

∣∣∣∣∣∣

∂F 1

∂y1 . . . ∂F 1

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂y1 . . . ∂Fm

∂ym

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂F 1

∂y1 + ∂F 1

∂ym
∂f̃
∂y1 . . . ∂F 1

∂ym−1 + ∂F 1

∂ym
∂f̃

∂ym−1
∂F 1

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂y1 + ∂Fm

∂ym
∂f̃
∂y1 . . . ∂Fm

∂ym−1 + ∂Fm

∂ym
∂f̃

∂ym−1
∂Fm

∂ym

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ1

∂y1 . . . ∂Φ1

∂ym−1 ∂F 1∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Φm−1

∂y1 . . . ∂Φm−1

∂ym−1
∂Fm−1

∂ym

0 . . . 0 ∂Fm

∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

Φ′y =




∂Φ1

∂y1 . . . ∂Φ1

∂ym−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Φm−1

∂y1 . . . ∂Φm−1

∂ym−1




îáðàòèìà â òî÷êå
(
x0

y̌0

)
.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íàõîäèì îáëàñòü Ǔ = Ǔn × Ǔm−1 ⊂ Ǔn+m−1 è

ôóíêöèþ f̌ =




f 1(x)
...

fm−1(x)


 ∈ Cp(Ǔn), f̌ : Ǔn → Ǔm−1, òàêóþ ÷òî

{(
x
y̌

)
∈ Ǔ

∣∣∣Φ
(
x
y̌

)
= 0
}

=
{(

x
y̌

)
∈ Ǔ

∣∣∣yi = f i(x), i = 1, . . . ,m− 1
}
.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f̌ äî ôóíêöèè f =



f 1(x)

...
fm(x)


 ∈ Cp(Ǔn) ïîëîæèâ è

fm(x) = f̃

(
x

f̌(x)

)
.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå f : Ix → Iy, òàêîå ÷òî f ∈ Cp(Ix), Ix ⊂ Rn,
Iy ⊂ Rm è

{(
x
y

)
∈ Ix × Iy | F

(
x
y

)
= 0
}

=
{(

x
y

)
∈ Ix × Iy | y = f(x)

}
.

Â ÷àñòíîñòè, F k

(
x

f(x)

)
= 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m è i = 1, . . . , n. Äèôôåðåíöèðóÿ

ýòî ðàâåíñòâî ïî xi íàõîäèì, ÷òî

0 =
(∂F k

∂z1
, . . . ,

∂F k

∂zr

)( ∂x
∂xi
∂f
∂xi

)
=
∂F k

∂xi
+

m∑
j=1

∂F k

∂yj
∂f j

∂xi

òî åñòü F ′x = −F ′ydf è df = −[F ′y]
−1F ′x. �

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü U, V ⊂ Rn. Áèåêöèÿ f : U → V íàçûâàåòñÿ Cp-
äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè f ∈ Cp(U) è f−1 ∈ Cp(V ).

Ñëåäñòâèå 9.1 (òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè). Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ Rn è
îòîáðàæåíèå f : G → Rn òàêîâû, ÷òî f ∈ Cp(G), ãäå p > 0, è äèôôåðåíöèàë dfx0

îáðàòèì. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè x0 ∈ U ⊂ G è f(x0) ∈ V ⊂ Rn, òàêèå
÷òî îòîáðàæåíèå h = f |U : U → V ÿâëÿåòñÿ Cp-äèôôåîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì
d(f−1) = (df)−1.

Proof. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F : G × Rn → Rn, ãäå F

(
x
y

)
= f(x) − y. Òîãäà

F ∈ Cp(G×Rn), F ′x = df è F ′y = −1. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóþò
òàêèå îêðåñòíîñòè Ix 3 x0, Iy 3 y0 = f(x0) è òàêàÿ ôóíêöèÿ g : Iy → Ix, g ∈ Cp(Iy),
÷òî
{(

x
y

)
∈ Ix×Iy

∣∣∣y = f(x)
}

=
{(

y
x

)
∈ Iy×Ix

∣∣∣dF
(
x
y

)
= 0
}

=
{(

y
x

)
∈ Iy×Ix

∣∣∣x = g(y)
}

è ïðè ýòîì dg = (df)−1. �

59



9.3. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò èç
ëèíåéíîé àëãåáðû.

Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü ëèíåéíûå ôîðìû lj : Rr → R(j = 1, . . . , d) ïîðîæäàþò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m. Òîãäà dim(

d⋂
j=1

Ker(lj)) = r −m.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Äèôôåðåíöèðóåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå S = {z ∈ U |F (z) = 0}, ãäå
F : U → Rm, U ⊂ Rr è m < r íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè ðàíã ìàòðèöû {∂F j

∂zi
} ðàâåí

m âî âñåõ òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ïîäìíîãîîáðàçèå S íåîñîáî åñëè òîëüêî åñëè
dim

m⋂
j=1

Ker(dF j
z ) = r −m ïðè z ∈ U

Îïðåäåëåíèå 9.4. Âåêòîð v ∈ Rr íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ S â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò ïðàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ
γ : I → Rr òàêàÿ, ÷òî z0 = γ(t0), F (γ(t)) = 0 è v = γ′(t0). Ìíîæåñòâî
âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
è îáîçíà÷àåòñÿ Tz0S.

Òåîðåìà 9.3. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz0S íåîñîáîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ S = {z ∈ U ⊂ Rr|F (z) = 0}, ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé F : U → Rm,
ðàâíî

m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

).

Proof. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ γ : I → Rr íà
S , ïðåõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0 = γ(t0). Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâî
F j(γ(t)) = 0 íàõîäèì, ÷òî dF j

z0
γ′(t0) = 0, òî åñòü γ′(t0) ∈ Ker(dF j

z0
). Ñëåäîâàòåëüíî

γ′(t0) ∈
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

) è Tz0S ⊂
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

). Êðîìå òîãî dim
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

) = r − m

ñîãëàñíî çàäà÷å 9.2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz0S ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè
n = r −m.

Â âèäó íåîñîáîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ S ìàòðèöà {∂F j
∂zi

(z0)} èìååò m ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ïåðåíóìåðóåì ïåðåìåííûå zi òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ìàòðèöà { ∂F j

∂zn+i (z0)}(i, j = 1, . . . ,m) áûëà íåâûðîæäåííîé. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå

î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè 9.2, ñóùåñòâóþò, çàâèñÿùèå îò x =



z1...
zn


 ⊂ Rn ôóíêöèÿ

f : Ix → Rm òàêàÿ, ÷òî
{(

x
f(x)

)
⊂ U

∣∣∣x ∈ Ix ⊂ Rn
}

ñîâïàäàåò ñ S â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0.

Òàêèì îáðàçîì ëþáàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z0 =

(
x0

f(x0)

)
è ëåæàùàÿ íà S

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ : I → Rr â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååò âèä
(

x(t)
f(x(t))

)
,

ãäå t ∈ I è x(t0) = x0. Ñëåäîâàòåëüíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz0S ñîñòîèò èç
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âåêòîðîâ γ′(t0) =

(
x′(t0)

(f(x(t)))′(t0)

)
=

(
x′(t0)

dfx0x
′(t0)

)
, ãäå x : I → Rn � íåêîòîðàÿ

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ.
Äîêàæåì, ÷òî òàê ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ëþáîé âåêòîð âèäà

(
vx

dfx0vx

)
, ãäå

vx ∈ Rn. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâàÿ γ(t) =

(
x0 + (t− t0)vx

f(x0 + (t− t0)vx)

)
ñîïîñòàâëÿåò

ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó vx ∈ Rn ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ γ : I → Rr òàêóþ
÷òî γ′(t0) =

(
x′(t0)

dfx0x
′(t0)

)
=

(
vx

dfx0vx

)
. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî Tz0S ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì
{(

vx
dfx0vx

)
⊂ Rr

∣∣∣vx ∈ Rn
}

è îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
èçîìîðôíîå Rn. �
Ñëåäñòâèå 9.2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz0S íåîñîáîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ S = {z ∈ U ⊂ Rr|F (z) = 0}, ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé
F : U → Rm ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì Ker dFz0, òî åñòü ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
v ∈ Rr, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
r∑
i=1

∂F j

∂xi
(z0)vi = 0, j = 1, . . . ,m

Proof. Â âèäó òåîðåìû 9.3 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé
ñèñòåìû

r∑
i=1

∂F j

∂xi
(z0)vi = 0, j = 1, . . . ,m îïèñûâàåò

m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

). Ýòî äåéñòâèòåëüíî

òàê, ïîñêîëüêó êàæäîå èç óðàâíåíèé
r∑
i=1

∂F j

∂xi
(z0)vi = 0 îïèñûâàåò Ker(dF j

z0
). �

9.4. Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà è óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó
ñ íåîñîáîì ïîäìíîãîîáðàçèåì S = {z ∈ U |F (z) = 0}, F : U → Rm, F ∈ C2(U)
íà îáëàñòè U çàäàíà åùå è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : U → R, f ∈ C2(U).
Ýêñòðåìóì îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè f |S íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ýêñòðåìóìîì. Ê
ïðîáëåìå åãî âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå çàäà÷è.
Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü z0 ∈ S � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f : U → R íà
S è df(z0) 6= 0. Òîãäà

m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

) ⊂ Ker(dfz0) è ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1, . . . , λm ∈ R

òàêèå ÷òî dfz0 =
m∑
j=1

λjdF
j
z0
.

Proof. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

). Ñîãëàñíî

òåîðåìå 9.3, v = γ′(t0), ãäå γ : I → Rr ïðèíàäëåæàùàÿ
ïîäìíîãîîáðàçèþ S ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ è z0 = γ(t0). Óñëîâèå
ýêñòðåìàëüíîñòè äàåò d(f(γ))t0 = 0, îòêóäà dfz0(γ))′(t0) = 0 è çíà÷èò
v = (γ)′(t0) ∈ Ker dfz0 . Òàêèì îáðàçîì

m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

) ⊂ Ker(dfz0) è, ñëåäîâàòåëüíî

dim((
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

))
⋂

Ker(dfz0)) = dim(
m⋂
j=1

Ker(dF j
z0

). Ñîãëàñíî çàäà÷å 9.1, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî dfz0 � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîðì dF j
z0
. �
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Îïðåäåëåíèå 9.5. ×èñëà {λj} íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà,äëÿ
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà z0 ôóíêöèè f íà S = {z ∈ U |F (z) = 0}
Îïðåäåëåíèå 9.6. Ôóíêöèÿ

L(z, λ) = f(z)−
m∑
i=1

λiF
i(z).

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f íà S = {z ∈ U |F (z) = 0}.
Çàäà÷à 9.3. Äîêàæèòå, ÷òî dL(z0,λ0) = 0, åñëè z0 � óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè
f íà S = {z ∈ U |F (z) = 0} è λ0 � îòâå÷àþùèå åé ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü L(z, λ) � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f íà
S = {z ∈ U |F (z) = 0}, dL(z0,λ0) = 0 è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

∑
∂2L
∂zi∂zj

(z0)ξiξj

çíàêîîïðåäåëåíà íà Tz0S. Òîãäà z0 � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f íà S.
Ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Proof. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà

L(z, λ0)− L(z0, λ0) =
1

2

∑ ∂2L

∂zi∂zj
(z0)(zi − zi0)(zj − zj0) + o(|z − z0|2)

ïðè z → z0. Îãðàíè÷åíèå ýòîãî ðàâåíñòâà íà ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç z0 = γ(t0) êðèâóþ
γ : I → S äàåò

L(γ(t), λ0)− L(z0, λ0) =
1

2

∑ ∂2L

∂zi∂zj
(z0)(γi)′(t0)t(γj)′(t0)t+ o(t2)

ïðè t → t0. Ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 0 ïðè t = t0 è çíàêîïîñòîÿííà ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêîì t â âèäó çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôîðìû

∑
∂2L
∂zi∂zj

(z0)ξiξj íà TSz0 . �
Íà ïðàêòèêå, ÷òîáû íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìû

ñëåäóþùèå øàãè:
1) íàïèñàòü ôóíêöèþ L(z, λ), ñ÷èòàÿ z è λ íåèçâåñòíûìè;
2) íàéòè z0 è λ0 èç óñëîâèÿ dL = 0

3) íàéòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ∂2L
∂zi∂zj

(z0);
4) îãðàíè÷èòü åå íà ïëîñêîñòü TSz0 ;
5) íàéòè åå ñèãíàòóðó.

Ïðèìåð 9.2. Íàéäåì ýêñòðåìóì ôóíêöèè f(z) = f

(
x
y

)
= x2 − y2 íà ïðÿìîé

l(z) = l

(
x
y

)
= 2x− y − 3 = 0.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä L(z, λ) = x2 − y2 − λ(2x − y − 3). Ìíîæèòåëü
Ëàãðàíæà è êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàéäåì èç óðàâíåíèé

0 =
∂L

∂x
= 2x− 2λ, 0 =

∂L

∂y
= −2y + λ, 0 =

∂L

∂λ
= −2x+ y + 3.

Ìû ïîëó÷èì

λ = 2, x0 = 2, y0 = 1,
∂2L

∂x2
= 2,

∂2L

∂y2
= −2,

∂2L

∂x∂y
= 0.
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Ôîðìà ∂2L
∂x∂y

íà âåêòîðàõ (ξx, ξy) ðàâíà 2(ξ2
x − ξ2

y). Åñëè (ξx, ξy) � êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê ïðÿìîé l(z) = 0, òî 2ξx − ξy = 0 è ξy = 2ξx. Îãðàíè÷åíèå ôîðìû ðàâíî
2(ξ2

x − 4ξ2
x) = −6ξ2

x < 0. Òî åñòü ìû íàøëè ìàêñèìóì.

10. Êàíîíè÷åñêèé âèä îòîáðàæåíèé

10.1. Ðàçëîæåíèå äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïðîñòåéøèå.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Íàçîâåì Cp-äèôôåîìîðôèçì g : U → Rn ïðîñòåéøèì, åñëè îí

èìååò âèä g =



g1

...
gm


, ãäå gi



x1

...
xn


 = xi âñåõ äëÿ j êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü p > 0 è Cp-äèôôåîìîðôèçì f : G → V � òàêîé, ÷òî

f i



x1

...
xn


 = xi ïðè i > k. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ G íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

x0 ∈ U ⊂ G, òàêàÿ, ÷òî f |U = g1 ◦ · · · ◦ gk, ãäå gi � îïðåäåëåííûå íà U ïðîñòåéøèå
Cp-äèôôåîìîðôèçìû.

Proof. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = 1 ëåììà î÷åâèäíà. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ ïðè k < m. Äîêàæåì åãî äëÿ k = m. Ìû èìååì

df =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm

∣∣∣ ∂f1

∂xm+1 . . . ∂f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . .
∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xm

∣∣∣ ∂fm

∂xm+1 . . . ∂fm

∂xn

0 . . . 0
∣∣∣ 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . .
∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0
∣∣∣ 0 . . . 1




.

Òàêèì îáðàçîì ðàíã ìàòðèöû



∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm

. . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xm




ðàâåí m. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãëàâíûé ìèíîð, íå ðàâíûé íóëþ. Ïóñòü, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ýòî




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm−1

∂x1 . . . ∂fm−1

∂xm−1


 .
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f̃ =



f̃ 1

...
f̃n


, ãäå f̃ i = f i ïðè i 6= m è f̃m = xm. Òîãäà

df̃ =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm−1

∣∣∣
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗
∂fm−1

∂x1 . . . ∂fm−1

∂xm−1

∣∣∣
0 . . . 0

∣∣∣ 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∣∣∣ . . . . . . . . .

0 . . . 0
∣∣∣ 0 . . . 1




.

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè (ñëåäñòâèå 9.1), îòîáðàæåíèå f̃ ÿâëÿåòñÿ
Cp-äèôôåîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0. Îòîáðàæåíèå h = f◦f̃−1

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì. Íî f = h ◦ f̃ , à ê îòîáðàæåíèþ f̃ ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. �

Ïðè k = n ëåììà äàåò
Òåîðåìà 10.1. Ïðè p > 0 ëþáîé Cp-äèôôåîìîðôèçì f : G → V ðàçëàãàåòñÿ íà
ïðîñòåéøèå Cp-äèôôåîìîðôèçì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé ñâîåé âíóòðåííåé
òî÷êè.

10.2. Îòîáðàæåíèÿ ïîñòîÿííîãî ðàíãà.
Îïðåäåëåíèå 10.2. Îòîáðàæåíèÿ f : U → E, f ∈ Cp(U), è h : V → F , h ∈ Cp(V )
íàçûâàþòñÿ Cp-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò Cp-äèôôåîìîðôèçìû
φ : U → V è ψ : E → F , òàêèå ÷òî h ◦ φ = ψ ◦ f , òî åñòü ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
êîììóòàòèâíà:

U
φ−−−→ V

f

y h

y
E

ψ−−−→ F

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå Cp-ýêâèâàëåíòíîñòè ñèììåòðè÷íî,
òðàíçèòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 10.3. Ðàíãîì îòîáðàæåíèÿ f : U → E â òî÷êå x0 ∈ U íàçûâàåòñÿ
ðàíã îïåðàòîðà dfx0, òî åñòü ðàíã îïèñûâàþùåé åãî ìàòðèöû.
Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü â òî÷êå x0 ⊂ G ⊂ Rn ðàíã îòîáðàæåíèÿ f : G → Rn,
f ∈ Cp(G), ðàâåí n. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x0 ∈ U ⊂ G, â êîòîðîé ýòî
îòîáðàæåíèå Cp-ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè
G ⊃ U 3 x0 è V 3 f(x0), òàêèå ÷òî f |U : U → V åñòü Cp-äèôôåîìîðôèçì. Ïîëîæèì
ψ = f−1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç h è φ òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà h◦φ = ψ◦f . �
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Çàäà÷à 10.2. Ïóñòü ðàíã îòîáðàæåíèÿ f : G → Rn â òî÷êå x0 ∈ G ðàâåí r.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü G ⊃ U 3 x0, â êîòîðîé ðàíã
îòîáðàæåíèÿ f áîëüøå èëè ðàâåí r. Áûâàåò ëè òàê, ÷òî ðàíã îòîáðàæåíèÿ f
áîëüøå, ÷åì r âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0?

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ïîñòîÿííîãî ðàíãà.

Ïðèìåð 10.1. Îòîáðàæåíèå Pn,k :



x1

...
xn


→




x1

...
xk

0
...
0



∈ Rm (ãäå k ≤ n) èìååò ðàíã k

âî âñåõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü ðàíã îòîáðàæåíèÿ f : G → Rm, f ∈ Cp(G), ðàâåí k âñþäó
íà G ⊂ Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ G ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 x0, íà
êîòîðîé ýòî îòîáðàæåíèå Cp -ýêâèâàëåíòíî ïðîåêöèè Pn,k.

Proof. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x =



x1

...
xn


 , f =



f 1

...
fm


, è ìàòðèöà




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xk

. . . . . . . . . . . . .
∂fk

∂x1 . . . ∂fk

∂xk




íåâûðîæäåíà. Ïîëîæèì φ =



φ1

...
φn


, ãäå φi = f i ïðè i ≤ k è φi



x1

...
xn


 = xi ïðè i > k.

Òîãäà

dφ =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xk
∂f1

∂xk+1 . . . ∂f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . .
∂fk

∂x1 . . . ∂fk

∂xk
∂fk

∂xk+1 . . . ∂fk

∂xn

0 . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 1




Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü G ⊃ U 3 x0,

â êîòîðîé φ ÿâëÿåòñÿ Cp-äèôôåîìîðôèçìîì. Ïîëîæèì g = f◦φ−1. Òîãäà g =



g1

...
gm


,

ãäå gi


x1

...
xn


 = xi ïðè i ≤ k. Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g ðàâíà
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dg =




1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0
∂gk+1

∂x1 . . . ∂gk+1

∂xk
∂gk+1

∂xk+1 . . . ∂gk+1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . .
∂gm

∂x1 . . . ∂gm

∂xk
∂gm

∂xk+1 . . . ∂gm

∂xn




Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå 8.2, ìû èìååì dg = dfd(φ−1), è, çíà÷èò, ðàíã
g íà Ṽ = φ(U) ðàâåí k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ íèæíÿÿ ÷åòâåðòü ìàòðèöû íóëåâàÿ.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 7.1, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè gk+1, . . . , gm íå çàâèñÿò îò
xk+1, . . . , xn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ψ =



ψ1

...
ψm


, ãäå ψi



x̃1

...
x̃m


 = x̃i ïðè i ≤ k è

ψi



x̃1

...
x̃m


 = x̃i−gi



x̃1

...
x̃k


 ïðè i > k. Òîãäà ψ ∈ Cp(V ) è ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ ψ

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dψ =




1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0

−∂gk+1

∂x1 . . . −∂gk+1

∂xk
1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−∂gm

∂x1 . . . −∂gm

∂xk
0 . . . 1




Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
f(x0) ∈ V ⊂ Ṽ , â êîòîðîé ψ ÿâëÿåòñÿ Cp-äèôôåîìîðôèçìîì. Ïîëîæèì òåïåðü
h = ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Cp(V ). Òîãäà

h(x) = ψ ◦ f ◦ φ−1(x) = ψ(g(x)) = ψ



g1(x)
...

gm(x)




=




ψ1



g1(x)
...

gm(x)




...

ψm



g1(x)
...

gm(x)







Ïðè j ≤ k ìû èìååì gj(x) = xj è, çíà÷èò,

h(x) =




x1

...
xk

gk+1(x)− gk+1(x)
...

gm(x)− gm(x)




=




x1

...
xk

0
...
0



.
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10.3. Ëåììà Ìîðñà. Ïóñòü U ⊂ Rn, E ⊂ Rm. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã
îòîáðàæåíèÿ f : U → E â òî÷êå x ∈ U ðàâåí min(n,m). Òàêèå òî÷êè îáðàçóþò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî (çàäà÷à 10.2) è íà íåì îòîáðàæåíèå f ëîêàëüíî (òî åñòü
â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó âëîæåíèþ èëè ëèíåéíîé
ïðîåêöèè (òåîðåìà 10.3). Îñòàëüíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Èìåííî îíè
îïðåäåëÿþò ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé. È òàê:
Îïðåäåëåíèå 10.4. Òî÷êè x0, â êîòîðûõ ðàíã îòîáðàæåíèÿ f : U → E ìåíüøå
min(dimU, dimE), íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà x0 ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè è òîëüêî
åñëè dfx0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x)−f(x0) = 1

2

∑ ∂2f
∂xi∂xj

(x0)(xi−xi0)(xj−xj0)+o(‖x−x0‖2).
Îïðåäåëåíèå 10.5. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè
ãåññèàí { ∂2f

∂xi∂xj
(x0)} � íåâûðîæäåííàÿ, ìàòðèöà.

Ïðèìåð 10.2. Òî÷êà 0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x) =
∑
aijx

ixj (aij = aji).
Îíà íåâûðîæäåííà, åñëè è òîëüêî åñëè ìàòðèöà aij íåâûðîæäåííà.
Çàäà÷à 10.3. Ïóñòü ôóíêöèè f : U → E è h : V → F , C2-ýêâèâàëåíòíû, òî
åñòü fφ = ϕh, ãäå φ, ϕ ∈ C2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà y0 = φ(x0) ∈ V ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè h, åñëè x0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , ïðè÷åì
y0 íåâûðîæåíà, åñëè x0 íåâûðîæäåííà.
Îïðåäåëåíèå 10.6. Îêðåñòíîñòü U òî÷êè 0 ∈ Rn íàçîâåì çâåçäíîé, åñëè λU ⊂ U
äëÿ ëþáîãî 0 < λ < 1.
Ëåììà 10.2 (ëåììà Àäàìàðà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ⊂ Cp(U) (p > 0) îïðåäåëåíà â
çâåçäíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè 0 è f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè gi, òàêèå

÷òî f



x1

...
xn


 =

n∑
i=1

xigi



x1

...
xn


.

Proof. Çàôèêñèðóåì âåêòîð x =



x1

...
xn


 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (t) = f(tx). Ïî

òåîðåìå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

f(x) = F (1) =

1∫

0

F ′(t)dt =

1∫

0

df

dt



tx1

...
txn


 dt =

1∫

0




n∑
i=1

xi
∂f

∂xi



tx1

...
txn




 dt =

=
n∑
i=1

xi
1∫

0

∂f

∂xi



tx1

...
txn


 dt =

n∑
i=1

xigi,

ãäå gi



x1

...
xn


 =

1∫
0

∂f
∂xi



tx1

...
txn


 dt �

Çàäà÷à 10.4. Äîêàæèòå, ÷òî gi ∈ Cp−1(U) è gi(0) = ∂f
∂xi

(0).
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Òåîðåìà 10.4 (ëåììà Ìîðñà). Ïóñòü x0 ∈ G ⊂ Rn � íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f ∈ C3(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 x0, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ f Cp-ýêâèâàëåíòíà (p > 1) ôóíêöèè g(x) =

n∑
i=1

τi(x
i)2, τi = ±1.

Proof. Ôóíêöèè f(x) è q(x) = f(x+x0)− f(x0) � Cp-ýêâèâàëåíòíû, ïðè÷åì q(0) = 0.
Ïî-ýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x0 = 0 è f(x0) = 0 .
Äâàæäû ïðèìåíÿÿ ëåììó Àäàìàðà, ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ

f



x1

...
xn


 =

n∑
i,j=1

xixjhij



x1

...
xn


 ,

ãäå hij(0) = 1
2

∂2f
∂xi∂xj

(0). Áóäåì ïðèâîäèòü ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìîâ. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì åå ê âèäó±(x1)2+

∑
i,j>1

hijx
ixj,

ïîòîì ê âèäó ±(x1)2 ± (x2)2 +
∑
i,j>2

hijx
ixj, è.ò.ä. Îïèøåì îáùèé øàã. Ïóñòü

f



x1

...
xn


 = ±(x1)2 ± · · · ± (xr−1)2 +

∑
i,j≥r

xixjhij



x1

...
xn


 .

Ñîãëàñíî çàäà÷å 10.3, òî÷êà 0 � íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà {hij(0)} íåâûðîæäåíà. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíûå çàìåíû
ïåðåìåííûõ xr, . . . , xn, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hrr(0) 6= 0 è, áîëåå òîãî, hrr 6= 0 íà
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè G ⊃ V 3 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ : V → Rn, ãäå φi(x) = xi

ïðè i 6= r è φr(x) =
√
|hrr(x)|

(
xr +

∑
i>r

xihir(x)
hrr(x)

)
. Òîãäà dφr(x)

dxr
(0) =

√
|hrr(x)| 6= 0,

ÿêîáèàí ôóíêöèè φ íå ðàâåí íóëþ â òî÷êå 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, φ � äèôôåîìîðôèçì
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (V ⊃ U 3 0). Êðîìå òîãî,

f



x1

...
xn


 = ±(x1)2 ± · · · ± (xr−1)2 +

∑
i,j≥r

xixjhij(x
1, . . . , xn)

= ±(x1)2 ± . . . · · · ± (xr−1)2 + (xr)2hrr(x) + 2
∑
j>r

xrxjhrj(x) +
∑
i,j>r

xixjhij(x)

= ±(φ1(x))2± . . . · · · ± (φr(x))2− 1

hrr
(x)

(∑
i>r

φi(x)hir(x)

)2

+
∑
i,j>r

(φi(x))2(φj(x))2hij(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè äèôôåîìîðôèçì φ, óâåëè÷èâàþùèé êîëè÷åñòâî
"ïðàâèëüíûõ" ÷ëåíîâ â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f . �
Çàäà÷à 10.5. Êîëè÷åñòâî ïëþñîâ è ìèíóñîâ ñðåäè ÷èñåë τi íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Êàê íàéòè ñèãíàòóðó ïî ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöèè f?
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