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Ãëàâà 17

Î òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ

ìîäóëåé

Èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ � îäíà èç íàèáîëåå
âàæíûõ ñîâðåìåííûõ çàäà÷. Ó íàñ åñòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê âûãëÿ-
äÿò êîìïàêòèôèöèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ â
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ � ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ è M1;1.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î òîïîëîãèè áîëåå ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâ? Âîîáùå, â
êàêèõ òåðìèíàõ åå ìîæíî îïèñûâàòü?

Ïðåæäå âñåãî õîòåëîñü áû íàó÷èòüñÿ îïèñûâàòü êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé � ÷èñëà Áåòòè è, ÷òî ãîðàçäî ñëîæíåå, ñòðóêòóðó êîëüöà â êîãî-
ìîëîãèÿõ.

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
ýòî ìíîãîîáðàçèÿ. Îäíàêî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ñòàðøèõ ðîäîâ
ÿâëÿþòñÿ ëèøü îðáèîáðàçèÿìè, è ïåðåä íàìè âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíûé âî-
ïðîñ, ÷òî òàêîå êîãîìîëîãèè è ÷èñëà Áåòòè îðáèîáðàçèÿ.

Â êàêèõ òåðìèíàõ ìîæíî îïèñûâàòü ñòðóêòóðó êîëüöà êîãîìîëîãèé êîì-
ïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ? Ïðåæäå âñåãî, íóæíî óêàçàòü îáðàçóþùèå ýòîãî
êîëüöà. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ìîãóò âûñòóïàòü êëàññû êîãîìîëîãèé,
ïðåäñòàâëåííûå ðàçëè÷íûìè êîìïàêòíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â èññëåäóå-
ìîì ìíîãîîáðàçèè. Êàæäîå òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå S êîðàçìåðíîñòè k îïè-
ñûâàåò êëàññ öåëî÷èñëåííûõ k-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà
öèêëå (ïîäìíîãîîáðàçèè) T ðàçìåðíîñòè k ðàâíî ÷èñëó S · T òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé S è T . (Åñëè öèêëû S è T ïåðåñåêàþòñÿ íåòðàíñ-
âåðñàëüíî, òî íóæíî çàìåíèòü öèêë T öèêëîì T ′, ïðåäñòàâëÿþùèì òîò æå
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ è èìåþùèì òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ S.)

Â ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé åñòü åñòåñòâåííûå êàíäèäàòû íà ìíîãîîáðà-
çèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå áàçèñíûå êîãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû. Ïðåæäå âñåãî,
ýòî ãðàíè÷íûå ñòðàòû. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíèöåé êîìïàêòèôèöèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg;n íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáûõ êðèâûõ,

207



208

∂Mg;n = Mg;n \Mg;n. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ñòðàòèôèöèðîâàíî � êàæäî-
ìó ñòàáèëüíîìó ìîäóëÿðíîìó ãðàôó ñîîòâåòñòâóåò ñòðàò êðèâûõ, ìîäóëÿð-
íûé ãðàô êîòîðûõ èçîìîðôåí äàííîìó. Çàìûêàíèå òàêîãî ñòðàòà è ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé. Ìû âèäåëè, íàïðèìåð, ÷òî
êîëüöî êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åí-
íûìè òî÷êàìè ïîðîæäåíî êëàññàìè ñòðàòîâ êîìïëåêñíîé êîðàçìåðíîñòè
îäèí. Ýòè ñòðàòû ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòåéøèì âûðîæäåíèÿì ðàöèîíàëüíûõ
êðèâûõ � ðàçáèåíèÿì íà äâå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Îäíàêî äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ M1;n àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
óæå íåâåðíî. Ñêàæåì, ó ïðîñòðàíñòâàM1,11 èìåþòñÿ íåòðèâèàëüíûå íå÷åò-
íûå êîãîìîëîãèè H11(M1,11), ÷åãî íå ìîãëî áû áûòü, åñëè áû êîëüöî åãî
êîãîìîëîãèé áûëî ïîðîæäåíî êëàññàìè, äâîéñòâåííûìè ãðàíè÷íûì ñòðà-
òàì è èìåþùèìè ïîýòîìó ñòåïåíü 2.

Äðóãîé âèä åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ � ýòî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ðàçëè÷íûõ ðàññëîåíèé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäó-
ëåé. Ýòèì ðàññëîåíèÿì áóäåò ïîñâÿùåí îòäåëüíûé ðàçäåë. Èõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå êëàññû òàêæå èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùèå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ êîëåö êîãîìîëîãèé ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëåé îòñóòñòâóþò. Ñêîðåå âñåãî, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðîäà g
ýòè êîëüöà î÷åíü ñëîæíû, è èõ ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå íåâîçìîæíî. Â òî æå
âðåìÿ, ïðèëîæåíèÿ òðåáóþò, êàê ïðàâèëî, ëèøü ÷àñòè÷íîãî çíàíèÿ ýòèõ êî-
ëåö � ýòè âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ìû òàêæå îáñóäèì.

17.1 Îá ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ïðîñòðàíñòâ

ìîäóëåé

Èç âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðîùå âñåãî (ïîñëå ðàçìåðíîñòè) ïîä-
ñ÷èòûâàòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, íî äàæå îíà áûëà âû÷èñëåíà ñðàâíè-
òåëüíî íåäàâíî. Âû÷èñëåíèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâ ìîäó-
ëåé ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè îòíîñèòåëüíî íåñëîæíî
� ìû îïèñàëè åãî â ãëàâå ??, ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì ìíîãîîá-
ðàçèåì, à íå îðáèîáðàçèåì.

Ïðåæäå, ÷åì îïðåäåëÿòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó îðáèîáðàçèÿ, äàäèì
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå îðáèîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 17.1.1. Ãëàäêèì d-ìåðíûì êîìïëåêñíûì îðáèîáðàçèåì íà-
çûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , íà êîòîðîì çàäàí
àòëàñ ⟨Uα, Vα, Gα, ϕα⟩, ãäå

• ìíîæåñòâî {Uα} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà M îò-
êðûòûìè ìíîæåñòâàìè, îáðàçóþùèìè áàçó åãî òîïîëîãèè;

• ìíîæåñòâî {Vα} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
â Cd;

• êàæäîå èç ìíîæåñòâ {Gα} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ
ìíîæåñòâà Vα;
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• âñÿêîå ϕα : Vα → Uα ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, ñëîè êî-
òîðîãî ñîâïàäàþò ñ îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû Gα.

Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ: äëÿ
ëþáîé ïàðû α, β, òàêèõ, ÷òî Uα ⊂ Uβ , ñóùåñòâóåò òàêîé èíúåêòèâíûé ãî-
ìåîìîðôèçì hαβ : Gα → Gβ è òàêîå ãëàäêîå âëîæåíèå ϕαβ : Vα → Vβ ,
÷òî

• äëÿ âñåõ g ∈ Gα è x ∈ Vα èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕαβ(gx) = hαβ(g)ϕαβ(x);

• äëÿ âñåõ x ∈ Vα ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕβ(ϕαβ)(x) = ϕα(x).

Â ÷àñòíîñòè, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî äåé-
ñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû (èëè äàæå ïî äèñêðåòíîìó äåéñòâèþ áåñêîíå÷íîé
ãðóïïû) ÿâëÿåòñÿ îðáèîáðàçèåì.

Ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó îðáèîáðàçèÿ O ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìîæåì ðàçáèòü îðáèîáðàçèå íà
îòêðûòûå êëåòêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî âèäà Rk/G, ãäå G � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ïîëîæèì

χ(O) =
∑ (−1)k

|G|
.

Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè îðáèîáðàçèå ïîëó÷åíî ôàêòîðèçàöèåé
ìíîãîîáðàçèÿ ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòè-
êà ðàâíà ÷àñòíîìó ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ôàêòîðèçóåìîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ è ïîðÿäêà ãðóïïû.

Âî-âòîðûõ, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âñÿêîå îðáèîáðàçèå O â âèäå íåñâÿç-
íîãî îáúåäèíåíèÿ, ïî âñåì êîíå÷íûì ãðóïïàì G, ïîäìíîãîîáðàçèé OG, ñî-
ñòîÿùèõ èç òî÷åê, ó êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü îêðåñòíîñòü âèäà Rk/G. Ïî-
ëîæèì

χ(O) =
∑
G

χ(OG)

|G|
.

Óïðàæíåíèå 17.1.2. Âû÷èñëèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïðîñòðàíñòâà ìî-
äóëåé M1;1 ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé, ïîíèìàåìîãî êàê
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ãðóïïû SL(2,Z),
ñîãëàñíî äâóì îïðåäåëåíèÿì. Ïðîâåðüòå, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò áó-
äåò ðàâåí − 1

12 .

Óïðàæíåíèå 17.1.3. Äîêàæèòå, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáà îïðåäåëåíèÿ
ïðèìåíèìû, îíè äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Óïðàæíåíèå 17.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïðîèçâåäåíèÿ
îðáèîáðàçèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñîìíîæèòåëåé.
Áîëåå îáùèì îáðàçîì, åñëè îðáèîáðàçèå X ðàññëîåíî íàä îðáèîáðàçèåì B
ñî ñëîåì F , òî χ(X) = χ(B)χ(F ).

Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ ñ îä-
íîé îòìå÷åííîé òî÷êîé ïðîèçâîëüíîãî ðîäà áûëè âû÷èñëåíû Õàðåðîì è
Çàãèðîì:
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Òåîðåìà 17.1.5 (Õàðåð, Çàãèð). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

χ(Mg;1) = ζ(1− 2g) = −B2g

2g
;

çäåñü ζ � ýòî äçåòà ôóíêöèÿ Ðèìàíà, à B2g � 2g-îå ÷èñëî Áåðíóëëè, ò.å.
êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè

x

ex − 1
= 1− 1

2
x+

B2

2!
x2 +

B4

4!
x4 + . . . ,

B2 = 1/6, B4 = −1/30.

Ýòî ãëóáîêî íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò (âïîñëåäñòâèè ïåðåäîêàçàííûé
ðàçíûìè ëþäüìè).

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ãëàäêèõ êðèâûõ ñ ïðîèç-
âîëüíûì ÷èñëîì îòìå÷åííûõ òî÷åê âû÷èñëÿåòñÿ èíäóêòèâíî íà îñíîâå òåî-
ðåìû Õàðåðà�Çàãèðà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàáûâàþùåãî ðàññëîåíèÿMg;n+1 →
Mg;n àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ. Ýòî
ðàññëîåíèå äàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

χ(Mg,n+1) = χ(Mg;n)(2− 2g − n),

ïîñêîëüêó ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñëîÿ � êðèâîé ðîäà g ñ n âûêîëîòûìè
òî÷êàìè � ðàâíà 2− 2g−n. Îòìåòèì, ÷òî îòðèöàòåëüíîñòü ýòîé ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè ýêâèâàëåíòíà ñòàáèëüíîñòè êðèâîé.

Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êðè-
âûõ, ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ
ñòàðøèõ ðîäîâ ìîæíî âû÷èñëèòü, èçó÷èâ åãî ðàçáèåíèå íà ñòðàòû. Òîïî-
ëîãè÷åñêè ñòðàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
ãëàäêèõ êðèâûõ ìåíüøèõ ðîäîâ, ÷òî è ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ
ðåêóððåíòíî.

Ïðèìåð 17.1.6. Âû÷èñëèì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïðîñòðàíñòâà M1;1.
Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãëàä-
êèõ êðèâûõ M1;1 è ãðàíèöû ∂M1;1. Ïîýòîìó

χ(M1;1) = χ(M1;1) + χ(∂M1;1) = − 1

12
+

1

2
=

5

12

(ïåðâîå èç ñëàãàåìûõ ìû óæå âû÷èñëèëè, à çíà÷åíèå χ(∂M1;1) =
1
2 ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàòîì òîãî, ÷òî ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé êðèâîé
ñ ïîðÿäêîì ãðóïïû ñèììåòðèé ðàâíûì 2). Èç ýòîãî âû÷èñëåíèÿ âûòåêàåò,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M1;1 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ôàêòîðêðèâîé
ãëàäêîé êîìïàêòíîé êðèâîé ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû � òàêàÿ ôàê-
òîðêðèâàÿ íå ìîæåò èìåòü ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè 5/12.

Óïðàæíåíèå 17.1.7. Âû÷èñëèòå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâM1;2,
M2;1.
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17.2 Êëàññû ×åðíà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

Ïîìèìî ãðàíè÷íûõ ñòðàòîâ êîãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû íà ìíîãîîáðàçèè ìîæ-
íî çàäàâàòü êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû åñòåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðîùå âñåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû
îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé (ò.å. äëÿ ðàññëîåíèé ñ îäíîìåð-
íûì ñëîåì). Íàì óæå ïðèõîäèëîñü âñòðå÷àòüñÿ ñ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè
íàä êðèâûìè è ïåðâûìè êëàññàìè ×åðíà ýòèõ ðàññëîåíèé. Ïåðâûé êëàññ
×åðíà ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ L íà ìíîãîîáðàçèè M � ýòî
ïðåïÿòñòâèå ê ñóùåñòâîâàíèþ ãîëîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ó òàêîãî ðàññëîåíèÿ.
Ïåðâûé êëàññ ×åðíà òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ðàâåí íóëþ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî êëàññà ×åðíà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ äîñòàòî÷íî
âçÿòü åãî ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå: êëàññ êîãîìîëîãèé,
ïðåäñòàâëåííûé äèâèçîðîì íóëåé è ïîëþñîâ òàêîãî ñå÷åíèÿ, íå çàâèñèò îò
âûáîðà ñå÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, äèâèçîð íóëåé è ïîëþñîâ îïðåäåëåí îäíîçíà÷-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé: ðàç-
íîñòü äâóõ òàêèõ äèâèçîðîâ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ñå÷åíèÿì, ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì äèâèçîðîì � äèâèçîðîì íóëåé è ïîëþñîâ íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè (ýòà ôóíêöèÿ � îòíîøåíèå ñå÷åíèé, êîòîðîå êîððåêòíî îïðåäåëå-
íî â ëþáîì ëèíåéíîì ðàññëîåíèè). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðâûé êëàññ ×åðíà
ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåí íå òîëüêî êàê ýëåìåíò ãðóïïû
âòîðûõ êîãîìîëîãèé, íî è êàê ýëåìåíò êîëüöà ×æîó � êîëüöà êëàññîâ ðà-
öèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé. Êàê ïðàâèëî, êîëüöî ×æîó
ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêèì � íî è áîëåå òðóäíî âû÷èñëèìûì � èíâàðèàíòîì
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÷åì êîëüöî êîãîìîëîãèé.

Çíàÿ, ÷òî òàêîå ïåðâûé êëàññ ×åðíà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü êëàññû ×åðíà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Ïóñòü
p : E → B � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r íàä êîìïàêòíûì êîìïëåêñíûì
ìíîãîîáðàçèåì (èëè îðáèôîëäîì) B. Ñ ýòèì ðàññëîåíèåì ñâÿçàíà åãî ïðî-
åêòèâèçàöèÿ P : PE → B, ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâèçàöèè ñëîåâ
ðàññëîåíèÿ p. Íàä òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì PE (êîòîðîå òàêæå êîìïàêò-
íî) ýòîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåíî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå O(1): êàæäîé òî÷êå
â PE ìû ñîïîñòàâëÿåì ïðÿìóþ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîå ðàññëîåíèÿ p, îïðå-
äåëÿþùóþ ýòó òî÷êó. Ñ ðàññëîåíèåì O(1), â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàí ïåðâûé
êëàññ ×åðíà Ψ = c1(O(1)) ∈ H2(PE). Ðàññìîòðèì ñòåïåíè ýòîãî êëàññà
Ψk ∈ H2k(PE). Ïðè k ≥ r− 1 êîðàçìåðíîñòü êëàññà Ψk íå ïðåâîñõîäèò ðàç-
ìåðíîñòè áàçû B ðàññëîåíèÿ p, è êîððåêòíî îïðåäåëåíû êîãîìîëîãè÷åñêèå
êëàññû

si(E) = P∗(Ψ
i+r−1) ∈ H2i(B)).

Ñîñòàâèì èç ýòèõ êëàññîâ êîãîìîëîãè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

s(E) = s0(E) + s1(E) + s2(E) . . .

(ýòà ñóììà îáðûâàåòñÿ � âñå êëàññû si(E), ðàçìåðíîñòü i êîòîðûõ ïðåâûøà-
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åò ðàçìåðíîñòü áàçû X, ðàâíû 0). Îáðàòíûé ê ìíîãî÷ëåíó s(E) ìíîãî÷ëåí

c(E) =
1

s(E)
= c0(E) + c1(E) + c2(E) . . .

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ×åðíà ðàññëîåíèÿ E, à åãî îäíîðîäíûå ñîñòàâëÿ-
þùèå ci(E) ∈ H2i(E) � êëàññàìè ×åðíà ðàññëîåíèÿ E.

Óïðàæíåíèå 17.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ E
ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïåðâîãî êëàññà ×åðíà c1(E) ñîâïàäàåò ñ
äàííûì ðàíåå è

c(E) = 1 + c1(E).

Óïðàæíåíèå 17.2.2. Ïóñòü

0 −→ E −→ F −→ G −→ 0

äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä áàçîé B.
Äîêàæèòå ôîðìóëó Óèòíè

c(F ) = c(E)c(G).

Óïðàæíåíèå 17.2.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà r âñå
êëàññû ×åðíà cr+1, cr+2, . . . îáðàùàþòñÿ â 0.

Êàê è ïåðâûé êëàññ ×åðíà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, êëàññû ×åðíà ðàñ-
ñëîåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû êîëüöà
×æîó, à íå êàê ýëåìåíòû êîëüöà êîãîìîëîãèé.

17.3 Êîãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû, àññîöèèðîâàí-

íûå ñ âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè íà ïðî-

ñòðàíñòâàõ ìîäóëåé êðèâûõ

Â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ ïðèíÿòî âûäåëÿòü κ-, λ- è ψ-
êëàññû, àññîöèèðîâàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ðàññëîåíèÿìè íàä ýòèì ïðîñòðàí-
ñòâîì è åãî ìîäèôèêàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ πg;n : Cg;n → Mg;n. Ñ ýòîé óíèâåð-
ñàëüíîé êðèâîé ñâÿçàíî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä Cg;n, îïðåäåëÿåìîå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ãëàäêîé òî÷êå ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ πg;n ìû ñîïîñòàâëÿåì
êîêàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ ê ýòîìó ñëîþ â ýòîé òî÷êå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷à-
åì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó îñîáûõ òî÷åê ñëîåâ
ïðîåêöèè πg;n â Cg;n. Ýòî ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê èìååò êîðàçìåðíîñòü 2.
Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñîáûå ñëîè ðàñïîëàãàþòñÿ íàä ∂Mg;n � ïîäìíîãîîá-
ðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 1 â Mg;n, à îñîáûå òî÷êè èìåþò êîðàçìåðíîñòü 1 â
îñîáûõ ñëîÿõ.
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Ïîñòðîåííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà ïîäìíî-
ãîîáðàçèå îñîáûõ òî÷åê ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ πg;n. Ïðîäîëæåííîå òàêèì îáðà-
çîì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä Cg;n íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì êîêàñàòåëü-

íûì ðàññëîåíèåì, èëè îòíîñèòåëüíûì äóàëèçèðóþùèì ïó÷êîì, è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç ϖ. Ïðîåêöèè ñòåïåíåé ïåðâîãî êëàññà ×åðíà ýòîãî êëàññà â
êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Mg;n íàçûâàþòñÿ κ-êëàññàìè:

κk = πg;n∗(c1(ϖ)k+1) ∈ H2k(Mg;n).

Ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ ϖ ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñëîé îòîáðàæå-
íèÿ πg;n ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ â òî÷íîñòè ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû íà ýòîì
ñëîå â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì íàìè îïðåäåëåíèåì ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
íà íîäàëüíîé êðèâîé. Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà êðèâîé ðî-
äà g èìååò ðàçìåðíîñòü g, è îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ îáðàçóåò
ðàññëîåíèå ðàíãà g íàä Mg;n, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîäæà è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λg;n → Mg;n.

Êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ Õîäæà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç λi ∈ H2i:

c(Λg;n) = 1 + λ1 + · · ·+ λg.

Ñ i-îé îòìå÷åííîé òî÷êîé ìîæíî ñâÿçàòü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Li íà ïðî-
ñòðàíñòâå ìîäóëåé êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ
íàä òî÷êîé (C;x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ êîêàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê êðèâîé C â òî÷-
êå xi (ìîæíî áûëî áû âçÿòü è êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ � ïîëó÷èëîñü áû äâîé-
ñòâåííîå ðàññëîåíèå, îäíàêî êîêàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ óäîáíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé è êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ). Ïðè âûðîæäåíèè êðèâûõ
â êëàññå ñòàáèëüíûõ êðèâûõ îòìå÷åííûå òî÷êè íå ñòàíîâÿòñÿ îñîáûìè, ïî-
ýòîìó ðàññëîåíèÿ Li ïðîäîëæàþòñÿ è íà ïðîñòðàíñòâî ñòàáèëüíûõ êðèâûõ.
Èõ ïåðâûå êëàññû ×åðíà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ψi: ψi = c1(Li) ∈ H2(Mg;n).

Ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g è n ìåæäó κ-, λ- è ψ-êëàññàìè
â êîëüöå H∗(Mg;n) ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðåäìåòîì òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Âìåñòå ñ êëàññàìè, äâîéñòâåííûìè
ïî Ïóàíêàðå ãðàíè÷íûì ñòðàòàì, ýòè êëàññû, à òàêæå âñåâîçìîæíûå èõ ïîä-
íÿòèÿ è ïðÿìûå îáðàçû ïîðîæäàþò ïîäêîëüöî â êîëüöå êîãîìîëîãèé, íàçû-
âàåìîå òàâòîëîãè÷åñêèì êîëüöîì. Ñîãëàñíî ãîñïîäñòâóþùåé â íàñòîÿùåå
âðåìÿ òî÷êå çðåíèÿ, èìåííî èçó÷åíèå òàâòîëîãè÷åñêèõ êîëåö êîãîìîëîãèé
è äîëæíî ïîëíîñòüþ îáåñïå÷èòü ïîòðåáíîñòè ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ.

17.4 Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ ψ-êëàññîâ

Ïîñòðîèì êëàññû ψi íà ïðîñòðàíñòâàõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì îòìå÷åííûõ òî÷åê. Íà M0;3 âñå òðè êëàññà ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó
ìíîãîîáðàçèå áàçû ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé. Ïîñòðîèì ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ L1 íà
M0;4. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà ãëàäêîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ îòìå÷åí-
íûìè òî÷êàìè x1, x2, x3, x4 ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó ω34 ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â òî÷êàõ x3, x4, èìåþùóþ âû÷åòû Resx3 ω34 = 1, Resx4 ω34 = −1 è
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íå èìåþùóþ äðóãèõ ïîëþñîâ. Òàêàÿ 1-ôîðìà åäèíñòâåííà è íèãäå íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü (â ïîäõîäÿùåé êîîðäèíàòå îíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå dz/z). Åå
çíà÷åíèå ω34(x1) â òî÷êå x1 îïðåäåëÿåò ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ L1. Ýòî ñå÷åíèå
íå îáðàùàåòñÿ íè â íóëü, íè â áåñêîíå÷íîñòü íè äëÿ êàêîé ãëàäêîé êðèâîé.

Ïðîäîëæèì òåïåðü ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå íà ãðàíè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåé M0;4. Òàêèõ òî÷åê âñåãî òðè, è îíè ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì
êðèâûì. Íà êðèâîé {{x1, x2}, {x3, x4}} 1-ôîðìà ω34 âûãëÿäèò òàê: îíà èìååò
ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ óêàçàííûìè âû÷åòàìè íà íåïðèâîäèìîé êîìïî-
íåíòå, ñîäåðæàùåé òî÷êè x3, x4, è îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âòîðîé
íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòå; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ω34(x1) = 0. Íà êðèâîé æå
{{x1, x3}, {x2, x4}} ýòà 1-ôîðìà èìååò òàêîé âèä: íà ïåðâîé êîìïîíåíòå îíà
èìååò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà â x3 è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé êîìïî-
íåíòû ñî âòîðîé, ïðè÷åì âû÷åòû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1 è −1; íà âòîðîé
êîìïîíåíòå îíà èìååò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåð-
âîé êîìïîíåíòîé è â òî÷êå x4, ïðè÷åì ñ òåìè æå âû÷åòàìè. Çíà÷èò çíà÷åíèå
ïîñòðîåííîé 1-ôîðìû â òî÷êå x1 îòëè÷íî îò íóëÿ. Â òðåòüåé òî÷êå ãðàíè-
öû ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Òåì ñàìûì, ïîñòðîåííîå íàìè ñå÷åíèå èìååò
åäèíñòâåííûé íóëü � â îäíîé èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîìïàêòèôèöèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé � è íå èìååò ïîëþñîâ.

Óïðàæíåíèå 17.4.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå ïåðåñåêàåò íóëåâîå
ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ L1 òðàíñâåðñàëüíî.

Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò â åäèíñòâåííîé òî÷êå è ýòî ïåðå-
ñå÷åíèå òðàíñâåðñàëüíî, ìû çàêëþ÷àåì ÷òî ýòà òî÷êà ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
êîãîìîëîãèé ψ1 ∈ H2(M0;4).

Óïðàæíåíèå 17.4.2. Êàêàÿ òî÷êà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü êëàññ êîãîìîëîãèé ψ3,
åñëè ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ïî 1-ôîðìå ω24 ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ x2, x4?

Óïðàæíåíèå 17.4.3. Ïîñòðîéòå ïðåäñòàâèòåëÿ êîãîìîëîãèé êëàññà ψ1 íà
ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé M0;5.

Êëàññû êîãîìîëîãèé ìîæíî óìíîæàòü. Óìíîæåíèþ êëàññîâ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòè êëàññû. Åñëè
âçÿòü êëàññû (èëè ïîäìíîãîîáðàçèÿ) â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå, òî ìû ïî-
ëó÷èì â ïðîèçâåäåíèè ñòàðøèé êëàññ êîãîìîëîãèé (ïðåäñòàâëåííûé êîíå÷-
íûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì îá èíòå-
ãðàëå ïðîèçâåäåíèÿ êëàññîâ. Èíòåãðàë∫

Mg;n

ψm1
1 . . . ψmn

n

îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî, åñëè m1 + · · · + mn = dimMg;n = 3g − 3 + n. Â
÷àñòíîñòè, ìû âèäåëè, ÷òî ∫

M0;4

ψ1 = 1.

Óïðàæíåíèå 17.4.4. Ïîäñ÷èòàéòå∫
M0;5

ψ2
1 ,

∫
M0;5

ψ1ψ2,
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à òàêæå âñå âîçìîæíûå èíòåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèé êëàññîâ ψ ïî ïðîñòðàí-
ñòâó M0;6.

Óïðàæíåíèå 17.4.5. Äîêàæèòå, ÷òî∫
M0;n

ψm1
1 . . . ψmn

n =

(
n− 3

m1 . . .mn

)
=

(n− 3)!

m1! . . .mn!

ïðè m1 + · · ·+mn = n− 3.

Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ íà îðáèîáðàçèÿõ óæå íå îáÿçàòåëüíî öåëûé.

Óïðàæíåíèå 17.4.6. Ïîñòðîèâ ïîäõîäÿùåå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ L1 íà M1;1,
ïðîâåðüòå, ÷òî ∫

M1;1

ψ1 =
1

24
.

Çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïåðåñå÷åíèÿ ψ-êëàññîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé
êðèâûõ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ãèïîòåçû Âèòòåíà, â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ èìåþùåé íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ. Ýòà ãèïîòå-
çà äàåò ïðîñòûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ. Îíà
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì âèòòåíîâñêîå îáîçíà÷åíèå∫

Mg;n

ψk1
1 . . . ψkn

n = ⟨τk1 . . . τkn⟩,

òàê ÷òî ∫
M0;3

1 = 1 = ⟨τ30 ⟩,
∫
M0;4

ψ1 = 1 = ⟨τ30 τ1⟩,∫
M0;5

ψ1ψ2 = 2 = ⟨τ30 τ21 ⟩,
∫
M0;3

ψ2
1 = 1 = ⟨τ40 τ1⟩.

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îò áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ

F (t0, t1, t2, . . . ) =
∑

⟨τm0
0 τm1

1 . . . ⟩ t
m0
0

m0!

tm1
1

m1!
. . .

=
t30
6
+
t30t

2
1

6
+
t30t2
6

+
t1
24

+
t0t2
24

+
t21
24

+
t20t3
48

+ . . .

äëÿ èíäåêñîâ ïåðåñå÷åíèÿ ψ-êëàññîâ. Òîãäà åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ U(t0, t1, t2, . . . ) =
∂2F
∂t20

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

∂U

∂t1
= U

∂U

∂t0
+

1

12

∂3U

∂t30
.

Âìåñòå ñ óæå èçâåñòíûìè íàì çíà÷åíèÿìè èíäåêñîâ ïåðåñå÷åíèé â ðîäå 0
óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíî âû÷èñëèòü èíäåêñû
ïåðåñå÷åíèé ψ-êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Mg;n äëÿ ëþáûõ g è n.


