
áÌÇÅÂÒÁ × ÷ÙÛËÅ, ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ÍÏÄÕÌØ, 24 ÍÁÑ 2012 Ç. ìÉÓÔÏË �13�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÚÁ ÌÉÓÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ 75% ÚÁÄÁÞ.
♦ 13.1. ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ, I | ÉÄÅÁÌ × A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ⊗A A=I ∼= M=IM .
♦ 13.2. ðÕÓÔØ m;n ∈ Z. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Zn ⊗ Zm.
♦ 13.3. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ × A. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A=I ⊗A A=I ∼= A=I.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I⊗A=I ∼= I=I2. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ I2 | ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ × A, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ xy, ÇÄÅ x; y ∈ I.)
♦ 13.4 (úÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ). ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á B ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á A �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ a · b = f(a)b (a ∈ A, b ∈ B, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ËÏÌØ�Å B).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ A.Â) ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ B ⊗A M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ BÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ b · (u⊗ v) = (bu)⊗ v, ÇÄÅ b ∈ B, u ∈ B, v ∈ M .×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ A, ÔÏ B⊗AM | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁÎÁÄ B.
♦ 13.5. Á) ðÕÓÔØ f : M → P , h : N → Q | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f ⊗ h : M ⊗A N → P ⊗A Q, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f ⊗ h)(u ⊗ v) = f(u)⊗ h(v), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.Â) ðÕÓÔØ A = K | �ÏÌÅ, Á ×ÓÅ ÍÏÄÕÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ K. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É h × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ f̂ = A = (aij) É ĥ = B = (bkl). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ (ËÁËÏÍ?)ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ h ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ A ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ aij ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ aijB. á ÍÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÕÓÔÒÁÉ×ÁÔØ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ B,ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÏÅ bkl ÎÁ bklA?
♦ 13.6. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ♦ 13.5Á) N = Q, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h = IdN ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ f ⊗ IdN ÔÏÖÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ f ⊗ IdN ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØ�Ï A | �ÏÌÅ, ÔÏ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØf ⊗ IdN .
♦ 13.7. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ËÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÂÅÚËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÕÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A = K[x; y℄ | ËÏÌØ�ÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É �ÕÓÔØ I = (x; y) | ÉÄÅÁÌ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I=I2 | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ K, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ x+ I2 É y + I2.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I⊗A I → I=I2⊗A I=I2 ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÅÎÚÏÒÙ x⊗yÉ y ⊗ x ÒÁÚÌÉÞÎÙ × I ⊗A I.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ x⊗y−y⊗x ∈ I⊗A I ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x ∈ A É y ∈ A.
♦ 13.8. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A-ÍÏÄÕÌÑM ÎÁ ÓÅÂÑM⊗n =M⊗M⊗

· · ·⊗M É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ Sn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '� : u1⊗· · ·⊗un 7→u�(1) ⊗ · · · ⊗ u�(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÑ M⊗n ÎÁ ÓÅÂÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sym nM ÔÁËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× t ∈ M⊗n, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ � ∈ Sn ×ÅÒÎÏ,ÞÔÏ t = '�(t), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ × M⊗n. �ÁËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-ÍÉ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AltnM ÔÁËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× t ∈ M⊗n, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ � ∈ Sn×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ t = sgn(�)'�(t), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ × M⊗n. �ÁËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.



Ç) ðÕÓÔØ A = K | �ÏÌÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 1n! ∑�∈Sn '�É 1n! ∑�∈Sn sgn(�)'� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ ÎÁ Sym nM É AltnM ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
♦ 13.9. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n ≥ 2 Sym nV ∩Altn V = 0. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗V = Sym 2V ⊕Alt2 V .×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗3 6= Sym 3V ⊕ Alt3 V . õËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V ⊗3, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ ×Sym 3V ⊕ Alt3 V .Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ dimSym nV É dimAltn V , Ñ×ÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÂÁÚÉÓÙ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
♦ 13.10. ðÕÓÔØ U É V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, U∗ | Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë U �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U∗⊗V → Hom(U; V ), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÅÎÚÏÒÕ � ⊗ v ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u 7→ �(u) · v, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.Â) ðÕÓÔØ U = V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ tr : V ∗⊗V → K, �⊗v 7→ �(v), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗ ⊗ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr (!) ÅÓÔØ ÓÌÅÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ,ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÕ ! × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ.
♦ 13.11. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀÁÌÇÅÂÒÕ TV = ⊕∞k=0 V ⊗n, ÇÄÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ V ⊗0 = K.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ TV ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁ-ÔÉ×ÎÏÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SymV = ⊕∞k=0 Sym kV É AltV = ⊕∞k=0Altk V ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁÍÉ × TV .
♦ 13.12. ãÅÌØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÄÁÔØ \ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ" Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á × ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.Á) ðÕÓÔØ R | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. ðÏÄÇÒÕ��Á �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏ-ÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ∀r ∈ R; x ∈ I ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ rx ∈ I É xr ∈ I. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á R=I �Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ.Â) ðÕÓÔØ S ⊂ R | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ï�ÉÛÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅ-ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S).×) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ISym ÉÄÅÁÌ × TV , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ x ⊗ y − y ⊗x, ÇÄÅ x; y ∈ V . æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ SV = TV=ISym ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ; ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ \·". äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ SnV = SV ∩ V ⊗n; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SV = ⊕SnV .Ç) ðÕÓÔØ harK 6= 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IAlt ÉÄÅÁÌ × TV , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ×ÉÄÁ x ⊗ x, ÇÄÅ x ∈ V . æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ �V = TV=IAlt ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ; ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ \∧". ðÏÌÏÖÉÍ �nV = �V ∩ V ⊗n;ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �V = ⊕�nV .Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym n ∼= SnV É Altn V ∼= �nV ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
♦ 13.13 (ë×ÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �V ÓÕ�ÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ: ÅÓÌÉ !1 ∈�kV É !2 ∈ �lV , ÔÏ !1 ∧ !2 = (−1)kl!2 ∧ !1.Â) ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ! ∈ �kV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅv1; : : : ; vk ∈ V , ÞÔÏ ! = v1 ∧ · · · ∧ vk. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ! ∧ ! = 0.×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ (u+ v ∧ w) ∧ (u+ v ∧ w), ÇÄÅ u; v; w ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ! = v1 ∧ · · · ∧ vk 6= 0.Ä) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ! ∧ !, ÇÄÅ ! = ∑1≤i;j≤4 pijei ∧ ej, ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; e3; e4 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dimV = 4, ÔÏ ! ∈ �2V ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ! ∧ ! = 0.Ö) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ × P
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