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Ñëó÷àéíûå ìàòðèöû øèðîêî è ïëîäîòâîðíî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ôèçèêè è ìàòåìàòèêè íà ïðîòÿæåíèå áîëåå 60 ëåò, íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò Âèã-
íåðà è Äàéñîíà. Ïåðâîíà÷àëüíî ââåäåííàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòèêè âîçáóæäåííûõ
óðîâíåé ñëîæíûõ ÿäåð, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö âûðîñëà â îòäåëüíóþ áîëüøóþ
îáëàñòü íàóêè, ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé îêàçûâàþòñÿ ãîðàçäî øèðå è íåîæèäàííåé, ÷åì
ýòî ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëîñü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö �
íåîòúåìëåìûé ýëåìåíò îáùåé êóëüòóðû ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå.

Ñðåäè îáëàñòåé, ê êîòîðûì èìåþò îòíîøåíèå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû, òàêèå ðàç-
íîðîäíûå ïðåäìåòû, êàê êâàíòîâûé õàîñ, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà íà ñëó÷àéíûõ
ãðàôàõ, ïðîáëåìû âÿçêîé ãèäðîäèíàìèêè è ìîäåëè ðîñòà, êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è
òåîðèÿ ñòðóí, òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, òåîðèÿ ÷èñåë è äðóãèå. Êàê ïðàâèëî,
èíòåðåñíûì è ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë, êîãäà ðàçìåð ìàòðèö ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè.

Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ñàìûìè ïðîñòûìè ïîíÿòèÿìè è óòâåðæäåíèÿìè òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ìàòðèö.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëè ýðìèòîâûõ ìàòðèö H (H† = H, Hik = H̄ki) ðàç-
ìåðà N×N . Ïðîñòåéøèé àíñàìáëü � ãàóññîâñêèé, â êîòîðîì ìàòðèöà H ðåàëèçóåòñÿ
ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

P (H) ∝ e−κtrH2

Ïîñêîëüêó
trH2 =

∑
i,j

|Hij|2

ýòîò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îçíà÷àåò, ÷òî ìíèìàÿ è âåùåñòâåííàÿ ÷à-
ñòè êàæäîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû ïî Ãàóññó ñ îäèíàêîâîé
äèñïåðñèåé. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ðàâíà

ZN =
∫

DHe−κtrH2

ãäå

DH =
N∏
i=1

dHii

∏
j<k

dReHjk dImHjk (1)

ìåðà (ýëåìåíò îáúåìà) íà ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Òàêóþ ñòàòñóììó íåòðóä-
íî âû÷èñëèòü ÿâíî � îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå N2 îäíîìåðíûõ ãàóññî-
âûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ñàìà ñòàòñóììà, à
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ðàñïðåäåëåíèå è êîððåëÿöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íàéòè êîòîðûå óæå íåñêîëüêî
ñëîæíåå.

4.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

Ýðìèòîâà ìàòðèöà H äèàãîíàëèçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ óíè-
òàðíîé ìàòðèöû U (UU † = 1):

H = UXU † , X = diag(x1, x2, . . . , xN)

Ìàòðèöà U ñîäåðæèò N2 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, íî îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó Udiag = diag(eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθN ),
â êîòîðîéN âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó â äîïîëíåíèå êN ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì îñòàåòñÿN2−N �óãëîâûõ� ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì uab, a ̸= b. Ýòè
âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîîðäèíàòàìè íà ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

Íàøà öåëü � ñîâåðøèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ {Hik, Hii} → {uab, xa} è ïåðåïèñàòü
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ýëåìåíò îáúåìà (1). Êàê èçâåñòíî, ïðè ýòîì

DH = |J |
∏
a ̸=b

duab

∏
a

dxa

ãäå

J =
∂(Hjk, Hii)

∂(uab, xa)

ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûé è íàäî íàéòè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ìàëóþ âàðèà-
öèþ ìàòðèöû:

δH = δUXU † + UδXU † + UXδU †

è ó÷òåì, ÷òî â ñèëó UU † = 1 èìååì δU † = −U †δUU †. Òîãäà

U †δHU = U †δUX −XU †δU + δX

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ êàê∑
lm

U †
ilUmkδHlm = (U †δU)ik(xk − xi) + δXik

Òåïåðü çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ìàëûå èçìåíåíèÿ ìàòðèö îáóñëîâ-
ëåíû ìàëûì èçìåíåíèåì êîîðäèíàò uab è xa è ó÷òåì, ÷òî ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ
∂U/∂xa = ∂X/∂uab = 0, à òàêæå ∂xa/∂xb = δab. Ìû ïîëó÷èì

∑
lm

W ik
lm

∂Hlm

∂uab

= Sik
ab(xk − xi) , a ̸= b

∑
lm

W ik
lm

∂Hlm

∂xa

= δiaδik

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî W ik
lm = U †

ilUmk, S
ik
ab =

(
U † ∂U

∂uab

)
ik
. Íàì íå âàæåí ÿâíûé

âèä ýòèõ ìàòðèö, à âàæíî òîëüêî òî, ÷òî îíè çàâèñÿò ëèøü îò uab è íå çàâèñÿò îò xa.
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Ëåâàÿ ÷àñòü ýòèõ ðàâåíñòâ èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòî-
ðûõ íóìåðóþòñÿ ìóëüòèèíäåêñàìè (ik), (ab) (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî uaa = xa), ïðè÷åì
îäíà èç ýòèõ ìàòðèö � êàê ðàç ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàðûõ ïåðåìåííûõ
íî íîâûì, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí ÿêîáèàíó. Ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî áëî÷íîé
ìàòðèöå, êîòîðàÿ ñòîèò â ïðàâîé ÷àñòè. Â îäíîì èç áëîêîâ ñòîèò S, â äðóãîì � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà. Âçÿâ îïðåäåëèòåëè îò îáåèõ ÷àñòåé, è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî
çàâèñèìîñòü îïðåäåëèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè îò xa ëåãêî íàõîäèòñÿ (ñòðîêà ñ íîìåðîì
ik ìàòðèöû S óìíîæåíà íà ÷èñëî, ðàâíîå xk − xi), ïîëó÷èì

detW (u) J = R(u)
∏
i ̸=k

(xk − xi)

Ïîýòîìó
|J | = A(u)

∏
i<k

(xi − xk)
2

Ìû âèäèì, ÷òî ìåðà ôàêòîðèçóåòñÿ íà ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò �óãëîâûõ�
ïåðåìåííûõ è âû÷èñëÿåìûé ÿâíî ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé.

Íà ñàìîì äåëå ïðè âûâîäå ìû �çàáûëè�, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Hjk ïðè j ̸= k
êîìïëåêñíû, ò.å. ýòî íå îäíà âåùåñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, à äâå. Íî, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ýòà �îøèáêà� êîìïåíñèðóåòñÿ òåì, ÷òî îäíîâðåìåííî ìû ðàññìàòðèâàëè
ýëåìåíòû Hjk è Hkj êàê íåçàâèñèìûå, òàê ÷òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ïðàâèëüíûé.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ãàóññîâñêîì àí-
ñàìáëå ðàâíà

P (x1, x2, . . . , xN)dx1 . . . dxN =
1

ZN

∏
i<k

(xi − xk)
2
(∏

i

e−κx2
i dxi

)
ãäå

ZN = CN

∫ ∏
i<k

(xi − xk)
2e−κ

∑
i
x2
i dx1 . . . dxN

� ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà. Êîíñòàíòà CN èìååò ñìûñë îáúåìà óíèòàðíîé ãðóïïû,
ïðîôàêòîðèçîâàííîé ïî ïîäãðóïïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, èíòåãðàëû áåðóòñÿ îò −∞ äî +∞.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåãàóññîâñêèå àíñàìáëè

ZN =
∫
DHe−trV (H) = CN

∫ ∏
i<k

(xi − xk)
2e−

∑
i
V (xi)dx1 . . . dxN

ñ �ïîòåíöèàëîì� V â âèäå ïîëèíîìà èëè ðÿäà

V (x) =
∑
k

tkx
k

à òàêæå òàê íàçûâàåìûå β-àíñàìáëè

Z
(β)
N ∝

∫ ∏
i<k

(xi − xk)
2βe−

∑
i
V (xi)dx1 . . . dxN

Êàê ìû âèäåëè, ïðè β = 1, ýòî âûðàæåíèå äàåò ñòàòñóììó äëÿ àíñàìáëÿ ýðìèòî-
âûõ ìàòðèö, âûðàæåííóþ êàê èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Åñòü åùå äâà
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âûäåëåííûõ çíà÷åíèÿ β, ïðè êîòîðûõ äàííûé èíòåãðàë èìååò àíàëîãè÷íûé ñìûñë:
β = 1/2 è β = 2. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâåííûì ñèììåòðè÷íûì ìàòðè-
öàì, à âòîðîé � ñàìîäóàëüíûì êâàòåðíèîííî-âåùåñòâåííûì ìàòðèöàì. Àíàëîãè÷íàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé β íåèçâåñòíà.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå [x, x + dx] ñî-
äåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. ×òîáû åå íàéòè, íàäî ñîâìåñòíóþ
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïîëîæåíèÿì âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé êðîìå îäíîãî. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì

ρ(x) =
1

N

N∑
i=1

δ(x− xi)

òîãäà óïîìÿíóòàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè åñòü ⟨ρ(x)⟩. Íîðìèðîâêà:
∫
⟨ρ(x)⟩ dx = 1.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü ýòó âåëè÷èíó ïëîòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ òåñíî ñâÿçàíî ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåçîëüâåíòû ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû

G(z) =
1

N

⟨
tr

1

z −H

⟩
=

1

N

⟨
N∑
j=1

1

z − xj

⟩
=
∫ ⟨ρ(x)⟩ dx

z − x

Çäåñü z ∈ C � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð. Òåì ñàìûì G(z) � àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ z â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ñî ñêà÷êîì íà ðàçðåçå âäîëü
âåùåñòâåííîé îñè. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ñêà÷îê íà ðàçðåçå
êàê ðàç ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè:

G(x− i0)−G(x+ i0) = 2πi ⟨ρ(x)⟩

4.2 Ïåòëåâîå óðàâíåíèå

Äëÿ óäîáñòâà âçÿòèÿ N → ∞ ïðåäåëà çàìåíèì V (x) → N/gV (x), ãäå g � íåêîòîðûé
íîâûé ïàðàìåòð, íå çàâèñÿùèé îò N , à ïðî íåñóùåñòâåííóþ ïîñòîÿííóþ CN çàáóäåì.
Äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè áóäåì ðàáîòàòü ñ β-àíñàìáëåì. Ñòàòñóììà èìååò âèä

Z
(β)
N =

∫ ∏
i<k

(xi − xk)
2βe−N/g

∑
i
V (xi)dx1 . . . dxN

Ìû ñåé÷àñ âûâåäåì íåêîòîðîå òî÷íîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ïî èñòîðè÷åñêèì
ïðè÷èíàì íàçûâàåòñÿ ïåòëåâûì óðàâíåíèåì. Îíî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà

∑
j

∫ ∂

∂xj

 1

z − xj

∏
i<k

(xi − xk)
2βe−N/g

∑
i
V (xi)

 dx1 . . . dxN = 0

êîòîðîå èìååò ìåñòî, åñëè V (x) äîñòàòî÷íî áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè x → ±∞ (íà
ñàìîì äåëå ðàâåí íóëþ êàæäûé ÷ëåí ñóììû, à ñóììà âçÿòà äëÿ ñèììåòðèè). Ïîñëå
ðàñïèñûâàíèÿ ïðîèçâîäíîé è ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷èâøèõñÿ ÷ëåíîâ êàê ñðåäíèõ ïî
àíñàìáëþ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå⟨

β

(∑
i

1

z − xi

)2

+ (1− β)
∑
i

1

(z − xi)2
− N

g

∑
i

V ′(xi)

z − xi

⟩
= 0
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Îáîçíà÷èì

G(2)(z) =
1

N2

⟨(∑
i

1

z − xi

)2⟩

Q(z) =
1

N

⟨∑
i

V ′(z)− V ′(xi)

z − xi

⟩
òîãäà ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

βG(2)(z)− g−1V ′(z)G(z) + g−1Q(z) +
β − 1

N
G′(z) = 0 (2)

4.3 Ïîëóêðóãîâîé çàêîí Âèãíåðà

Íàéäåì ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ â ïðåäåëå áîëü-
øîãî N . Çàïèøåì ñòàòñóììó â âèäå

ZN =
∫ ∏

i<k

(xi − xk)
2e−N/g

∑
i
x2
i dx1 . . . dxN =

∫
e−Wdx1 . . . dxN

ãäå

W = −
∑
i̸=j

log |xi − xj|+
N

g

∑
i

x2
i

Â òàêîì âèäå ZN èìååò ñìûñë ñòàòñóììû ãàçà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé, âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì äâóìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà
è íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíåì êâàäðàòè÷íîì ïîëå. Ýòà ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ,
ââåäåííàÿ âïåðâûå Äàéñîíîì, îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîé.

Íåñòðîãèé, íî ïðîñòîé âûâîä ïëîòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè áîëüøèõ N
òàêîâ. Â ïðåäåëå N → ∞ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû íåïðåðûâíî ñ
íåêîòîðîé ïëîòíîñòüþ ρ(x), òîãäà â ãëàâíîì ïîðÿäêå

W ∼= −N2
∫ ∫

ρ(x) log |x− x′|ρ(x′)dxdx′ +
N2

g

∫
ρ(x)x2dx

Îáà ÷ëåíà èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ïî N . Â ïðåäåëå N → ∞ îñíîâíîé âêëàä â
èíòåãðàë âíîñèò ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïî ρ ïðè óñëîâèè, ÷òî

∫
ρ(x)dx = 1.

Ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà è âàðüèðóÿ ïî ρ, ïîëó÷èì èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå

−2
∫ ∞

−∞
log |x− x′|ρ(x′)dx′ + x2/g = λ

èëè, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî x,

P.V.
∫ ∞

−∞

ρ(x′)dx′

x− x′ = x/g

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ â òîì,
÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íåå ñî ñòîðîíû
äðóãèõ ÷àñòèö (ëåâàÿ ÷àñòü) è ñî ñòîðîíû âíåøíåãî ïîëÿ (ïðàâàÿ ÷àñòü) êîìïåíñè-
ðóþò äðóã äðóãà. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìû íå äîëæíû òðåáîâàòü ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî
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óðàâíåíèÿ íà âñåé ïðÿìîé, à äîëæíû òîëüêî â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå åñòü ÷àñòèöû, ò.å.
òàì, ãäå ρ ̸= 0.

Ðåøåíèå èìååò âèä

ρ(x) =


1

πg

√
2g − x2, |x| <

√
2g

0, |x| >
√
2g

÷òî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ýëåìåíòàðíûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ýòî � çíàìåíèòûé ïî-
ëóêðóãîâîé çàêîí Âèãíåðà. Áîëåå ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå ïîäòâåðæäàåò ýòî ðàñïðåäå-
ëåíèå. Ïîïðàâêè ê íåìó òàêæå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, íî ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè
óæå íå âû÷èñëÿþòñÿ.

Òàêîé æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ è èç ïåòëåâîãî óðàâíåíèÿ (2). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
V (z) = z2 Q(z) = 2, òàê ÷òî ïðè β = 1 èìååì

gG(2)(z)− 2zG(z) + 2 = 0

Â ïðåäåëå N → ∞ G(2)(z) ìîæíî çàìåíèòü íà G2(z), è íà G(z) ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàò-
íîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî (òàêîå, ÷òî G(z) → 1/z ïðè z → ∞) åñòü

G(z) =
1

g
(z −

√
z2 − 2g)

Ñêà÷îê ýòîé ôóíêöèè íà ðàçðåçå äàåò òîò æå ñàìûé ïîëóêðóãîâîé çàêîí Âèãíåðà.

4.4 Ìàòðèöà ìîìåíòîâ

Ðàññìîòðèì ñòàòñóììó ìàòðè÷íîé ìîäåëè ñ ïîòåíöèàëîì îáùåãî âèäà

ZN =
∫ ∏

i<k

(xi − xk)
2e−

∑
i
V (xi)dx1 . . . dxN

è ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ ìàòðèöó ìîìåíòîâ

Cmn =
∫
xm+n−2e−V (x)dx

Ëåììà. ZN = N ! det
1≤m,n≤N

Cmn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà

N ! detCmn =
∑
Q,P

(−)Q(−)PCQ(1)P (1)CQ(2)P (2) . . . CQ(N)P (N)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûé âèä Cmn, çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå∑
Q,P

(−)Q(−)P
∫ ∏

i

[
x
Q(i)+P (i)−2
i e−V (xi)dxi

]
èëè, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ,∫ ∑

Q

(−)Q
∏
i

x
Q(i)−1
i

∑
P

(−)P
∏
j

x
P (j)−1
j

∏
k

e−V (xk)dxk
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

∆N (x1, . . . , xN ) = det
1≤i,k≤N

(xk−1
i ) =

∏
i>j

(xi − xj)

òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíî ðàâíà ZN .

4.5 Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñðåäíåå îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû.
Äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà n× n èìååì

Pn(λ) =
⟨
det
n×n

(λ−H)
⟩
=

⟨
n∏

i=1

(λ− xi)

⟩
=

1

Zn

∫ ∏
i<j

(xi − xj)
2

n∏
k

(λ− xk)e
−V (xk)dxk

Ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì ÷ëåíîì λn.

Òåîðåìà. Ïîëèíîìû Pn(λ) îðòîãîíàëüíû íà âåùåñòâåííîé îñè ñ âåñîì e−V (x):∫
Pn(x)Pm(x)e

−V (x)dx = 0 ïðè m ̸= n

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì e−V (x)dx := dµ(x). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫
Pn(x)x

mdµ(x) = 0

ïðè âñåõ m < n, ò.å.∫
dµ(x)xm

∫
∆2

n(x1, . . . , xn)
∏
k

(x− xk)dµ(xk) = 0 , m < n

Çàìåòèì, ÷òî

∆n(x1, . . . , xn)
n∏

k=1

(x− xk) = ∆n+1(x1, . . . , xn, x)

Ïîëîæèâ x = xn+1, áóäåì èìåòü äëÿ ëåâîé ÷àñòè:

∫
∆n+1(x1, . . . , xn+1)∆n(x1, . . . , xn)x

m
n+1

n+1∏
k=1

dµ(xk)

=
1

n+ 1

n+1∑
l=1

(−1)n+l+1
∫

∆n+1(x1, . . . , xn+1)∆n(x1, . . . , x̸l, . . . , xn)x
m
l

n+1∏
k=1

dµ(xk)

Ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xn−1

1 xm1
1 x2 . . . xn−1

2 xm2
. . . . . . . . . . . . . . .

1 xn+1 . . . xn−1
n+1 xmn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó. Åñëè m < n, ýòîò îïðåäåëèòåëü òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
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Åñëè æå â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè âçÿòü m = n, íàïèñàííûé âûøå îïðåäåëè-
òåëü ðàâåí ∆n+1, è ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì∫

Pn(x)x
ndµ(x) ==

∫
P 2
n(x)dµ(x) =

1

n+ 1
Zn+1/Zn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hn êâàäðàò íîðìû ïîëèíîìà Pn, ò.å.∫
Pn(x)Pm(x)dµ(x) = hnδmn

òîãäà

hn =
1

n+ 1

Zn+1

Zn

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ñòàòñóììà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîðìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ:

ZN = N !
N−1∏
n=0

hn
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