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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è àêñèîìà âûáîðà

32. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà R,Q ñî ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
è ïóñòü 1 îçíà÷àåò îäíîýëåìåíòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî:
(a) Q+Q ∼= Q; (b) R+ 1 + R ∼= R; (c) R+ R � R.

33. Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ α, β, γ óñòàíîâèòå
ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû: (a) α+(β+γ) ∼= (α+β)+γ; (b) α(β+γ) ∼=
αβ + αγ.

34. Âåðíî ëè, ÷òî: (a) α+β ∼= β+α; (b) αβ ∼= βα; (c) (α+β)γ ∼= αγ+βγ?

35. Äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ X äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(a) Âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò;
(b) Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x0 > x1 > · · · ýëåìåíòîâ X.

36. Äîêàæèòå, ÷òî 1) ëþáîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X èìååò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü;
2) âñÿêèé ýëåìåíò X, îòëè÷íûé îò íàèáîëüøåãî, èìååò íåïîñðåäñòâåííûé
ïîñëåäîâàòåëü, íî ìîæåò íå èìåòü íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà
(êàê îïðåäåëèòü ýòè ïîíÿòèÿ?).

37. (âîçâåäåíèå â ñòåïåíü) Ïóñòü (X,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(X) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
〈x1, x2, . . . , xn〉 ýëåìåíòîâ X òàêèõ, ÷òî x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn, ãäå n
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.
Çàäàäèì íà Ω(X) ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê: 〈x1, x2, . . . , xn〉 ìåíüøå
〈y1, y2, . . . , ym〉, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ min(n,m) ∀i < k xi = yi è
xk < yk, èëè æå ∀i ≤ n xi = yi è n < m.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî Ω(X) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.
(b) Ïðîâåðèòü, ÷òî Ω(1) ∼= N; Ω(X + 1) ∼= Ω(X) · N; Ω(X + Y ) ∼=

Ω(X) · Ω(Y ).

38. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü àêñèîìå âûáîðà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
äëÿ ëþáîé ñþðúåêöèè f : A → B íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå g : B → A
òàêîå, ÷òî f ◦ g = idB.
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39. Âûâåäèòå àêñèîìó âûáîðà íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû Öîðíà è èç
òåîðåìû Öåðìåëî.

40. Ñ ïîìîùüþ ëåììû Öîðíà äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ öåïü â ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîé (ïî âêëþ÷åíèþ).

41. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî. (Îòíîøåíèå R2 ïðîäîëæàåò R1, åñëè
R1 ⊂ R2.)

42. Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçîâåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íàä Q, åñëè äëÿ
ëþáûõ e1, . . . , en ∈ X è r1, . . . , rn ∈ Q ðàâåíñòâî r1e1+ · · ·+rnen = 0
èìååò ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå r1 = · · · = rn = 0.

(a) Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ëåììû Öîðíà, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå
ëèíåéíî íåçàâèñèìîå íàä Q ïîäìíîæåñòâî R (òàêîå ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ).

(b) Åñëè B ⊂ R � áàçèñ Ãàìåëÿ, òî âñÿêîå x ∈ R åäèíñòâåííûì
îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

x = r1e1 + · · ·+ rnen,

äëÿ íåêîòîðûõ r1, . . . , rn ∈ Q è e1, . . . , en ∈ B.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî âñå áàçèñû Ãàìåëÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Êàêóþ?

43. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è:

(a) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : R → R îòëè÷íàÿ îò ëèíåéíîé è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó f(x + y) = f(x) + f(y) äëÿ âñåõ
x, y ∈ R. Ìîæåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ èìåòü ïðåäåë â òî÷êå
x = 0?

(b) Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó R and C, ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèþ
ñëîæåíèÿ, òî åñòü àääèòèâíûå ãðóïïû (C,+) è (R, +) èçîìîðôíû.
(Âìåñòî C ìîæíî âçÿòü àääèòèâíóþ ãðóïïó n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Rn.)
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