
Механика и теория поля. Листок 4

1. Докажите, что при канонических преобразованиях, заданных производящей функцией
F (q, Q, t)

pi =
∂F

∂qi
, Pi = − ∂F

∂Qi
, H ′(Q, P, t) = H(q, p, t) +

∂F

∂t
,

a) скобки Пуассона не меняются: {f, g}(q,p) = {f, g}(Q,P );
б) уравнения движения системы не меняют своего вида: ḟ = ∂f

∂t + {f, H ′}.

2. Докажите, что эволюция гамильтоновой системы {q0, p0} → {q(t), p(t)} является кано-
ническим преобразованием. Здесь q0, p0 — начальные данные системы, а q(t) = q(q0, p0, t),
p(t) = p(q0, p0, t) — значения обобщенных координат и импульсов в момент времени t.

3. Докажите теорему Лиувилля о том, что канонические преобразования не меняют объ-
ема области в фазовом пространстве. Следствием результатов этой и предыдущей задач
является инвариантность объемов областей фазового пространства при эволюции.

4. Рассмотрим гармонический осциллятор с гамильтонианом H = p2

2 + q2

2 . Найдите закон
эволюции области фазового пространства, заданной неравенством (q − a)2 + p2 ≤ r2, где
0 < a < r — вещественные параметры. Убедитесь в справедливости теоремы Лиувилля
явным вычислением площади этой области в произвольный момент времени.

5. Гамильтониан одномерной механической системы имеет вид H = p2

2m + U(q), где q и p
— канонические координата и импульс, U(q) — потенциальная энергия системы. Постройте
представление Лакса для этой системы.

6. Одномерная незамкнутая цепочка Тоды представляет собой систему n одинаковых то-
чечных частиц на прямой с гамильтонианом

H =
n∑

i=1

p2
i

2m
+ g2

n−1∑
i=1

e2(qi−qi+1),

где g – константа взаимодействия – может быть без потери общности выбрана равной 1.

а) Постройте представление Лакса для этой системы.

б) Для случая трех частиц (n = 3) выпишите интегралы движения системы, и докажите
их функциональную независимость.

7. Одномерная замкнутая цепочка Тоды представляет собой систему n одинаковых то-
чечных частиц на окружности с гамильтонианом

H =
n∑

i=1

p2
i

2m
+ g2

n∑
i=1

e2(qi−qi+1),

где мы полагаем qn+1 ≡ q1. Постройте представление Лакса для этой системы.


