
úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÄÁÞÉ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÕÒÓÕ "ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ"þÁÓÔØ I { ×ÚÇÌÑÄ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕËÓÏ×ÙÈ ÇÒÕ��. áÌÇÅÂÒÁ ÆÕËÓÏ×ÙÈ ÇÒÕ��ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑG { Ó×ÑÚÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ;� { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏÊ) ÒÏÄÁ g > 1;� { ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ, ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ, ÆÕËÓÏ×Á ÇÒÕ��Á (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ);H+ { ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ;H2 { ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ;Hom0(�; PSL2(R)) { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÷ÅÊÌÑ R0;Tg { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ, �ÏÎÉÍÁÅÍÏÅ ËÁË Hom0(�; PSL2(R))=PSL2(R);Mg { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÅÊ;Out� = Aut�=Int� = Modg { ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÌÉ ÇÒÕ��Á ËÌÁÓÓÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.äÅÄÕÛËÉÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: X, Y 2 SL(2; C ). �ÏÇÄÁ trXY + trXY �1 = trXtrY .[f ℄ - ÔÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Tg (f 2 Hom0(�; PSL2(R)));tr[f ℄(= jtrf(
)j; 
 2 �) { ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÅÄÁ ÎÁ �, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ f 2 Hom(�; PSL2(R));(R;+) { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÇÒÕ��Á �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ;(Q p ;+) { p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÇÒÕ��Á �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ.åÓÌÉ a 2 PSL2(R), ÔÏ A { ÌÀÂÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ�, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ a × ÇÒÕ��ÅSL2(R).(AB) = ABA�1B�1.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á � ÇÒÕ��Ù (R;+) ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÒÅÛÅÔËÁ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ R.2. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÇÒÕ��Å (Q p ;+).3�. ÷ ÇÒÕ��Å PSL2(R) ÌÀÂÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á L ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÌÉÂÏÔÏÞËÕ "ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ", ÌÉÂÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ, ÌÉÂÏ ÔÏÞËÕ × H+. äÏËÁÚÁÔØ.4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �Ï ÞÉÓÌÁÍ jtrAj, jtrBj, jtrA�1Bj, jtrABj ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÁÒÕ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ a É b Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ?5. ðÕÓÔØ A É B 2 SL(2; C ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÁÔÒÉ� A É B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ËÏÇÄÁ tr(ABA�1B�1) = 2.6. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÑ a É b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.7. íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ä×ÕÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÂÙÔØ:Á) �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ;Â) ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.8. ðÕÓÔØ � { ÆÕËÓÏ×Á ÇÒÕ��Á, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ (ÔÁËÉÅÇÒÕ��Ù �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ).äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ :Á) × � ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ Ä×Á ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ó ÏÂÝÅÊ ÎÅ-�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ,Â) × � ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ó ÏÂÝÅÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.



9. ðÕÓÔØ � { ÆÕËÓÏ×Á ÇÒÕ��Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ z ! z + 1, z 2 H+. îÁÚÏ-×ÅÍ ÞÉÓÌÏ y = Imz ×ÙÓÏÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ f�zg, z 2 H+, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔz). 10�� ðÕÓÔØ f : � ! PSL2(R) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÚÁÍËÎÕÔÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g > 1 × ÇÒÕ��Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ×ÉÄÅÚÁÍËÎÕÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á � = f(�) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ É ËÏËÏÍ�ÁËÔÎÁ. äÏ-ËÁÚÁÔØ.íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ?11. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ îÉÌØÓÅÎÁ: ÚÁÍËÎÕÔÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù PSL2(R), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ Ä×Á ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÄÉÓËÒÅÔÎÁ.12. ðÒÉÄÕÍÁÔØ Ó×ÏÅ ÉÌÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ × "ÂÅÌÏÊ ËÎÉÇÅ" ó.í. îÁÔÁÎÚÏÎÁ (ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ, �ÏÄÁÒÅÎ-ÎÙÊ Á×ÔÏÒÏÍ, ÈÒÁÎÉÔÓÑ × 314 É ×ÙÄÁÅÔÓÑ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ-ëÌÅÊÎÁ-æÒÉËÅ-ëÉÎ-îÁÔÁÎÚÏÎÁ:�ÕÓÔØ � { ÇÒÕ��Á ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÁ�ÉÉ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ 2 (ÒÏÄ 2 ×ÚÑÔ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ) Ó ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1, b1, a2, b2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (a1b1)(a2b2) = 1. �ÏÇÄÁÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ai, bi, i = 1, 2, É ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÕÖÉÔ �ÌÉÔËÏÊ ÄÌÑÇÒÕ��Ù �.13. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù  et 00 e�t!,  1 t0 1!, 
os t sin t� sin t 
os t! ÇÒÕ��Ù PSL2(R) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÁ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ '(z) ddz , ' 2 Hol(H+);Â) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ '(z)dz.14. ðÕÓÔØ � - ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÇÒÕ��Ù � × ÇÒÕ��Å PGL2(R). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á N(�)=�ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ É ÁÎÔÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÚÁÍËÎÕÔÏÊÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ H+=�.15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á N(�)=� ËÏÎÅÞÎÁ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ (ÔÏÎËÉÅ ËÎÉÇÉ ÎÁ ÒÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ)1. õ. áÂÉËÏÆ ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÅÊÈÍÀÌÏÌÅÒÁ, íÉÒ, 1985.2. õ. �ÅÒÓÔÅÎ �ÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, íãîíï, ?3. ì. áÌØÆÏÒÓ, ì. âÅÒÓ ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ É Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, íÉÒ, 1961 (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÓÔÁÔØÉ ì. âÅÒÓÁ "ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ" Éì. áÌØÆÏÒÓÁ Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ)4. ëÎÉÇÁ èÜÔÞÅÒÁ "áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ" ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ �ÏÌÅÚÎÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ Ï ÇÒÕ��ÅËÌÁÓÓÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, íãîíï, 200?5. ó.â. ëÁÔÏË "æÕËÓÏ×Ù ÇÒÕ��Ù", íãîíï, 200?


