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Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ - ìàòôàê ÂØÝ

ïðèåì çàäà÷: 21.02.2013

1 Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðáîëà xy = 1 â aôôèííîé ïëîñêîñòè íå èçî-
ìîðôíà àôôèííîé ïðÿìîé.

2 Ïóñòü k = k̄, f : A1
k → A2

k îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé f(t) =
(t2, t3). Ïîêàæèòå, ÷òî f áèåêöèÿ íà ñâîé îáðàç, íî îáðàç f íå èçîìîðôåí
A1 (óêàçàíèå: ìîæíî âñïîìíèòü ïðî öåëîçàìêíóòîñòü).

3 Ïóñòü X ⊂ A3 - ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (t, t2, t3). Ïîêàæèòå, ÷òî X
àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî è íàéäèòå ñèñòåìó îáðàçóþùèõ èäåàëà I(X).
Ïîêàæèòå, ÷òî X èçîìîðôíî A1.

4 Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå èç çàäà÷è 2 - áèðàöèîíàëüíûé êîíå÷-
íûé ìîðôèçì.

5 Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàçîâåì ðàç-
ìåðíîñòü åãî êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìîå
àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â An (íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì) òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò ðàçìåðíîñòü n − 1, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì íóëåé íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f (âîñïîëüçóéòåñü òåîðå-
ìîé Êðóëëÿ î ãëàâíûõ èäåàëàõ).

6Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ êâàäðèêà (ò.å. ìíîæåñòâî íóëåé íåïðè-
âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè) â An+1

k áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíà
An

k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò k-òî÷êó.

Èíäóêòèâíûé ïðåäåë (îí âñòðå÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñëîÿ ïó÷êà)

7 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî I íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî i ≤ k, j ≤ k. Ïóñòü I íà-
ïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî i ∈ I çàäàíî ìíîæåñòâî
(àáåëåâà ãðóïïà, êîëüöî) Ai, äëÿ êàæäîé ïàðû i ≤ j çàäàí ãîìîìîð-
ôèçì fij : Ai → Aj, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ fii = id, fik = fjkfij (ãîâîðÿò,
÷òî A = (Ai, fij) - èíäóêòèâíàÿ ñèñòåìà) . Èíäóêòèâíûé ïðåäåë lim−→Ai

- ýòî ôàêòîðìíîæåñòâî íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ Ai ïî îòíîøåíèþ ýêâè-
âàëåíòíîñòè: si ∼ sj, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå k ≥ i, j, ÷òî fik(si) = fjk(sj).
Î÷åâèäíî, èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ fi : Ai → lim−→Ai.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè Ai - àáåëåâû ãðóïïû (êîëüöà), òî è lim−→Ai òî-
æå. Ïîêàæèòå, ÷òî lim−→Ai õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì
ñâîéñòâîì: åñëè B - ìíîæåñòâî (àáåëåâà ãðóïïà, êîëüöî) è äëÿ êàæäî-
ãî i çàäàí ãîìîìîðôèçì bi : Ai → B ñî ñâîéñòâîì bjfij = bi, òî âñå bi
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åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîâîäÿòñÿ ÷åðåç lim−→Ai.

8 Ïóñòü A = (Ai, fij), B = (Bi, gij) èíäóêòèâíûå ñèñòåìû. Ãîìî-
ìîðôèçìîì èíäóêòèâíûõ ñèñòåì φ íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèç-
ìîâ φi : Ai → Bi , äëÿ êîòîðîãî φjfij = gijφi. Ïîêàæèòå, ÷òî φ îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì èíäóêòèâíûõ ïðåäåëîâ, êîììóòèðóþ-
ùèé ñ åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè èç Ai è Bi â ïðåäåëû. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èíäóêòèâíûõ ñèñòåì àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè
äëÿ âñåõ èíäåêñîâ òî÷íà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ
ãðóïï. Äîêàæèòå, ÷òî èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñîõðàíÿåò òî÷íîñòü.

×òî ýòî óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î ïó÷êàõ?

9 ßäðî ãîìîìîðôèçìà ïðåäïó÷êîâ φ : F → G - ýòî òàêîé ïðåäïó÷îê:
ker(φ)(U) = ker(F(U) → G(U)). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F , G ïó÷êè, òî
ker(φ) òîæå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ãäå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåííîå êîÿäðî
ãîìîìîðôèçìà ïðåäïó÷êîâ φ : F → G íå ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì, õîòÿ F , G
ïó÷êè.

10 Ïóñòü φ : F → G ìîðôèçì ïó÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èíäó-
öèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû ñëîåâ φx : Fx → Gx èíúåêòèâíû, òî φ(U) :
F(U)→ G(U) èíúåêòèâíû.

11 Òî æå ñ èçîìîðôíîñòüþ âìåñòî èíúåêòèâíîñòè.

12 Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåëîêàëüíîãî ìîðôèçìà îêîëüöîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Spec(B) → Spec(A), íå èíäóöèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìîì êî-
ëåö φ : A→ B.

Â óïðàæíåíèÿõ 13-15 îñíîâíîå ïîëå ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì; ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò íàä ïðîèçâîëü-
íûì ïîëåì.

13 Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíî
ïðîåêòèâíîìó, åñëè ýòî íå òî÷êà. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ëþáîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè â Pn ïåðåñåêàåò ëþáóþ ãèïåðïëîñ-
êîñòü.

14 Ïóñòü F0, . . . , FN âñå ìîíîìû ñòåïåíè d îò x0, . . . , xn . Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå vd : Pn → PN ôîðìóëîé vd(a0 : · · · : an) = (F0(a) :
· · · : FN(a)), ãäå a = (a0, . . . , an). Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç vd - ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå è vd îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç.

15 Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå, äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå êðè-
âûå â P2 ïåðåñåêàþòñÿ.
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