
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè

Èòîãîâàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àòòåñòàöèÿ

Îáðàçöû çàäà÷

1. Ïóñòü f : [0, 1] → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
∫ 1

0
f(x)dx = 0 . Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíå-

íèå f(x) = 0 èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü íà èíòåðâàëå (0, 1) .

2. Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

(sin 1 sin 2 · · · sinn) .

3. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R , òàêèå, ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤ (x− y)2

ïðè âñåõ x , y ∈ R .

4. Íàéäèòå âîñüìóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) = sin(sin(x)) â òî÷êå x = 0 .

5. Äîêàæèòå, ÷òî

0 < ex −
n∑

k=0

xk

k!

ïðè âñåõ x > 0 .

6. Íàéäèòå êðèâóþ, êàñàþùóþñÿ âñåõ ïðÿìûõ âèäà y = px− ep .

7. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : R2 → R2 , çàäàííîå ôîðìóëîé ϕ(x, y) = (x, y + x2) . Íàéäèòå îáðàç
âåêòîðà (1, 2) ïðè îòîáðàæåíèè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà d(1,1)ϕ : R2 → R2 îòîáðàæåíèÿ ϕ â
òî÷êå (1, 1) .

8. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä −1 +
3

2
− 1

3
+

3

4
− 1

5
+

3

6
− · · · − 1

2n− 1
+

3

2n
− · · · ?

9. Ðàâíîìåðíî ëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
n≥0

xn

n
íà îòðåçêå [−1, 0]?

10. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∑
n≥0

xn2

2n
.

11. Ïðèäóìàéòå ôóíêöèþ f : R2 → R , èìåþùóþ â òî÷êå x0 ∈ R2 ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó íàïðàâ-
ëåíèþ, íåïðåðûâíóþ â x0 , íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ â x0 .

12. Íàéäèòå
∂50f

∂x24∂y26
(0, 0) äëÿ f(x, y) = sin(x2 + y2) .

13. Ïóñòü U ⊆ R2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, (x0, y0) ∈ U , è ïóñòü ôóíêöèÿ F ∈ C2(U) òàêîâà,
÷òî F ′

y(x0, y0) ̸= 0 . Ïóñòü y = f(x) � ôóíêöèÿ, íåÿâíî çàäàííàÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0 â
îêðåñòíîñòè (x0, y0) . Âûðàçèòå f ′′(x0) ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F .

14. Îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè 2a , 2b è 2c îïèøèòå ýëëèïñîèä íàèìåíü-
øåãî îáúåìà.

15. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë. Êîíòóð îáõîäèòñÿ îäèí ðàç â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè).

(a)

∫
|z|=1

ez cosπz

z2 + 2z
dz ;



(b)

∫
|z|=1

tg z

ze1/(z+2)
dz ;

(c)

∫
|z|=1

cos z

z3
dz ;

(d)

∫
|z|=2

e−1/z

z2 + 1
dz .

16. Âû÷èñëèòå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

(a)

∫ +∞

−∞

x cosx

x2 − 2x+ 10
dx ;

(b)

∫ +∞

0

x2 cosx

(x2 + 1)2
dx ;

(c)

∫ +∞

0

x sin x

1 + x2 + x4
dx ;

(d)

∫ +∞

0

sin x

x
dx ;

17. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = (1 + y2) cos x .

18. Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ =
y − 3x

x+ 3y
.

19. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + y = x sinx .

20. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû {
ẋ = 5x+ 3y,

ẏ = −3x− y,

è íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò.

21. Êîëåáàíèÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ìàññû m ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè ïðóæèíû k2 çàòóõàþò
áëàãîäàðÿ òðåíèþ, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ñêîðîñòè ìàÿòíèêà. Ïðè êàêîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ
ìàÿòíèê íå äîéäåò äî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íè ðàçó çà êîíå÷íîå âðåìÿ; ïðîéäåò ýòî ïîëîæåíèå
1 ðàç, ïðîéäåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç?

22. Âû÷èñëèòå àìïëèòóäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (ýêâèâàëåíòíî, êîëåáàíèé â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-
æèìå) ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ìàññû m ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè ïðóæèíû k2 ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåé ñèëû F = sinωt â îòñóòñòâèå ñèëû òðåíèÿ. Íàïèøèòå ðåøåíèå â ñëó÷àå ω = 1 .

23. (a) Âû÷èñëèòå àìïëèòóäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (ýêâèâàëåíòíî, êîëåáàíèé â óñòàíîâèâøåìñÿ
ðåæèìå) ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ìàññû m ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F = sinωt , åñëè
êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ðàâåí k2 , à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðàâåí a .

(b) Äëÿ êàêîé ÷àñòîòû ω êîëåáàíèé âíåøíåé ñèëû àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàêñè-
ìàëüíà?

24. ßâëÿåòñÿ ëè ïîäìíîæåñòâî â R2 , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ èððàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (a)
îòêðûòûì, (b) çàìêíóòûì, (c) ñâÿçíûì, (d) ëèíåéíî ñâÿçíûì, (e) âñþäó ïëîòíûì?
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25. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

26. Êàêèå èç áóêâ A, O, T, K, B ãîìåîìîðôíû? Ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû?

27. Ïóñòü Y � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå ôîðìó áóêâû Y , X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, èìåþùåå ôîðìó áóêâû X , à f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b ∈ X , äëÿ êîòîðûõ f(a) = f(b) .

28. Ïóñòü f, g : S2 → R � äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ñôåðå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå
ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b ∈ S2 òàêèå, ÷òî f(a) = f(b) è g(a) = g(b) .

29. Íàéäèòå æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó îïåðàòîðà òðåòüåé ïðîèçâîäíîé íà ïðîñòðàíñòâå ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå n .

30. Äîêàæèòå. ÷òî ó ëþáîãî íàáîðà ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ íà êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå åñòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

31. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ îáùåé ñòåïåíè k .

32. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðîé ðàâåí χ , à ìèíèìàëüíûé µ ,
ãäå

(a) χ(λ) = (λ6 − 1) , µ(λ) = (λ3 − 1) ;

(b) χ(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)3 , µ(λ) = (λ− 1)(λ− 2) ;

(c) χ(λ) = (λ− 1)5(λ− 2)5 , µ(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)3?

Åñëè äà, ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû. Åñëè íåò, äîêàæèòå.

33. Ïóñòü X, Y � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, T : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äî-
êàæèòå, ÷òî T ñþðúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñîïðÿæåííûé T ∗ : Y ∗ → X∗ èíúåê-
òèâåí, è íàîáîðîò.

34. Äîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâåíñòâî ∥x + y∥ = ∥x∥ + ∥y∥ âîçìîæíî ëèøü â
ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû x è y îòëè÷àþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì.

35. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà (ò.å. áèëèíåéíàÿ ôîðìà f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(x, x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x)
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

36. Ïóñòü T � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X . Ïîëîæèì X0 = KerT è îáîçíà÷èì
÷åðåç T0 ëèíåéíûé îïåðàòîð â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå X/X0 , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå T0(x +
X0) = T (x) + X0 (ãäå x ∈ X ). Äîêàæèòå, ÷òî T n = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà T n−1

0 = 0 .

37. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, T � ëèíåéíûé îïåðàòîð â X , ìàòðèöà
êîòîðîãî â íåêîòîðîì áàçèñå (e1, . . . , en) � æîðäàíîâà êëåòêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
Y ⊆ X T -èíâàðèàíòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y = ⟨e1, . . . , ek⟩ äëÿ íåêîòîðîãî k .

38. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð T â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K äèàãîíàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ K
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rk(T − λ1) = rk(T − λ1)2 .

39. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî àôôèííîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 1 .
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40. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R , F � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ïîëîæèòåëü-
íûì èíäåêñîì èíåðöèè p è îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè q . ×åìó ðàâíà ìàêñèìàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊆ V , ÷òî F |W = 0?

41. Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A , ó êîòîðîãî âñå êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî A ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé øàð
ñ öåíòðîì â íóëå â ñåáÿ.

42. Èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå V íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â V êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A ðàçëè÷íû.

43. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå èç 6 ýëåìåíòîâ?

44. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ãðóïïó, ó êîòîðîé íåò íåòðèâèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï?

45. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû Q8 = {±1,±i,±j,±k} ⊂ H (ãäå H � òåëî êâàòåðíèîíîâ) è ãðóïïà äèýäðà
D4 (ò.å. ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà)?

46. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ãðóïï S3 è SL2(Z2) .

47. Ïîëîæèì Un = {z ∈ C : zn = 1} è C× = C\{0} . Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû C×/Un è C× èçîìîðôíû.

48. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

49. Ðàçëàãàåòñÿ ëè ãðóïïà GL(2,R) â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï SL(2,R) è D = {λE : λ ∈
R \ {0}}? Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ GL(3,R)?

50. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

51. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî d , äåëÿùåãî n , â G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà d .

52. Ïóñòü R � åâêëèäîâî êîëüöî, u ∈ R \ {0} � ýëåìåíò íàèìåíüøåé íîðìû. Äîêàæèòå, ÷òî u
îáðàòèì.

53. Ïóñòü p � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùåå ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû G , à H ⊂ G � ïîäãðóïïà
èíäåêñà p . Äîêàæèòå, ÷òî H îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíà.

54. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G èìååò äâå ôàêòîðãðóïïû F1 è F2 , ïîðÿäêè êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû,
ïðè÷åì |G| = |F1| · |F2| . Äîêàæèòå, ÷òî G ∼= F1 × F2 .

55. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé

à)

(
−a

k

)
= (−1)k

(
a+ k − 1

k

)
, á)

(
a

k

)
+

(
a

k − 1

)
=

(
a+ 1

k

)
.

56. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

à) 12, 22, 32, . . . , k2, . . . á) n2, (n+ 1)2, (n+ 2)2, . . . , (n+ k)2, . . .

57. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ

à)
n∑

k=0

(
a

k

)(
n

k

)
=

(
a+ n

n

)
, á)

⌊n/2⌋∑
k=0

(
n

2k

)
sk =

(1 +
√
s)n + (1−

√
s)n

2
.

58. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Âûâåäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ n-îãî ÷èñëà
Ôèáîíà÷÷è.
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59. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

a0 = 1, a1 = 1, an = 3an−1 + 4an−2 (n > 1) .

60. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) èìååò âèä A(s) = 1+4s−3s2

1−4s+3s2
. Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî

íîìåðà n ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà? Óêàæèòå
ýòîò êâàçèìíîãî÷ëåí.

61. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) è (bn) çàäàíû ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè è íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè

a0 = 5, a1 = 3, an = 2an−1 + 3an−2 (n > 1);

b0 = 1, b1 = 4, bn = 5bn−1 − 6bn−2 (n > 1).

Ñðàâíèòå ÷èñëà an è bn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n .

62. Ïóñòü ξ , η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îáÿçàíû ëè îíè áûòü íåçàâèñèìûìè, åñëè íåçàâèñèìû
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ2 , η2?

63. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè îáðàçîâàí åäèíè÷íûì âåêòîðîì âäîëü îñè àáñöèññ
è åäèíè÷íûì âåêòîðîì â ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå äëèíû òðåòüåé ñòî-
ðîíû.

64. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . Íàéäèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ+|ξ|
2

.

65. Äîêàçàòü, ÷òî Dξ = mina IE(ξ − a)2 .

66. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η íåçàâèñèìû è èìåþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a è äèñïåðñèþ σ2 .
Íàéäèòå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 = αξ + βη , ξ2 = αξ − βη .

67. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [an − 1, an + 1] , ïðè÷åì ðÿä

∑∞
i=1 an ñõîäèòñÿ. Íàéäèòå

lim
n→∞

P
(
0 ≤ ξ1 + · · ·+ ξn√

n
≤ 1

)
.
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