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Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ - ìàòôàê ÂØÝ

ïðèåì çàäà÷: 14.03.2013

Â óïðàæíåíèÿõ 1-3 (Øàôàðåâè÷, ãë. V.3) ðå÷ü ïîéäåò îá îêîëüöîâàí-
íûõ ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü (X,OX) îêîëüöîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
G - ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç åãî àâòîìîðôèçìîâ, Y ìíîæåñòâî îðáèò äåé-
ñòâèÿ G íà X (ôàêòîðìíîæåñòâî), p : X → Y åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.
Òîïîëîãèþ ââîäèì òàê: U îòêðûòî òîãäà æå, êîãäà è p−1U . Íàêîíåö,
ïîëîæèì OY (U) = OX(p

−1U)G (AG îáîçíà÷àåò G-èíâàðèàíòû A). Îáî-
çíà÷åíèå: Y = X/G.

1 Ïðîâåðèòü, ÷òî (X/G,OX/G) îêîëüöîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

2 Ïóñòü k áåñêîíå÷íîå ïîëå, X = A2
k − (0, 0), G ñîñòîèò èç âñåõ óìíî-

æåíèé íà íåíóëåâîé ñêàëÿð èç k. Ïðîâåðèòü, ÷òî X/G ∼= P1
k.

3 Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 2 ïóñòü G ñîñòîèò èç àâòîìîðôèçìîâ (x, y) 7→
(ax, a−1y), a 6= 0. Ïîêàçàòü, ÷òî X/G ñõåìà, à A2

k/G íåò.

Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî óïðàæíåíèé - ýòî êîíñòðóêöèÿ ðàññëîåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â êàòåãîðèè ñõåì. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè X, Y ñõåìû íàä
S, òî èõ ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå - ýòî òðîéêà èç S-ñõåìû è äâóõ S-
ìîðôèçìîâ (X ×S Y, p, q), p : X ×S Y → X, q : X ×S Y → Y , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè Z ñõåìà íàä S
ñ S-ìîðôèçìàìè f : Z → X, g : Z → Y , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
S-ìîðôèçì h : Z → X ×S Y , òàêîé, ÷òî f = ph, g = qh (çäåñü è äàëåå
ñõåìà íàä S, èëè S-ñõåìà - ýòî ïðîñòî ñõåìà X âìåñòå ñ ìîðôèçìîì â S ,
à S-ìîðôèçì ñõåì íàä S - ìîðôèçì, êîììóòèðóþùèé ñ îòîáðàæåíèÿìè
â S).

4 (ñêëåéêà S-ñõåì) Ïóñòü (Xi), i ∈ I ñåìåéñòâî S-ñõåì, Xij, j ∈ I
îòêðûòûå ïîäñõåìû Xi (ò.å. îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ñ èíäóöèðîâàííîé
ñòðóêòóðîé ñõåìû) è çàäàíû S-èçîìîðôèçìû fij : Xij → Xji òàêèå, ÷òî
fii = id, fij = f−1

ji , fij(Xij ∩ Xik) = Xji ∩ Xjk, fik = fjkfij íà Xij ∩ Xik.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà S-ñõåìà X
ñ îòêðûòûìè âëîæåíèÿìè gi : Xi → X , òàêèìè, ÷òî gi = gjfij íà Xij

è X = ∪igi(Xi). (Îòêðûòîå âëîæåíèå - ýòî èçîìîðôèçì íà îòêðûòóþ
ïîäñõåìó.)

5Ïîêàæèòå, ÷òî Spec(A⊗CB) - ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå Spec(A)×Spec(C)

Spec(B) â êàòåãîðèè ñõåì (à íå òîëüêî àôôèííûõ ñõåì: ýòî ìû óæå âû-
ÿñíèëè â ïðîøëîì ñåìåñòðå, îáñóæäàÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð).
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6 Ñ ïîìîùüþ ñêëåéêè ñõåì ïîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå
X ×S Y ñóùåñòâóåò, êîãäà Y, S àôôèííû, çàòåì - òî æå ñàìîå, êîãäà àô-
ôèííà òîëüêî S. Óêàçàíèå: åñëè X ×S Y ñóùåñòâóåò è U ⊂ X îòêðûòî,
ïðîâåðüòå, ÷òî p−1(U) � ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå U ×S Y ; èñïîëüçóéòå
ýòîò ôàêò äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêëåèòü ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå èç àôôèí-
íûõ êóñêîâ.

7 Ðàçáåðèòå îáùèé ñëó÷àé.

8 Ïîêàæèòå, ÷òî Proj(A[x0, . . . , xn]) ∼= Pn ×Z Spec(A), è ÷òî åñëè A
ÿâëÿåòñÿ k-àëãåáðîé, òî Proj(A[x0, . . . , xn]) ∼= Pn

k ×k Spec(A) (â îáùåì
ñëó÷àå äëÿ S-ñõåì X, Y è Y -ñõåìû Z âåðíî, ÷òî (X×SY )×Y Z ∼= X×SZ).

9 Ïðåäñòàâüòå Pn
A×Spec(A)Pm

A êàê Proj(R) è âëîæèòå åãî â ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä A êàê çàìêíóòóþ ïîäñõåìó.

10 Ïóñòü I ⊂ A - èäåàë. Îïðåäåëèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî R =
⊕d≥0I

d, ãäå I0 = A. Ðàçäóòèå ñïåêòðà A â I - ýòî Proj(R). Ïðîâåðüòå,
÷òî åñëè A = k[X0, X1], I = (X0, X1), òî ïîëó÷àåòñÿ òî ñàìîå ðàçäóòèå
ïëîñêîñòè â òî÷êå, êîòîðîå óïîìèíàëîñü íà ëåêöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðî-
åêöèÿ p : Proj(R)→ Spec(A) - èçîìîðôèçì âíå V (I).

11 ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè Proj(k[X0, X1, X2]) ïðèïèñàòü
ïåðåìåííîé X0 ñòåïåíü 2 âìåñòî åäèíèöû?

Ñëåäóþùèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê òåìàì ñåìèíàðîâ, âñå ïðîèñõîäèò íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì:

12 Ïîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 3 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå â P3

ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êâàäðèêà. Ñêîëüêî ïðÿìûõ ïåðåñåêàåò 4 ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå â P3?

13 Îïèøèòå âñå ïðÿìûå íà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â P3, çàäàííîé â
àôôèííîé êàðòå óðàâíåíèåì xyz = 1.

14 Ïó÷îê ïðÿìûõ â P3 � ýòî îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ â P3, ïà-
ðàìåòðèçîâàííîå ïðÿìîé P1 íà êâàäðèêå Ïëþêêåðà (ãðàññìàíèàíå (2,4)).
Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïó÷êà ïðÿìûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà O è
ïëîñêîñòü P â P3, ÷òî ïðÿìûå ïó÷êà - ýòî â òî÷íîñòè ïðÿìûå, ëåæàùèå
â P è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O.

15 Îïèøèòå ïîâåðõíîñòü â P3, çàìåòàåìóþ êàñàòåëüíûìè ïðÿìûìè ê
ñêðó÷åííîé êóáèêå.
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