
Уравнения в частных производных

Вопросы к зачету за 3 модуль

1. Вывести уравнение малых поперечных колебаний струны. Вывести уравнение рас-
пространения тепла. Вывести стационарное уравнение для потенциального течения
жидкости без источников. [1, § 1.2], [3, Лекция 1], [4, §§ 2.1, 6.1], [5, § 2.1].

2. Классификация квазилинейных уравнение с частными производными второго по-
рядка. Главный часть уравнения, ее преобразования при замене независимых пе-
ременных. Классификация уравнений в точке. Основные типы уравнений второго
порядка. Характеристические поверхности. [1, § 1.3], [2, § 2], [3, Лекция 3].

3. Привести уравнение второго порядка с двумя независимыми переменными к кано-
ническому виду методом характеристик в малой окрестности точки, которая имеет
гиперболический, параболический или эллиптический тип. [1, § 1.3], [3, Лекция 2].

4. Постановка основных краевых задач для квазилинейных уравнений второго порядка.
Привести классификацию краевых задач: задача Коши для эволюционных уравне-
ний, краевые задачи для уравнений эллиптического типа, смешанные задачи для
уравнения колебаний и для уравнения диффузии. Определение корректной краевой
задачи. Пример Адамара. [1, § 1.4], [3, Лекция 4].

5. Вывести формулу для общего решения уравнения малых свободных колебаний стру-
ны в выпуклой области по (x, t). Вывести формулу Даламбера для классического ре-
шения задачи Коши для уравнения колебаний струны на всей прямой. Доказать тео-
рему существования и единственности классического решения для этой задачи. Уста-
новить корректность задачи по Адамару в соответствующих пространствах. Дать
геометрическую интерпретацию формулы Даламбера: конечная область зависимо-
сти решения от начальных данных, конечная скорость распространения возмущений,
бегущие волны. [2, §§ 3, 4], [3, Лекция 4], [4, § 2.2].

6. Обосновать формулу для классического решения задачи Коши для неоднородного
уравнения колебаний струны на всей прямой. Вывести формулу для решения задачи
Коши для однородного уравнения колебаний струны на полупрямой. Рассмотреть
первую и вторую краевую задачи. [2, § 5], [3, Лекция 5].

7. Продемонстрировать метод Фурье для построения классического решения первой
краевой задачи для однородного уравнения струны на конечном отрезке. Доказать
теорему о существовании и единственности решения этой задачи при гладких фи-
нитных начальных данных φ(x), ψ(x). [2, § 6], [3, Лекция 6].

8. Решить методом Фурье первую краевую задачу для неоднородного уравнения стру-
ны. Доказать теорему о существовании и единственности решения этой задачи при
гладкой финитной функции f(x, t). [2, § 7], [3, Лекция 6].

9. Доказать теорему об энергетической оценке для классического решения первой кра-
евой задачи для уравнения струны на отрезке. Доказать корректность этой задачи
в соответствующих пространствах. [2, § 8].

10. Обобщенные решения для уравнения малых колебаний струны. Требования для
класса обобщенных решений. Построение класса обобщенных решений с помощью
формулы Даламбера для непрерывных начальных данных. Построение класса обоб-
щенных решений с помощью предельного перехода на примере формулы Даламбера.



Доказать теорему о существовании и единственности обобщенного решения метода
предельного перехода для первой краевой задачи уравнения малых колебаний стру-
ны на конечном отрезке. [2, § 9].

11. Задача Штурма–Лиувилля. Доказать основные свойства собственных значений и
собственных функций оператора Штурма–Лиувилля: симметричность и положи-
тельность оператора, ортогональность собственных функций, однократность соб-
ственных значений. Доказать теорему Штурма. Асимптотические свойства собствен-
ных значений и собственных функций оператора Штурма–Лиувилля [4, §§ 3.1, 3.2].

12. Построить функцию Грина задачи Штурма–Лиувилля и описать ее свойства. До-
казать полноту системы собственных функций оператора Штурма–Лиувилля в про-
странстве L2[0, l]. [4, § 3.4].
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