
ËÈÑÒÎÊ 3

Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ - ìàòôàê ÂØÝ

ïðèåì çàäà÷: 25.04.2013

Çàäà÷è ìîãóò ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿòü ìàòåðèàëû ëåêöèé è ñåìèíàðîâ (åñ-
ëè ïðÿìûì òåêñòîì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü êàêîé-ëèáî ôàêò, êîòîðûé òàì
óïîìèíàëñÿ, äîêàçàòåëüñòâî, êîíå÷íî, íóæíî âîñïðîèçâåñòè). Îñíîâíîå
ïîëå íà âñÿêèé ñëó÷àé ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì íóëå-
âîé õàðàêòåðèñòèêè.

Íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ ìû ïîêàæåì, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ àôôèííî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò, òî åñòü ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áèðàöèî-
íàëüíûé ìîðôèçì (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
ñîâïàäàþò) èç íîðìàëüíîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äàííîå.

1) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèò îòêðûòîå àôôèííîå
íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

2) Ðàññìîòðèì ìîðôèçì èç àôôèííîé ïðÿìîé íà íîäàëüíóþ êóáè-
êó y2 = x2(x − 1). Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ êàêîé-íèáóäü
ôóíêöèè, ðàçäåëÿþùåé òî÷êè ïðîîáðàçà íàä òî÷êîé (0, 0). ×òî ïëîõîãî
ïðîèñõîäèò ïðè ðåäóêöèè åãî êîýôôèöèåíòîâ ïî ìîäóëþ ìàêñèìàëüíîãî
èäåàëà òî÷êè (0, 0)?

3) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç A2 â A4, çàäàííîãî ôîðìóëîé

(x, y)→ (x, xy, y(y − 1), y2(y − 1)).

Íàéäèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ îáðàç. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî
êîíå÷íûé ìîðôèçì, äîêàæèòå, ÷òî îáðàç çàìêíóò. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî
áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì. Èññëåäóéòå êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ íàä êàæ-
äîé òî÷êîé. Íà êàêîì ìíîæåñòâå ýòî èçîìîðôèçì? Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñ
ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé, ïîêàæèòå, ÷òî îáðàç íå íîðìàëåí.

4) Äîêàæèòå íîðìàëüíîñòü êâàäðàòè÷íîãî êîíóñà ïî ñëåäóþùåé ñõå-
ìå. Ïóñòü A = k[x1, . . . , xk, z]/(z

2 − f), ãäå f -ìíîãî÷ëåí îò x1, . . . , xk,
k ≥ 2, ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî A öåëîçàìêíóòî â ñâîåì
ïîëå ÷àñòíûõ. Äëÿ ýòîãî íàïèøèòå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ g+h

√
f

(íå çàáóäüòå ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ ÷àñòíûõ A ïðåäñòàâèì
â òàêîì âèäå), ãäå g, h ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò x1, . . . , xk. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î g, h, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà öåëûå?

5) Èñïîëüçóÿ òåîðåìû èç ñåìèíàðîâ, ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàöèîíàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ íà íîðìàëüíîì ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëåíà âåçäå, êðîìå ìíî-
æåñòâà êîðàçìåðíîñòè 2, òî ýòî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
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6) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà n-
ìåðíîé íåîñîáîé êâàäðèêå.

7) Äîêàæèòå, ÷òî íåòåðîâà ëîêàëüíàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ðàçìåðíî-
ñòè 1 ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà öåëîçàìêíóòà. Êàê åùå
íàçûâàþòñÿ òàêèå êîëüöà è ÷òî ýòî ãîâîðèò îá àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ?

8) Ïóñòü X, Y - ìíîãîîáðàçèÿ íàä k (âàðèàíò: ñõåìû íàä S, X öåëîñò-
íàÿ, à Y êîíå÷íîãî òèïà), x ∈ X òî÷êà (êàê ñõåìû, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî
çàìêíóòàÿ). Ïîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçì èç SpecOX,x â Y ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìîðôèçìà èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x â Y .

9) Ïóñòü X, Y - ìíîãîîáðàçèÿ íàä k (âàðèàíò: ñõåìû êîíå÷íîãî òè-
ïà íàä íåòåðîâîé S), X íîðìàëüíîå, à Y ïîëíîå. Ïóñòü f : U → Y -
ìîðôèçì, ãäå U ⊂ X - íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò îòêðûòîå V ⊃ U , ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè êîðàçìåðíîñòè 1
â X, òàêîå, ÷òî f ïðîäîëæàåòñÿ íà V (çàìåòüòå, ÷òî ëîêàëüíîå êîëü-
öî òàêîé òî÷êè - êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ è âîñïîëüçóéòåñü âàëþàòèâíûì
êðèòåðèåì, à ïîòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷åé). ×òî ýòî ãîâîðèò î êðèâûõ?

10) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà ìîðôèçìà èç ïðèâåäåííîé ñõåìû â îòäå-
ëèìóþ ñîâïàäàþò íà ïëîòíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå, òî îíè ñîâïàäà-
þò.

11) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå, äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå
ìíîãîîáðàçèå áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ãèïåðïîâåðõíîñòè. Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè åñòü íåîñîáûå òî÷êè, è îíè îáðàçóþò
ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.

12) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3 èìååò äâå îñîáûå
òî÷êè, òî ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïðÿìàÿ ëåæèò íà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î ïëîñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè 3 ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè?

13) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü â Pn ñîäåðæèò ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ≥ n/2, òî îíà èìååò îñîáûå òî÷êè.

14) Ïóñòü 0→ F → G → H → 0 òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàçèêî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àôôèííîé ñõåìå X. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñå÷åíèé 0→ F(X)→ G(X)→ H(X)→ 0.

15) Äîêàæèòå, ÷òî OX-ìîäóëü F íà ñõåìå X êâàçèêîãåðåíòåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü U , ãäå åñòü òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ ⊕i∈IOU → ⊕j∈JOU → F|U → 0; F êîãåðåíòåí
íà íåòåðîâîé X, åñëè ê òîìó æå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J ìîæíî âçÿòü
êîíå÷íûì.
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