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1. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè.
1.1. Êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Äàëåå ïîä îáëàñòüþ ìû ïîíèìàåì îòêðûòîå
ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî. Ñîîòâåòñòâèå (x, y) ↔ z = x + iy ìåæäó âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòüþ R2 è êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíî-
çíà÷íóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî êàê:

• îòîáðàæåíèå îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèD ⊂ C â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
C (îáîçíà÷åíèå w = f(z)).
• îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè D ⊂ R2 â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü C (îáîçíà÷åíèå w = f(x, y)).
• îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè D ⊂ R2 â âåùåñòâåííóþ
ïëîñêîñòü R2 (îáîçíà÷åíèå (u, v) = f(x, y), u = u(x, y), v = v(x, y)).

Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî ïåðåõîäèòü îò îäíîé èíòåðïðåòàöèè ê äðóãîé.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå îáëàñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè D ⊂ C â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è z0 ∈ D. Åñëè ïðåäåë
f ′(z0) = lim∆z→0

f(z0+∆z)−f(z0)
∆z

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî f ′(z0)
åñòü êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f â òî÷êå z0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü f êàê îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè â
âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü. Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ
áóäåò òàêæå ñîâïàäàòü ñ f ′(z0) = f ′(x0, y0). Òàêèì îáðàçîì,
f ′(z0) = ∂f

∂x
(z0) = lim∆x→0

(u(x0+∆x,y0)+iv(x0+∆x,y0))−(u(x0,y0)+iv(x0,y0))
∆x

= ∂u
∂x

(z0) + i ∂v
∂x

(z0),
f ′(z0) = ∂f

∂y
(z0) = lim∆x→0

(u(x0,y0+∆y)+iv(x0,y0+∆y))−(u(x0,y0)+iv(x0,y0))
i∆y

= −i∂u
∂y

(z0)+ ∂v
∂y

(z0).

Ðàâåíñòâî ýòèõ ñòðîê âëå÷åò
Ëåììà 1.1. Åñëè f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0, òî â ýòîé òî÷êå
âûïîëíåíû

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (Cauchy-Riemann): ∂u
∂x

(z0) =
∂v

∂y
(z0);

∂v

∂x
(z0) = −∂u

∂y
(z0).

Ââåäåì òåïåðü âàæíûå îáîçíà÷åíèÿ.
∂

∂z
≡ 1

2
(
∂

∂x
− i ∂

∂y
);
∂

∂z̄
≡ 1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
)

Äðóãèìè ñëîâàìè,

∂f
∂z

= ∂(u+iv)
∂z

= ∂u
∂z

+i∂v
∂z

= 1
2

(
∂u
∂x
− i∂u

∂y

)
+i1

2

(
∂v
∂x
− i∂v

∂y

)
= 1

2

(
∂u
∂x

+ i ∂v
∂x

)
+ 1

2

(
−i∂u

∂y
+ ∂v

∂y

)
,

∂f
∂z̄

= ∂(u+iv)
∂z̄

= ∂u
∂z̄

+ i∂v
∂z̄

= 1
2

(
∂u
∂x

+ i∂u
∂y

)
+ i1

2

(
∂v
∂x

+ i∂v
∂y

)
= 1

2

(
∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
+ i1

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)

Òàêèì îáðàçîì,
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Ëåììà 1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z0, òî
∂f
∂z̄

(z0) = 0 è f ′(z0) = ∂f
∂z

(z0).

1.2. Äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñíîé ôóíêöèè.

Ëåììà 1.3. Åñëè ôóíêöèÿ C ⊃ D
f→ C èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

z0 = x0 + iy0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2 äèôôåðåíöèðóåìî â

òî÷êå (x0, y0) êàê îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè â R2.
Proof. Ïîëîæèì

α(∆z) =
f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
− f ′(z0).

Òîãäà f(z0 + ∆z)− f(z0) = f ′(z0)∆z+α(∆z)∆z =
(
∂u
∂x

+ i ∂v
∂x

)
(∆x+ i∆y) +α(∆z)∆z =(

∂u
∂x

∆x− ∂v
∂x

∆y
)

+ i
(
∂v
∂x

∆x+ ∂u
∂x

∆y
)

+ α(∆z)∆z
Ñëåäîâàòåëüíî, (u(x0 + ∆x, y0 + ∆y), v(x0 + ∆x, y0 + ∆y))− (u(x0, y0), v(x0, y0)) =(∂u
∂x
−∂v
∂y

∂v
∂x

∂u
∂y

)(
∆x
∆y

)
+ o(|∆z|). �

Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèÿ C ⊃ D
f→ C èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

z0 = x0 + iy0, åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2

äèôôåðåíöèðóåìî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

Proof. Ïóñòü îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå

(x0, y0). Òîãäà u(x0 + ∆x, y0 + ∆y) − u(x0, y0) =
(
∂u
∂x

∆x+ ∂u
∂y

∆y
)

+ o(|∆z|) è

v(x0 + ∆x, y0 + ∆y))− v(x0, y0) =
(
∂v
∂x

∆x+ ∂v
∂y

∆y
)

+ o(|∆z|)
Ïîýòîìó äëÿ R2 ⊃ D

f−→ C èìååì

f(z0 + ∆z)− f(z0) =

(
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y

)
+ i

(
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y

)
+ o(|∆z|) =

=
1

2

[(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
(u+ iv)

]
(∆x+ i∆y)+

+
1

2

[(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u+ iv)

]
(∆x− i∆y) + o(|∆z|) =

=
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z̄
(∆x− i∆y) + o(|∆z|).

Åñëè îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà, òî ñîãëàñíî
âû÷èñëåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ∂f

∂z̄
= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(z0 + ∆z)− f(z0) =
∂f

∂z
∆z + o(|∆z|),

òî åñòü ôóíêöèÿ f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 1.1 è 1.3. �

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèè C ⊃ D
f,g−→ C èìåþò êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå

â òî÷êå z0. Òîãäà ôóíêöèè f ± g, f · g è f
g

(åñëè g(z0) 6= 0) èìåþò
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êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå z0, ïðè÷åì (f ± g)′(z0) = f ′(z0) ± g′(z0),
(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0), (f

g
)′(z0) = f ′(z0)g(z0)−f(z0)g′(z0)

g2(z0)
.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü C ⊃ D
f→ V

g→ C, V ⊂ C, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f èìååò
êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z0, à g � â òî÷êå f(z0). Òîãäà ôóíêöèÿ
φ(z) = g(f(z)) èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0 è φ′(z0) = g′(f(z0))f ′(z0).
Çàäà÷à 1.1. Äîêàçàòü òåîðåìû 1.2 è 1.3. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà äîñëîâíî
ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì âåùåñòâåííîãî àíàëèçà.
1.3. Ãîëîìîðôíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ D
f→ C ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ C,

åñëè îíà èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå z ∈ D. Ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â òî÷êå z0, åñëè îíà ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
V 3 z0 òî÷êè z0.

Ïðèìåðû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé:
1. f(z) = const, f ′(z) = 0.
2. f(z) = az, ãäå a 6= 0. Åñëè a = reiφ, òî f ïîâîðà÷èâàåò ïëîñêîñòü C íà óãîë φ

âîêðóã òî÷êè 0 è ðàñòÿãèâàåò ïëîñêîñòü â r ðàç.
3. f(z) = zn. Ôóíêöèÿ f óâåëè÷èâàåò óãîë ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè

0, â n ðàç.
Çàäà÷à 1.2. Åñëè f ′(z) = 0 íà âñåé íà îáëàñòè D ⊂ C, òî f = const íà D.

Åñëè f ′(z0) 6= 0, òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ f äåéñòâóåò ïî÷òè òàê,
êàê â ïðèìåðå 2, òî åñòü
Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü f ′(z0) 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñîõðàíÿåò âåëè÷èíó óãëà
ìåæäó êðèâûìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â z0.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå âåëè÷èíó óãëà, íàçûâàþòñÿ
êîíôîðìíûìè.

Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû
êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé f(z) =

∑∞
n=1 fn(z). Âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû äîñëîâíî

ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, åñëè âìåñòî èíòåðâàëà {x ∈ R||x − x0| < r}
ðàññìàòðèâàòü äèñê {z ∈ C||z − z0| < r}.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä

∑∞
n=0 a

′
n(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

D ⊂ C, à ðÿä f(z) =
∑∞

n=0 an(z) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îáëàñòè, òî ðÿä
f(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè D è f ′(z) =

∑∞
n=0 a

′
n(z).

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì ñòåïåííûå ðÿäû f(z) =
∑∞

n=0 cn(z−z0)n, cn ∈ C.
Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü 1

R
= limn→∞ n

√
|cn|. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä f(z) àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ íà D = {z ∈ C||z − z0| < R} è ðàñõîäèòñÿ íà D = {z ∈ C||z− z0| > R}. Íà
ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ D ðÿä f(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ïîëîæèì:
ez = exp z =

∞∑
n=0

zn

n!
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cos z =
∞∑

k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
=

1

2
(eiz + e−iz)

sin z =
∞∑

k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
=

1

2i
(eiz − e−iz)

Çàäà÷à 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ez, cos z, sin z ñóùåñòâóþò è ãîëîìîðôíû íà
âñåé ïëîñêîñòè C. Íàéòè äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé îáëàñòü D òàêóþ, ÷òî f(D) = C.
1.4. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå. Ïîä êðèâîé (èëè ïóòåì) ìû áóäåì ïîíèìàòü
îðèåíòèðîâàííûé îáðàç êóñî÷íî-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà [α, β] â ïëîñêîñòü
C. Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êîíòóðîì. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî
êðèâîé � ýòî ïðåäåë ïðè max ∆zk → 0 èíòåãðàëüíûõ ñóìì S =

∑n
k=0 f(ξk)∆zk,

ãäå ξk � òî÷êè, ðàçáèâàþùèå êðèâóþ γ, à ∆zk � îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè.
Åñëè ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü àðãóìåíò è ôóíêöèþ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, òî ïîëó÷èòñÿ
êîìïëåêñíûé èíòåãðàë ïî êðèâîé γ ⊂ C. Ïðè ýòîì

S =
n∑

k=0

(
u(ξk) + iv(ξk)

)
(∆x+ i∆y) =

=
n∑

k=0

(
u(ξk)∆xk − v(ξk)∆yk

)
+ i
(
u(ξk)∆yk + v(ξk)∆xk

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ
Îïðåäåëåíèå 1.4. Èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ïî êðèâîé γ ⊂ C
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî∫

γ

f(z) dz
def
=

∫

γ

(udx− vdy) + i

∫

γ

(udy + vdx).

Åñëè w : [α, β]→ C � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ è w(t) = x(t) + iy(t), òî
∫

γ

f(z) dz =

∫ β

α

(
u(w(t))x′(t)dt− v(w(t))y′(t)dt

)
+

+ i

∫ β

α

(
u(w(t))y′(t)dt+ v(w(t))x′(t)dt

)
=

∫ β

α

f(w(t))w′(t)dt.

Â ÷àñòíîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè w(t).
Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü γ = {z ∈ C||z − a| = r} = {a+ reit|t ∈ [0, 2π]}. Òîãäà

∫

γ

(z − a)ndz = rn+1i

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt =

{
0, n 6= −1

2πi, n = −1.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü n 6= −1 è γ ⊂ C � ïóòü èç a â b. Ðàññìîòðèì åãî
ïàðàìåòðèçàöèþ w = w(t). Òîãäà
∫

γ

zndz =

∫ β

α

wn(t)w′(t)dt =
1

n+ 1

∫ β

α

(
d

dt
(wn+1(t))

)
dt =

=
1

n+ 1
(wn+1(β)− wn+1(α)) =

bn+1 − an+1

n+ 1
.
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×åðåç
∫
γ
|f ||dz| áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ èíòåãðàë ïî äëèíå äóãè

∫ β
α
|f ||z′(t)|dt.

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíà

Òåîðåìà 1.4. Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé γ èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê.
∫

γ

(af + bg) dz = a

∫

γ

f dz + b

∫

γ

g dz,

∫

γ1∪γ2

f dz =

∫

γ1

f dz +

∫

γ2

f dz,

| ∫
γ
f dz| ≤ ∫

γ
|f | |dz|. Â ÷àñòíîñòè, åñëè |f(z)| ≤ M , òî | ∫

γ
f dz| ≤ M |γ|, ãäå |γ| �

äëèíà äóãè.

1.5. Òåîðåìà Êîøè.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà ∆ ⊂ D

∫
∂∆
f(z) dz = 0.

Proof. �����
��
���������

]

-
Ïóñòü | ∫

∂∆
f(z) dz| = M > 0. Ðàçîáü�åì ∆ íà 4 òðåóãîëüíèêà a1, a2, a3, a4 òàê,

êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà M = |∑n
i=1

∫
∂ai
f(z) dz| ≤ ∑n

i=1 |
∫
∂ai
f(z) dz|.

Çíà÷èò, äëÿ îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ∆1 ∈ {a1, a2, a3, a4} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
| ∫
∂∆1

f dz| ≥ 1
4
M . Ïðîäîëæàÿ, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ

∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ . . . òàêèõ, ÷òî | ∫
∂∆n

f(z) dz| ≥ 1
4n
M .

Ïóñòü z0 ∈
⋂

∆i ⊂ D. Ïîëîæèì α(z) = f(z)−f(z0)
z−z0 − f ′(z0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå ÷òî |a(z)| < ε ïðè 0 < |z − zo| < δ. Ïóñòü
∆n ⊂ {z ∈ C||z − z0| < δ}, òîãäà ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1:
∣∣∣∣
∫

∂∆n

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

∂∆n

f(z0) dz +

∫

∂∆n

f ′(z0)(z − z0) dz +

∫

∂∆n

α(z)(z − z0) dz

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

∂∆n

α(z)(z − z0) dz

∣∣∣∣ ≤
∫

∂∆n

|α(z)| | z − z0| | dz| ≤ ε | ∂∆n|2 =

= ε

( | ∂∆|
2n

)2

= ε
| ∂∆|2

4n
.

Òàêèì îáðàçîì, 1
4n
M ≤

∣∣∣
∫
∂∆n

f(z) dz
∣∣∣ ≤ ε |∂∆|2

4n
îòêóäà M ≤ ε |∂∆|2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

M = 0. �

Òåîðåìà 1.5 (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è γ ⊂ D �
çàìêíóòûé ïóòü, ãîìîòîïíûé íóëþ. Òîãäà

∫
γ
f(z) dz = 0.

Proof. Êîíòóð γ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü Q. Åñëè γ � ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêîâ,
òî îáëàñòü Q ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ∆i ⊂ D.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.4,

∫
γ
f(z) dz =

∑n
i=1

∫
∆i
f(z) dz = 0. Èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó

ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëîâ ïî ëîìàíûì. �
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Çàìå÷àíèå 1.1. Äëÿ ôóíêöèé f ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé f ′(z) òåîðåìó Êîøè
ìîæíî äîêàçûâàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðèíà.
∫

γ

f(z) dz =

∫

∂Q

(udx− vdy) + i

∫

∂Q

(udy + vdx) =

=

∫∫

Q

(
−∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫

Q

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy = 0.

Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïîäõîäèò îäíàêî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçëîæåíèÿ
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Äåëî â òîì, ÷òî òåîðåìà Êîøè èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è G ⊂ D � êîìïàêò,
îãðàíè÷åííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Òîãäà

∫
∂G
f(z) dz = 0.

Proof. Ñîåäèíèì ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà G îòðåçêàìè δ1, . . . , δm ⊂ G

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâî G̃ = G \ ⋃m
i=1 δi ñòàëî îäíîñâÿçíûì (ñì.ðèñóíîê).

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5

0 =

∫

∂ eG f(z)dz =

∫

∂G

f(z)dz.

�
1.6. Ïåðâîîáðàçíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ
ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F (z) òàêàÿ, ÷òî F ′(z) = f(z).
Çàäà÷à 1.7. Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f . Äîêàçàòü, ÷òî Φ � ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ f , åñëè è òîëüêî åñëè Φ = F + const.
Ëåììà 1.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â êðóãå D = {z ∈ C||z−a| < r}. Òîãäà
F (z) =

∫
[a,z]

f(w) dw � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f â D.
Proof. Ïóñòü z + h ∈ D. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.4 è ïðèìåðó 1.2:

F (z + h)− F (z) =

∫

[a,z+h]

f(w) dw −
∫

[a,z]

f(w) dw =

∫

[z,z+h]

f(w) dw =

=

∫

[z,z+h]

f(z) dw +

∫

[z,z+h]

(
f(w)− f(z)

)
dw = f(z)h +

∫

[z,z+h]

(f(w)− f(z)) dw.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ ≤
1

|h|
∫

[z,z+h]

|α(h)| |dh|,

ãäå α(h) = f(z+h)−f(z). Ââèäó íåïðåðûâíîñòè f äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå ÷òî |α(h)| < ε ïðè |h| < δ. Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣F (z+h)−F (z)

h
− f(z)

∣∣∣ ≤ 1
|h|ε|h| = ε ïðè

|h| < δ, òî åñòü F ′(z) = f(z). �
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Ïåðâîîáðàçíîé
f âäîëü êðèâîé γ ⊂ D íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Φ(z) íà γ, ÿâëÿþùàÿñÿ
îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè, ïåðâîîáðàçíîé ê f â íåêîòîðîé îáëàñòè U ⊂ D, ñîäåðæàùåé
γ.
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Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è γ ⊂ D � êðèâàÿ áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé ñ íà÷àëîì a è êîíöîì b. Òîãäà f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ Φ(z) âäîëü
γ, ïðè÷åì Φ(b)− Φ(a) =

∫
γ
f(z) dz.

Proof. Êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòðåçêà [0, 1] ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
z : [0, 1] → D. Ââèäó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè z îòðåçîê [0, 1]
ìîæíî ïîêðûòü èíòåðâàëàìè α1, . . . , αn òàê, ÷òîáû îáðàç z(αi) ñîäåðæàëñÿ â êðóãå
Di ⊂ D, è Di ∩ Dj 6= ∅, åñëè è òîëüêî åñëè |i − j| = 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó
1.5, âûáåðåì íà êàæäîì äèñêå Di ïåðâîîáðàçíóþ Φ̃i(z). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç
çàäà÷è 1.7, ýòè ïåðâîîáðàçíûå ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè
íà âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ äèñêîâ. Òîãäà íà îáúåäèíåíèè äèñêîâ U âîçíèêíåò íóæíàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ Φ. Ðàâåíñòâî Φ(b) − Φ(a) =

∫
γ
f(z) dz ñëåäóåò èç ÿâíîé êîíñòðóêöèè

ïåðâîîáðàçíîé, èñïîëüçîâàííîé â ëåììå 1.5. �

Òåîðåìà 1.8. Ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, èìååò â
ýòîé îáëàñòè ïåðâîîáðàçíóþ F , ïðè÷åì

∫
γ
f(z) dz = F (b) − F (a) äëÿ ëþáîãî ïóòè

γ ⊂ D ñ íà÷àëîì a è êîíöîì â b.

Proof. Ïóñòü a ∈ D. Äëÿ z ∈ D ïîëîæèì F (z) =
∫
γz
f(w) dw, ãäå ïóòü γz ⊂ D

ñîåäèíÿåò a è z. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5, îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò γ è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîððåêòíî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.5 è òåîðåìå 1.7 F ′(z) = f(z) è

∫
γ
f(z) dz = F (b)−F (a).

�

1.7. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè.

Òåîðåìà 1.9 (î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G = {z ∈ C||z − z0| ≤ r} ⊂ D. Òîãäà

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit) dt.

Proof. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò r > ρ > 0 òàêîå
÷òî |f(z)− f(z0)| < ε ïðè |z − z0| ≤ ρ. Ïîëîæèì Gρ = {z ∈ C||z − z0| ≤ ρ}. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1.6: 0 =

∫
∂G

f(z)
z−z0dz −

∫
∂Gρ

f(z)
z−z0d. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1,

f(z0)− 1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz = f(z0)− 1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)

z − z0

dz =

= f(z0)
1

2πi

∫

∂Gρ

dz

z − z0

− 1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)− f(z0)

z − z0

dz.

Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣∣f(z0)− 1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz

∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫

∂Gρ

ε

ρ
|dz| = ε

è

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz.
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Ïîäñòàâëÿÿ z = z0 + reit, íàõîäèì, ÷òî

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reit)

reit
· (z0 + reit)′dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit) dt. �

Òåîðåìà 1.10 (Ôîðìóëà Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G ⊂ D � êîìïàêò, îãðàíè÷åííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíòóðîâ. Òîãäà

1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =

{
f(z0), åñëè z0 ∈ G \ ∂G,
0, åñëè z0 /∈ G.

Proof. Åñëè z0 /∈ G, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.6. Åñëè z0 ∈ G \ ∂G, òî
ðàññìîòðèì U = {z ∈ C||z − z0| ≤ r} ⊂ G \ ∂G. Òîãäà ïî òåîðåìàì 1.9 è 1.6:

f(z0) =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

z − z0

dz +
1

2πi

∫

∂(G\U)

f(z)

z − z0

dz =

=
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz. �

1.8. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà.
Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G = {z ∈ C||z − z0| < R} ⊂ D. Òîãäà ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò íà G ñ ñóììîé
ðÿäà

∑∞
n=0 cn(z − z0)n, ãäå cn = 1

2πi

∫
γ

f(z)
(z−z0)n+1dz è γ = {z ∈ C||z − z0| = r < R}.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6, cn íå çàâèñèò îò âûáîðà r < R. Ïóñòü z ∈ G è |z−z0| < r.
Ðàññìîòðèì ðÿä

1

w − z =
1

(w − z0)
(

1− z−z0
w−z0

) =
∞∑
n=0

(z − z0)n

(w − z0)n+1
.

Åñëè w ∈ γ, òî
∣∣∣∣

(z − z0)n

(w − z0)n+1

∣∣∣∣ =
1

|z − z0|
(∣∣∣∣

z − z0

w − z0

∣∣∣∣
)n+1

=
ρn+1

|z − z0| ,

ãäå ρ = |z−z0|
r

< 1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä
∑∞

n=0
(z−z0)n

(w−z0)n+1 ìàæîðèðóåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî w íà γ. Ôóíêöèÿ
f(w) îãðàíè÷åíà íà γ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∑∞
n=0 f(w) (z−z0)n

(w−z0)n+1 òàêæå ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî w íà γ. Â ÷àñòíîñòè, åãî ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ÷òî
ïî ôîðìóëå Êîøè äàåò

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫

γ

∞∑
n=0

f(w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw =

=
∞∑
n=0

(z − z0)n
∫

γ

f(w)

2πi

dw

(w − z0)n+1
=
∞∑
n=0

cn(z − z0)n. �
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Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü 1
R

= limn→∞ n
√
|cn| < ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)n ñóùåñòâóåò è ãîëîìîðôíà â êðóãå D = {z ∈ C||z − z0| < R},
ïðè÷åì ôóíêöèÿ f ′(z) òàêæå ãîëîìîðôíà â D.
Proof. Ïîëîæèì φ(z) =

∑∞
n=1 ncn(z − z0)n−1. Ââèäó

limn→∞
n
√
n|cn| = limn→∞

n
√
|cn| = 1

R
,

ôóíêöèÿ φ(z) îïðåäåëåíà íà D è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ â D. Çíà÷èò,
φ(z) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ïóòÿì â D. Ïîëîæèì

F (z) =

∫

[z0,z]

φ(w)dw =

∫

[z0,z]

∞∑
n=1

ncn(w − z0)n−1dw =

∞∑
n=1

ncn

∫

[z,z0]

(w − z0)n−1dw =
∞∑
n=1

ncn
1

n
(w − z0)n|w=z

w=z0
= f(z)− c0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

F (z + h)− F (z) =

∫

[z,z+h]

φ(w) dw =
∞∑
n=1

ncn

∫

[z,z+h]

(w − z0)n−1dw =

∞∑
n=1

cn(w− z0)n|z+hz =
∞∑
n=1

cn [(z + h− z0)n − (z − z0)n] = h

∞∑
n=1

ncn(z− z0)n−1 +h2g(z).

Òàêèì îáðàçîì,

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

F (z + h)− F (z)

h
=
∞∑
n=1

ncn(z − z0)n−1 = φ(z).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî f ′(z) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè,
÷òî è f(z). Ñëåäîâàòåëüíî, f (2)(z) òîæå ñóùåñòâóåò, òî åñòü f ′(z) � ãîëîìîðôíà â
D. �

1.9. Êðèòåðèé ãîëîìîðôíîñòè.
Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà îíà èìååò òàì
êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, îíè ãîëîìîðôíû è

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

∂U

f(w)

(w − z)n+1
dw , ãäå U = {w ∈ C||w − z| ≤ r} ⊂ D

Proof. Ïóñòü z0 ∈ D è G = {z ∈ C||z − z0| ≤ R} ⊂ D. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.11,
ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà G â âèäå ðÿäà f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z0)n. Ïîýòîìó

ñîãëàñíî òåîðåìå 1.12, ôóíêöèÿ f ′(z) ãîëîìîðôíà íà G\∂G. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå,
äîêàçûâàåì ãîëîìîðôíîñòü f (n)(z) ïðè âñåõ n. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå âåùåñòâåííîãî
àíàëèçà, íàõîäèì ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ÷òî cn = 1

n!
f (n)(z0). Ñîïîñòàâèâ

ñ òåîðåìîé 1.11, ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ f (n)(z). �
Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü U = {z ∈ C||z − a| < r} è f : U → C. Òîãäà ñëåäóþùèå 3
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â U , òî åñòü èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â
êàæäîé òî÷êå U .
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(2) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â U è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà
∆ ⊂ U ðàâåí 0.

(3) f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n íà U .

Proof. (1)⇒(2) � ýòî òåîðåìà 1.5, (1)⇒(3) � ýòî òåîðåìà 1.11, (3)⇒(1) � ýòî òåîðåìà
1.12. Äîêàæåì
(2)⇒(1) (Òåîðåìà Ìîðåðà). Ïîëîæèì F (z) =

∫
[a,z]

f(w) dw. Òîãäà
F (z + h)− F (z) =

∫
[z,z+h]

f(w) dw è
∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ =
1

|h|

∣∣∣∣
∫

[z,z+h]

f(w) dw − hf(z)

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

|h|

∣∣∣∣
∫

[z,z+h]

(f(w)− f(z))dw

∣∣∣∣ ≤
1

|h| max
[z,z+h]

|f(w)− f(z)| · |h| = max
[z,z+h]

|f(w)− f(z)|.

Ïîýòîìó íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå z âëå÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
F â òî÷êå z è ðàâåíñòâî F ′(z) = f(z). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (z) � ãîëîìîðôíà
íà U . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.13, îòñþäà ñëåäóåò ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè f(z). �

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ãëàäêèõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî,
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ÷èñåë. Ýòè ÷èñëà
îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå
ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè îïðåäåëÿåò âñþ ôóíêöèþ. Áîëåå òîãî, ýòè
÷èñëà ìîæíî íàéòè èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòóðó, ÷òî èíîãäà óäîáíåé, ÷åì
äèôôåðåíöèðîâàíèå.

1.10. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 1.15 (Âåéåðøòðàññ). Ïóñòü ôóíêöèè {fn(z)} ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D è
ðÿä f(z) =

∑∞
n=0 fn(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, ëåæàùåì â D.

Òîãäà ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà è f ′(z) =
∑∞

n=0 f
′
n(z).

Proof. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ D ðàññìîòðèì çàìêíóòûé äèñê
U = {z ∈ C||z − a| ≤ R} ⊂ D. Åñëè γ ⊂ U � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà, òî ââèäó
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè:

∫
γ
f(z) dz =

∑∞
n=0

∫
γ
fn(z) dz è, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.14,

f(z) � ãîëîìîðôíà íà U . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.13,

f ′(a) =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

(z − a)2
dz =

1

2πi

∫

∂U

∞∑
n=0

fn(z)

(z − a)2
dz =

=
∞∑
n=0

1

2πi

∫

∂U

fn(z)

(z − a)2
dz =

∞∑
n=0

f ′n(a).

�

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ãëàäêèõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî,
ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà.
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2. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè.
2.1. Ôóíêöèè ãîëîìîðôíûå â êîëüöå. Ðÿäû Ëîðàíà. Ïåðåéäåì òåïåðü ê
èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â íåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â êîëüöå
V = {0 ≤ r < |z − a| < R ≤ ∞}. Òîãäà íà V

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

ãäå
cn =

1

2πi

∫

γρ

f(w)

(w − a)n+1
dw

è
γρ = {z ∈ C||z − a| = ρ} ⊂ V.

Proof. Ïóñòü z ∈ V è U = {w ∈ V |α ≤ |w − a| ≤ β} 3 z. Ïî ôîðìóëå Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫

∂U

f(w)

(w − z)dw = fβ(z)− fα(z),

ãäå

fβ(z) =
1

2πi

∫

γβ

f(w)

w − zdw =
1

2πi

∫

γβ

f(w)
1

(w − a)
(
1− z−a

w−a
)dw =

=
1

2πi

∫

γβ

f(w)
∞∑
n=0

(z − a)n

(w − a)n+1
dw =

∞∑
n=0

cn(z − a)n,

fα(z) =
1

2πi

∫

γα

f(w)

w − zdw = − 1

2πi

∫

γα

f(w)

(z − a)
(
1− w−a

z−a
)dw =

= −
∫

γα

f(w)

2πi

∞∑
n=0

(w − a)n

(z − a)n+1
dw =

= −
∫

γα

f(w)

2πi

∞∑
n=0

(z − a)−(n+1)

(w − a)−n
dw = −

∞∑
n=1

c−n(z − a)−n. �

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðÿä ∑∞n=−∞ cn(z − a)n íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà ñ ïðàâèëüíîé
÷àñòüþ σ1 =

∑∞
n=0 cn(z − a)n è ãëàâíîé ÷àñòüþ σ2 =

∑−1
n=−∞ cn(z − a)n.

Òåîðåìà 2.2. Ðÿä Ëîðàíà
∑∞

n=−∞ cn(z−a)n çàäàåò ôóíêöèþ, ãîëîìîðôíóþ â êîëüöå
V = {z ∈ C|r < |z − a| < R}, ãäå r = limn→+∞ n

√
|c−n| è R = 1

limn→+∞ n
√
|cn|

.

Proof. Ïî òåîðåìå Àáåëÿ ôóíêöèÿ σ1 è ôóíêöèÿ σ2 ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì
êîìïàêòå â V . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ôóíêöèè σ1 è σ2 ãîëîìîðôíû â
êîëüöå V . �
Òåîðåìà 2.3 (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n

ãîëîìîðôíà â êîëüöå V = {z|r < |z − a| < R} è γρ = {z||z − a| = ρ} ⊂ V .

Òîãäà cn =
1

2πi

∫

γρ

f(w)

(w − a)n+1
dw è |cn| ≤ M

ρn
, ãäå M = max

γρ
|f |
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Proof. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1,
∫

γρ

f(z)dz

(z − a)n+1
=

∫

γρ

∞∑
m=−∞

cm(z − a)m
dz

(z − a)n+1
= 2πicn

Òàêèì îáðàçîì, |cn| ≤ 1

2π

∫

γρ

|f(z)|
ρn+1

|dz| = 1

2π

M

ρn+1
2πρ =

M

ρn
. �

Òåîðåìà 2.4 (Ëèóâèëëü). Åñëè ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà íà âñåé ïëîñêîñòè è
îãðàíè÷åíà, òî îíà ïîñòîÿííà.
Proof. Ïóñòü f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n è |f(z)| ≤ M . Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè |cn| ≤ M
ρn

äëÿ âñåõ ρ > 0. �

2.2. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ C � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè f(z), åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
{z ∈ |0 < |z − a| < r} òî÷êè a. Îñîáàÿ òî÷êà a íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé, åñëè
limz→a f(z) = A ∈ C, ïîëþñîì, åñëè limz→a f(z) = ∞, è ñóùåñòâåííî îñîáîé â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü a � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè
f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n. Òîãäà

(1) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: a) a � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; á)
|f(z)| ≤M â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a; â) cn = 0 ïðè n < 0.

(2) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: à) a � ïîëþñ; á) ñóùåñòâóåò N < 0
òàêîå, ÷òî cN 6= 0 è cn = 0 ïðè n < N .

Proof. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî èç à) ñëåäóåò á) è èç â) ñëåäóåò à). Äîêàæåì, ÷òî èç á)
ñëåäóåò â). Ïóñòü |f(z)| ≤ M â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó Êîøè |cn| ≤ M

ρn
äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, cn = 0 ïðè n < 0,

òî åñòü èç á) ñëåäóåò â).
2. Ïóñòü a � ïîëþñ. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a |f(z)| 6= 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ φ(z) = 1

f(z)
ãîëîìîðôíà. Ñîãëàñíî óæå

äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî φ(z) = (z − a)−N ·∑∞n=0 cn(z − a)n,
ãäå c0 6= 0 è N < 0. Òàêèì îáðàçîì, f(z) = 1

φ(z)
= (z−a)N ·∑∞n=0 bn(z−a)n, ãäå b0 6= 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �
Òàêèì îáðàçîì, ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ óñòðàíèìûìè îñîáûìè òî÷êàìè

ïðåâðàùàåòñÿ â ãîëîìîðôíóþ âî âñåõ òî÷êàõ, åñëè ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü åå â îñîáûõ
òî÷êàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè f(z) = (z − a)N ·∑∞n=0 cn(z − a)n è c0 6= 0, òî ïðè N > 0
÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì íóëÿ, à ïðè N < 0 ÷èñëî −N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
ïîëþñà ôóíêöèè f(z) â òî÷êå a.
Çàäà÷à 2.1. Ôóíêöèÿ f èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà N â òî÷êå , åñëè è òîëüêî åñëè
ôóíêöèÿ f−1 èìååò 0 ïîðÿäêà N â òî÷êå a.
Òåîðåìà 2.6 (Ñîõîöêèé). Ïóñòü a � ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f è
A ∈ C ∪∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî f(an)→ A.
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Proof. Ïóñòü A = ∞. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç íåîãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè f â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïóñòü A ∈ C. Òîãäà èëè 1) ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî f(an) = A èëè 2) ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ãäå f(z) 6= A. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
φ(z) = 1

f(z)−A ãîëîìîðôíà, è a � åå ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Çíà÷èò, êàê óæå
äîêàçàíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî φ(an) → ∞. Íî òîãäà
limn→∞ f(an) = limn→∞

(
A+ 1

φ(an)

)
= A. �

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ∞ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z),
åñëè ôóíêöèÿ f � ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè {R < |z| <∞}
òî÷êè ∞. Äëÿ òàêèõ òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ òà æå êëàññèôèêàöèÿ: óñòðàíèìûå
îñîáûå òî÷êè, ïîëþñû è ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè.
Çàäà÷à 2.2. Òî÷êà ∞ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z), åñëè è òîëüêî
åñëè 0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z) = f(z−1).
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè C, íàçûâàåòñÿ
öåëîé. Åñëè ôóíêöèÿ f íå èìååò â îáëàñòè D ⊂ C = C ∪ ∞ äðóãèõ òî÷åê
íåãîëîìîðôíîñòè, êðîìå óñòðàíèìûõ îñîáûõ òî÷åê è ïîëþñîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà íà D.
Çàäà÷à 2.3. Ôóíêöèÿ f(z) � ìåðîìîðôíà íà âñåé ñôåðå C, åñëè è òîëüêî åñëè îíà
ðàöèîíàëüíà, òî åñòü f(z) = a0zn+...+an

b0zm+...+bm
.

Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå äåìîíñòðèðóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè è åå àëãåáðàè÷íîñòüþ.
2.3. Âû÷åòû è èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Äàëåå, åñëè íå
îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå êîíòóðû ñ÷èòàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z− z0)n îïðåäåëåíà â îáëàñòè

U è γ = {z ∈ C||z − z0| = r} ⊂ U . Òîãäà âåëè÷èíà resz0 f = c−1 = 1
2πi

∫
γ
f(z) dz

íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ôóíêöèè f .
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D âñþäó êðîìå
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê, G ⊂ D � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî è åãî ãðàíèöà
∂G íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà 1

2πi

∫
∂G
f(z) dz =

∑
j reszj f , ãäå ñóììà áåðåòñÿ

ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì, ïðèíàäëåæàùèì G.
Proof. Ïóñòü γj ⊂ G � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êîíòóðû, îêðóæàþùèå
òî÷êè zj (ñì.ðèñóíîê)

Kn
n
n
����

G
γ2

γ1

36

6
7

z1

z2

p
p
�

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6 è ïðèìåðó 1.1,∫

∂G

f(z) dz =
∑
j

∫

γj

f(z) dz = 2πi
∑
j

reszj f.
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Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cnz

n ãîëîìîðôíà â îáëàñòè
U = {z ∈ C||z| > R} è êîíòóð γ = {z ∈ C||z| = r} ⊂ U îðèåíòèðîâàí ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òîãäà âåëè÷èíà res∞ f = −c−1 = − 1

2πi

∫
γ
f(z) dz íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì

ôóíêöèè f(z) â ∞.
Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà âñþäó íà ñôåðå C, çà èñêëþ÷åíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê z1, . . . , zn ∈ C. Òîãäà

∑n
i=1 reszi f = 0.

Êàê âû óæå çàìåòèëè, âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû äëÿ ôóíêöèé íà D ⊂ C
åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ∞. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
çíàê "-" â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè îáúÿñíÿåòñÿ ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íàìè êîíòóð
îáõîäèò ∞ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − z0)n îïðåäåëåíà â

îáëàñòè U \ z0 è z0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîìïàêòíîé êðèâîé Γ. Ïîëîæèì
Gε = {z ∈ G||z−z0| ≤ ε} è Γε = Γ\Gε. Òîãäà ïðåäåë v.p.

∫
Γ
f(z) dz = limε→0

∫
Γε
f(z) dz

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ïî Γ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè z0,
|µ(z) − µ(z0)| ≤ const|z − z0| (óñëîâèå Ëèïøèöà) è z0 ∈ Γ, ãäå Γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ.
Òîãäà v.p.

∫

Γ

µ(z)

z − z0

dz = πiµ(z0) +

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz.

Proof. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ Γ çàìêíóòà è ëåæèò â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ µ(z) ãîëîìîðôíà. Ïîëîæèì
γε = {z ∈ C||z − z0| = ε} = γ′ ∪ γ′′, ãäå γ′ ∩ γ′′ ⊂ Γ (ñì.ðèñóíîê).a����

6

6

9

Γεγ′

γ′′

Òîãäà∫

Γε

µ(z)

z − z0

dz =

∫

Γε

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz +

∫

Γε

µ(z0)

z − z0

dz =

∫

Γε

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz +

∫

γ′

µ(z0)

z − z0

dz

Ïîýòîìó lim
ε→0

∫

Γε

µ(z)

z − z0

=

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz+lim
ε→0

1

2

∫

γε

µ(z0)

z − z0

dz =

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz+πiµ(z0).
�

2.4. Ïðèíöèï àðãóìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 2.9. Â ñëó÷àå, åñëè f èìååò â z0 íóëü(èëè ïîëþñ) ïîðÿäêà n, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî f èìååò â z0 n íóëåé (ñîîòâåòñòâåííî, n ïîëþñîâ).
Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà â îáëàñòè D è Γ ⊂ D � çàìêíóòûé
êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîæåñòâî G. Ïóñòü N � ÷èñëî íóëåé è P � ÷èñëî
ïîëþñîâ ôóíêöèè f â ìíîæåñòâå G, ïðè÷åì ãðàíèöà ∂G = Γ íå ñîäåðæèò íóëåé è
ïîëþñîâ ôóíêöèè f . Òîãäà N − P = 1

2πi

∫
Γ
f ′(z)
f(z)

dz.
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Proof. Ïóñòü z0 � íóëü ïîðÿäêà n èëè ïîëþñ ïîðÿäêà −n. Òîãäà
f(z) = (z − z0)nφ(z), ãäå φ(z0) 6= 0,

f ′(z) = (z − z0)n−1 ((z − z0)φ′(z) + nφ(z))

è
f ′

f
=

1

z − z0

(
n+ (z − z0)

φ′(z)
φ(z)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, 1
2πi

∫
γz0

f ′
f
dz = n, ãäå γz0 ⊂ G � êîíòóð, îòäåëÿþùèé òî÷êó z0

îò äðóãèõ íóëåé è ïîëþñîâ. Ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë 1
2πi

∫
Γ
f ′(z)
f(z)

dz ðàâåí ñóììå
âñåõ èíòåãðàëîâ âèäà 1

2πi

∫
γz0

f ′
f
dz, îòâå÷àþùèõ íóëÿì è ïîëþñàì z0 ôóíêöèè f .

Ñëåäîâàòåëüíî, 1
2πi

∫
Γ
f ′(z)
f(z)

dz = N − P . �

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî φ ∈ [0, 2π) íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà u = reiφ è
îáîçíà÷àåòñÿ arg u. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(u) îïðåäåëåíà íà êîíòóðå Γ è f |Γ 6= 0. Åñëè
ïåðåìåííàÿ u îáõîäèò êîíòóð Γ îäèí ðàç ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî ÷èñëî ei arg f(u)

îáõîäèò êîíòóð S = {z ∈ C||z| = 1} öåëîå ÷èñëî ðàç, îáîçíà÷àåìîå 1
2π

∆Γ arg f .

Òåîðåìà 2.11. [Ïðèíöèï àðãóìåíòà] Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2.10
N − P = 1

2π
∆Γ arg f(z).

Proof. Ïðîäåôîðìèðóåì Γ â ìàëûå êîíòóðû γi âîêðóã íóëåé è ïîëþñîâ f(z), è
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå èõ ñ Γ (ñì. ðèñóíîê ê òåîðåìå 1.6). Îòðåçêè ïðîõîäÿòñÿ
äâàæäû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è âêëàäà â âåëè÷èíó 1

2π
∆Γ arg f(z) íå

äàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà 1
2π

∆Γ arg f(z) ðàâíà ñóììå âåëè÷èí 1
2π

∆γi arg f(z)
ïî âñåì êîíòóðàì γi. Åñëè γ � ìàëåíüêèé êîíòóð, îêðóæàþùèé òî÷êó z0, ãäå
f(z) = (z − z0)nφ(z) è φ(z0) 6= 0, òî 1

2π
∆γ arg f(z) = 1

2π
∆γ arg(z − z0)n = n. �

Òåîðåìà 2.12 (Ðóøå). Ïóñòü ôóíêöèè f è g ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D è çàìêíóòûé
êîíòóð Γ ⊂ D, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîæåñòâî G, íå ñîäåðæèò íóëåé f . Ïóñòü
|f(z)| > |g(z)| íà Γ. Òîãäà ôóíêöèè f è f + g èìåþò â G îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé.

Proof. Ïîëîæèì Fλ = f + λg. Òîãäà Fλ|∂G 6= 0 ïðè 0 ≤ λ ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ ψ(λ) = 1

2π
∆Γ argFλ(z) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà, è, çíà÷èò, ïîñòîÿííà. Â

÷àñòíîñòè,
1

2π
∆Γ arg f(z) =

1

2π
∆Γ argF0(z) =

1

2π
∆Γ argF1(z) =

1

2π
∆Γ arg(f(z) + g(z)).

Ïðèíöèï àðãóìåíòà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �

Ñëåäñòâèå 2.1. [Îñíîâíàÿ Òåîðåìà Àëãåáðû] Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íà C
ðîâíî n êîðíåé.

Proof. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä
Pn = anz

n + · · ·+ a0 = f(z) + g(z),

ãäå f(z) = anz
n, g(z) = an−1z

n−1 + · · · + a0. Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó Ðóøå ê ïàðå
f, g è êîíòóðó ΓR {z ∈ C||z| = R} ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R. �
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2.5. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü f(z) = w0 + (z − z0)nφ(z), ãäå 1 ≤ n, ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è φ(z0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò îáëàñòè z0 ∈ U è
w0 ∈ W ⊂ f(U) òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ W \ w0 ôóíêöèÿ f |U ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå w â ðîâíî n ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.
Proof. Âûáåðåì r òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå D = {z ∈ C||z − z0| ≤ r}
ôóíêöèÿ φ(z) íå îáðàùàëàñü â íóëü è f ′ íå èìåëà íóëåé íà D \ z0. Ïîëîæèì
U = D \ ∂D, µ = min

z∈∂D
|f(z)− w0| > 0 è W = {w ∈ C||w − w0| < µ}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî w ∈ W ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (z) = f(z) − w
= (f(z)−w0)+(w0−w). Íà êîíòóðå ∂D åå ÷àñòè (f(z)−w0) è (w0−w) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ |f(z) − w0| ≥ µ ≥ |w0 − w|. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðóøå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ F (z) = f(z) − w èìååò â îáëàñòè U ñòîëüêî æå íóëåé, ÷òî è ôóíêöèÿ
(f(z) − w0), òî åñòü n íóëåé. Ïðè w 6= w0 âñå îíè ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó f ′ íå èìååò
íóëåé íà U \ z0. �
Òåîðåìà 2.13. [Ñîõðàíåíèå îáëàñòè] Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
f 6= const, òî f(D) � òîæå îáëàñòü.
Proof. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, äëÿ âñÿêîé òî÷êè z0 ∈ D ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòüW òî÷êè
w0 = f(z0), òàêàÿ ÷òî W ⊂ f(D). �
Òåîðåìà 2.14 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ). Åñëè íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f
ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè D ⊂ C ∪ ∞, òî
max
z∈D
|f(z)| = max

z∈∂D
|f(z)|.

Proof. Ïóñòü ôóíêöèÿ |f | äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå z0 ∈ D è w0 = f(z0). Òîãäà,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.13,W = {z ∈ C||w−w0| < r} ⊂ f(D) äëÿ íåêîòîðîãî r. Ìíîæåñòâî
W ñîäåðæèò òî÷êè w òàêèå ÷òî |w| > |w0|. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà z ∈ D
òàêàÿ, ÷òî w = f(z) ∈ W è |f(z)| = |w| > |w0|. �
Òåîðåìà 2.15 (Ëåììà Øâàðöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè
U = {z ∈ C||z| < 1}, f(0) = 0 è |f(z)| ≤ 1. Òîãäà |f(z)| ≤ |z| äëÿ âñåõ òî÷åê
z ∈ U , ïðè÷åì åñëè |f(z0)| = |z0| ïðè z0 6= 0, òî f(z) = αz, ãäå |α| = 1.

Proof. Ôóíêöèÿ φ(z) = f(z)
z

ãîëîìîðôíà íà êàæäîì êðóãå Ur = {z ∈ C||z| ≤ r},
ãäå r < 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.14, max

z∈Ur
|φ(z)| ≤ max

z∈∂Ur
|f(z)
z
| ≤ 1

r
. Òàêèì îáðàçîì,

|φ(z)| ≤ 1, òî åñòü |f(z)| ≤ |z|. Åñëè |f(z0)| = |z0| ïðè z0 ∈ U , òî z0 ∈ Ur \ ∂Ur è
|φ(z0)| = 1 = max

z∈Dr
φ(z). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.14, îòñþäà ñëåäóåò φ(z) = const, ïðè÷åì

f(z) = φ(z)z, ãäå |φ(z)| = 1. �

3. Òåîðåìà Ðèìàíà.

3.1. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà êîìïàêòíûõ ñåìåéñòâàõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì
âíóòðè îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
M = M(K), òàêàÿ ÷òî |f(z)| ≤M äëÿ âñåõ f ∈ F, z ∈ K.
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Çàäà÷à 3.1. Åñëè ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé F ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
âíóòðè îáëàñòè D, òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {f ′} òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
âíóòðè D. (Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì
âíóòðè îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóùåñòâóåò
δ = δ(ε,K), òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ F âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |f(z1)− f(z2)| < ε, åñëè
z1, z2 ∈ K è |z1 − z2| < δ.

Çàäà÷à 3.2. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé F, ãîëîìîðôíûõ âíóòðè îáëàñòè D,
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî âíóòðè îáëàñòè D, òî îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî
âíóòðè D. (Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 3.1).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà D íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ D.

Òåîðåìà 3.1. [Ìîíòåëü] Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûõ âíóòðè îáëàñòè D. Òîãäà èç êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F
ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Proof. Ïóñòü Q = {z̃1, z̃2, . . . } ⊂ D � ïîäìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè
âåùåñòâåííûìè è ìíèìûìè ÷àñòÿìè. Âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f 1

n, òàêóþ ÷òî f 1
n(z̃1) ñõîäèòñÿ. Âûáåðåì èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f 1
n ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f 2

n, òàêóþ ÷òî f 2
n(z̃2) ñõîäèòñÿ

è.ò.ä.. . . Ïîëîæèì hn = fnn . Òîãäà hn(z̃p) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì p. Äîêàæåì
ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hn. Ïóñòü K ⊂ D � êîìïàêò. Òîãäà,
ñîãëàñíî çàäà÷å 3.2, ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K êâàäðàòèêàìè, òàêîå
÷òî, åñëè z′ è z′′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó êâàäðàòèêó, òî |f(z′) − f(z′′)| < ε

3
.

Ââèäó êîìïàêòíîñòè K ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ êâàäðàòèêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî.
Âûáåðåì â êàæäîì èç íèõ ïî îäíîé òî÷êå èç ìíîæåñòâà Q. Ïîëó÷èì òî÷êè
z1, . . . , zp. Ââèäó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hn(zi), äëÿ âñåõ i è, ñîãëàñíî
êðèòåðèþ Êîøè, ñóùåñòâóåò N , òàêîå ÷òî |hm(zi) − hn(zi)| < ε

3
ïðè n,m > N

è âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, åñëè zk ëåæèò â òîì æå êâàäðàòèêå, ÷òî è z, òî
|hm(z) − hn(z)| ≤ |hm(z) − hm(zk)| + |hm(zk) − hn(zk)| + |hn(zk) − hn(z)| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè hn
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà K. �

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íà D íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {fn} ⊂ F ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ôóíêöèè èç F.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Îòîáðàæåíèå J : F→ C, îïðåäåëåííîå íà ñåìåéñòâå ôóíêöèé F,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì. Ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F, ñõîäÿùåéñÿ ê f ∈ F, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî limn→∞ J(fn) = J(f).

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D 3 a.
Äîêàçàòü, ÷òî J(f) ≡ f (p)(a) � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà êîìïàêòíîì ñåìåéñòâå
îãðàíè÷åí.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü J - íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà êîìïàêòíîì ñåìåéñòâå F
ôóíêöèé íà D. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ F, òàêàÿ ÷òî |J(f0)| ≥ |J(f)| äëÿ
âñåõ ôóíêöèé f ∈ F.
Proof. Ïóñòü A = supf∈F |J(f)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn} ⊂ F òàêàÿ, ÷òî limn→∞ |J(fn)| = A. Ââèäó êîìïàêòíîñòè
ñåìåéñòâà F ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{hm} ⊂ {fn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê f0 ∈ F. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
A = limn→∞ |J(fn)| = limm→∞ |J(hm)| = |J(f0)| �

3.2. Òåîðåìà Ãóðâèöà è îäíîëèñòíûå ôóíêöèè.
Òåîðåìà 3.3. [Ãóðâèö] Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè D ôóíäàìåíòàëüíà, f = limn→∞ fn 6= const è f(z0) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
r > 0 ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N ôóíêöèÿ fn èìååò íóëü â
îáëàñòè {z ∈ D||z − z0| < r}.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (1.15) f(z) = (z − z0)p(a + φ(z)), ãäå
a 6= 0, ôóíêöèÿ φ(z) ãîëîìîðôíà è φ(z0) = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ρ > 0
òàêîå, ÷òî |f(z)| > 0 íà ìíîæåñòâå Q = {0 < |z − z0| ≤ ρ}. Ïîëîæèì
µ = min

∂Q
|f(z)| > 0. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

ãðàíèöå ∂Q, òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > N è z ∈ ∂Q âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |fn(z)−f(z)| < µ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ðóøå(2.12) ôóíêöèÿ
fn = f + (fn − f) èìååò â îáëàñòè Q \ ∂Q íóëü. �
Îïðåäåëåíèå 3.6. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé, åñëè îíà ðåàëèçóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî åñòü f(z1) 6= f(z2) ïðè z1 6= z2.
Òåîðåìà 3.4. [Êðèòåðèé îäíîëèñòíîñòè] Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, åñëè è òîëüêî åñëè f ′(z0) 6= 0.
Proof. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, îáðàòèìîñòü f â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ýêâèâàëåíòíà
ðàâåíñòâó f(z) = w0 + (z − z0)φ(z), ãäå φ(z0) 6= 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
f ′(z0) 6= 0. �
Çàäà÷à 3.5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g, îáðàòíàÿ ê îäíîëèñòíîé ôóíêöèè f , òîæå
îäíîëèñòíà è g′(w0) = 1

f ′(z0)
.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîëèñòíûõ íà îáëàñòè D ôóíêöèé
{fn} ôóíäàìåíòàëüíà è ñõîäèòñÿ ê íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè f . Òîãäà ôóíêöèÿ
f îäíîëèñòíà.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî z1 6= z2 è f(z1) = f(z2). Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q = {z ∈ D||z − z1| < |z2 − z1|}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé hn(z) = fn(z) − fn(z2) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
h(z) = f(z)−f(z2), ãäå h(z1) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3, ñóùåñòâóþò N è z0 ∈ Q òàêèå
÷òî hN(z0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, fN(z0) = fN(z2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîëèñòíîñòè
ôóíêöèè fN . �
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü S � ñåìåéñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé
íà îáëàñòè D, òàêèõ ÷òî |f | ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íå ïóñòî. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f0 ∈ S è òî÷êà a ∈ D òàêèå ÷òî 0 < |f0(a)| è |f ′(a)| ≤ |f ′0(a)|
äëÿ âñåõ f ∈ S.
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Proof. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f1 ∈ S è òî÷êà a ∈ D òàêèå ÷òî |f ′1(a)| > 0.
Ïîëîæèì S1 = {f ∈ S||f ′(a)| ≥ |f ′1(a)|}. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìîíòåëÿ(3.1),
èç êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ S1 ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà å�å ïðåäåë g � ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî |g′(a)| ≥ |f ′1(a)| > 0, òî åñòü g 6= const. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g � îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü g ∈ S1. Òàêèì îáðàçîì, S1 �
êîìïàêòíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Ñîãëàñíî çàäà÷å 3.3, y(a) = |f ′(a)| � íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë íà S1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2, îí äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà íåêîòîðîé
ôóíêöèè f0 ∈ S1. Ñëåäîâàòåëüíî, |f ′0(a)| ≥ |f ′(a)| äëÿ âñåõ f ∈ S. �

3.3. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.
Îïðåäåëåíèå 3.7. Êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (Ua, fa), ãäå Ua �
êðóã ñ öåíòðîì â a, è fa(z) =

∑∞
i=0 ci(z − a)i � ðÿä ñõîäÿùèéñÿ â U . Êàíîíè÷åñêèå

ýëåìåíòû (Ua, fa) è (Ũa, f̃a) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè fa|Ua∩Ũa = f̃a|Ua∩Ũa .
Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü γ ⊂ C � ïóòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
a 6= b. Ãîâîðÿò, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò (Ub, fb) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòè γ, åñëè ñóùåñòâóþò
ýêâèâàëåíòíûå (Ua, fa) è (Ub, fb) êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Ũa, f̃a) è (Ũb, f̃b), îáëàñòü
D ⊃ γ ∪ Ũa ∪ Ũb è ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : D → C òàêèå, ÷òî f |Ũa = fa è f |Ũb = f̃b.
Îïðåäåëåíèå 3.9. Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü ïóòåì ëèøü ïóòè, êîòîðûå
ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ó÷àñòêîâ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå âäîëü òàêîãî ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ïðîäîëæåíèé ïî åãî ÷àñòÿì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü ïóòè íå çàâèñèò
îò ðàçáèåíèÿ ïóòè íà ó÷àñòêè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Çàìå÷àíèå 3.1. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü, ïîêðûâ ïóòü
äèñêàìè γ ⊂

k⋃
i=1

Uai, ãäå Ua1 = Ua è Uak = Ub è ïîñëåäîâàòåëüíî "ïåðåðàçëîæèòü"
ôóíêöèþ f îò äèñêà ê äèñêó, ñòðîÿ êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Uai , fai) òàêèå, ÷òî
fai|Uai∩Uai+1

= fai+1
|Uai∩Uai+1

.
Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü γ0 è γ1 � ãîìîòîïíûå ïóòè ñ îäèíàêîâûìè êîíöàìè a è
b, è γt(t ∈ [0, 1]) � ãîìîòîïèÿ ìåæäó íèìè. Ïóñòü (Ua, fa) � êàíîíè÷åñêèé
ýëåìåíò, èìåþùèé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü êàæäîãî ïóòè γt. Òîãäà
àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòåé γ0 è γ1

ýêâèâàëåíòíû.
Proof. Ïóñòü (Uati , fati) � êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå ïóòè γt è òî÷êàì
a1, ..., akt î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T
òàêèõ t ∈ [0, 1], ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ âäîëü ïóòåé γ0 è γt ýêâèâàëåíòíû.
Äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ⊃ γt ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî D ⊃ γt′ ïðè |t − t′| < δ.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî T � îòêðûòî. Ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì T çàìêíóòî.
Çíà÷èò, T = [0, 1]. �
Çàäà÷à 3.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû 3.7 î ñóùåñòâîâàíèè
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êàæäîãî ïóòè γt àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü ïóòåé γ0 è γ1 ìîãóò íå áûòü ýêâèâàëåíòíûìè.
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3.4. Òåîðåìà Ðèìàíà.

Çàäà÷à 3.8. Åñëè |a| < 1, |b| < 1, òî
∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣ < 1.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Îáëàñòè D1, D2 ∈ C íàçûâàþòñÿ áèãîëîìîðôíî
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : D1 → D2. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ−1 : D2 → D1 â ýòîì
ñëó÷àå òîæå ãîëîìîðôíî (çàäà÷à 3.5). Ïîýòîìó òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ
áèãîëîìîðôíûì.

Ïðèìåð 3.1. • Îòîáðàæåíèå h(z) = 1
z

+ c áèãîëîìîðôíî ïåðåâîäèò C â C \ c.
Çíà÷èò âñå ñôåðû Ðèìàíà áåç îäíîé òî÷êè áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû C.
• Áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó ñôåðà
Ðèìàíà C = C ∪ ∞ íå áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
C è åäèíè÷íîìó äèñêó Λ = {z ∈ C||z| < 1}.
• Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C è åäèíè÷íûé äèñê Λ ãîìåîìîðôíû, íî òîæå íå
áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f(z) 7→ f ∗(z) = f(ϕ(z)) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
íà D1 è D2. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè â
îãðàíè÷åííûå è ïîñòîÿííûå ôóíêöèè â ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèÿ f(z) = z
ãîëîìîðôíà, îãðàíè÷åíà è íåïîñòîÿííà íà Λ. Â òî âðåìÿ êàê, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, âñå îãðàíè÷åííûå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà C ïîñòîÿííû.

Òåîðåìà 3.8 (Ðèìàí). Âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ñôåðå Ðèìàíà
áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà èëè ñàìîé ñôåðå Ðèìàíà C, èëè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
C, èëè åäèíè÷íîìó äèñêó Λ.

Proof. Ïóñòü ñâÿçíàÿ è îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D ⊂ C íå áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà
C è C. Òîãäà äîïîëíåíèå C \ D ñîäåðæèò íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè α 6= β. Ôóíêöèÿ
f =

√
z−α
z−β ïðèíèìàåò â a ∈ D äâà çíà÷åíèÿ è ïîðîæäàåò äâà êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòà

(U1
a , f

1
a ), (U2

a , f
2
a ), ãäå f 1

a = −f 2
a íà U1

a ∩ U2
a . Ñîåäèíèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ D ñ

òî÷êîé a ïóòåì γ ⊂ D. Ïóñòü (U i
b , f

i
b) � àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå (U i

a, f
i
a) âäîëü

γ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7, êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò (U i
b , f

i
b) íå çàâèñèò îò γ. Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè f i : D → C, òàêèå ÷òî f ib = f i|Ub
äëÿ âñåõ b ∈ D, ïðè÷åì f 2 = −f 1. Ïîëîæèì Di = f i(D). Åñëè f i(z1) = ±f i(z2),
òî z1−α

z1−β = z2−α
z2−β , îòêóäà z1 = z2. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè f i îäíîëèñòíû è

D1 ∩ D2 = ∅. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè (2.13), îáëàñòü D2 ñîäåðæèò
êðóã W = {w ∈ C||w − w0| < ρ}, ïðè÷åì |f 1(z) − w0| ≥ ρ, ââèäó W ∩ D1 = ∅.
Ïîëîæèì f̃(z) = ρ

f1(z)−w0
. Ôóíêöèÿ f̃ 6= const ãîëîìîðôíà, îäíîëèñòíà è |f̃(z)| ≤ 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé g : D → Λ. Îíî ñîäåðæèò
íåïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ f̃ . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6, ñóùåñòâóþò òî÷êà a ∈ D è ôóíêöèÿ
f0 ∈ S òàêèå, ÷òî |g′(a)| ≤ |f ′0(a)| > 0 äëÿ âñåõ ôóíêöèé g ∈ S.

Äîêàæåì, ÷òî f0(D) = Λ. Ïîëîæèì h(z) =
f0(z)− f0(a)

1− f0(a)f0(z)
. Òîãäà ôóíêöèÿ

h(z) � îäíîëèñòíà è, ñîãëàñíî çàäà÷å 3.8, |h(z)| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ S, îòêóäà
|f ′0(a)| ≥ |h′(a)| = 1

1−|f0(a)|2 |f ′0(a)| è f0(a) = 0.
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Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå b ∈ Λ \ 0 ïðèíàäëåæèò f0(D). Ïðåäïîëîæèì ÷òî b /∈ f0(D).

Ðàññìîòðèì ψ(z) =

√
f0(z)− b
1− bf0(z)

. Àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàÿ êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò

(Ua, ψ
1
a) ôóíêöèè ψ, ïîñòðîèì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ ψ1 íà D. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ h̃(z) =
ψ1(z)− ψ1(a)

1− ψ1(a)ψ1(z)
. Îíà îäíîëèñòíà è, ñîãëàñíî çàäà÷å 3.8, |h̃(z)| ≤ 1,

òî åñòü h̃ ∈ S. Íî òîãäà |f ′0(a)| ≥ |h̃′(a)| = 1+|b|
2
√
|b| |f

′
0(a)| > |f ′0(a)|. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî b ∈ f0(D). �

3.5. Àâòîìîðôèçìû îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Ãîëîìîðôíûé èçîìîðôèçì
îáëàñòè D ∈ C íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êîìïëåêñíîé îáëàñòè D.
Ñóïåðïîçèöèÿ òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ çàäàåò íà èõ ìíîæåñòâå ñòðóêòóðó ãðóïïû
Aut(D).

Çàäà÷à 3.9. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f(z) = eiα z−a
1−az ïðèíàäëåæèò Aut(Λ), åñëè

|a| < 1.

Òåîðåìà 3.9. Aut(C) = {z 7→ az + b

cz + d
|a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0},

Aut(C) = {z 7→ az + b|a, b ∈ C, a 6= 0}

Aut(Λ) = {z 7→ eiα
z − a
1− az ||a| < 1, α ∈ R}

Proof. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî Aut(C) = {f ∈ Aut(C)|f(∞) = ∞}. Ïóñòü
g ∈ Aut(C)\Aut(C). Òîãäà g(a) =∞ äëÿ a ∈ C. Ñîãëàñíî òåîðåìàì îá èçîëèðîâàííûõ
îñîáûõ òî÷êàõ (2.5 è 2.7), g(z) = A

z−a +φ(z), ãäå ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà íà C. Êðîìå
òîãî, limz→∞ φ(z) = limz→∞ g(z) = g(∞) ∈ C è ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ(2.4) φ(z) = const.
Òàêèì îáðàçîì, Aut(C) \ Aut(C) = {z 7→ A

z−a +B|A,B, a ∈ C, A 6= 0}.
Åñëè f ∈ Aut(C), òî f(z−1) ∈ Aut(C) \Aut(C) è, êàê óæå äîêàçàíî, f(z−1) = A

z
+B.

Îòñþäà f(z) = Az +B, ãäå A 6= 0.
Ïóñòü f ∈ Aut(Λ) è f(a) = 0. Ïîëîæèì φ(z) = z−a

1−az è g(z) = f(φ−1(z)). Òîãäà
ñîãëàñíî çàäà÷å 3.9, g ∈ Aut(Λ), ïðè÷åì g(0) = 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øâàðöà (òåîðåìà
2.15) ê ôóíêöèÿì g è g−1, íàõîäèì, ÷òî |g(z)| = |z|. Îòñþäà ïî ëåììå Øâàðöà
g(z) = eiαz. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ w = φ(z) ìû èìååì f(w) = g(φ(w)) = eiα w−a

1−aw �

Çàäà÷à 3.10. Äîêàçàòü, ÷òî Aut({z ∈ C|Im(z) > 0}) = {z 7→ az+b
cz+d
|a, b, c, d ∈ R, ad−bc > 0}

3.6. Ñîîòâåòñòâèå ãðàíèö. Îáñóäèì âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè áèãîëîìîðôíîãî
îòîáðàæåíèÿ íà ãðàíèöó. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó,
íàçûâàåìóþ ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö.

Òåîðåìà 3.10. (Êàðàòåîäîðè) Ïóñòü îáëàñòè D1, D2 ⊂ C îãðàíè÷åíû
æîðäàíîâûìè êðèâûìè. Òîãäà áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : D1 → D2

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà çàìûêàíèé f̄ : D̄1 → D̄2
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Çàäà÷à 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêóþ
äóãó γ, òî áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ýòîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûé êðóã ìîæíî
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ÷åðåç γ.

4. Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.

4.1. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. ßçûê àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé � ýòî óäîáíûé
ïîäõîä ê îïèñàíèþ "õîðîøèõ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé" òèïà ëîãàðèôìîâ èëè
íåÿâíûõ ôóíêöèé F (z, w) = 0. Èìåííî òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî âîçíèêàþò â
åñòåñòâåííûõ íàóêàõ.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé {(U l

a, f
l
a)} êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) ïî âñåì

ïóòÿì l ñ íà÷àëîì â a, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà ïóòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò õîòÿ áû îäíó
ïàðó ýêâèâàëåíòíûõ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü F = {(U l

a, f
l
a)|l ∈ L} � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó z ∈ C ìíîæåñòâî L(z) = {l ∈ L|z ∈ U l
a} è íàáîð {zl|l ∈ L(z)}

êîïèé òî÷êè z. Ðàññìîòðèì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå
⋃

z∈C,l∈L(z)

zl

è îòîæäåñòâèì òî÷êè zl è z l̃, åñëè ôóíêöèè f la è f l̃a ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî PF íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ PF àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F . Ñîîòâåòñòâèå (zl, U l

a) 7→ f la(z
l)

çàäàåò îòîáðàæåíèå fF : PF → C.
Çàäà÷à 4.1. Ïîñòðîèòü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ôóíêöèé w = ln(z) è
w =

√
z3 + az2 + bz + c.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé fF â îáû÷íîì
äëÿ íàñ ñìûñëå íà ñâîåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè PF .
Çàäà÷à 4.2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåðîìîðôíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F , åå
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè è îòîáðàæåíèÿ fF : PF → C

4.2. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåòñÿ "ñêëåéêîé" îáëàñòåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îáëàñòü êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ñîõðàíÿþùèìèñÿ ïðè
áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Ïîýòîìó çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè äîëæíà
îáëàäàòü è èõ ïðîèçâîëüíàÿ ñêëåéêà ñ ïîìîùüþ áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé.
Ñòðóêòóðà, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé ñêëåéêè, íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ. Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 4.3. • Ãîëîìîðôíûì àòëàñîì íà òîïîëîãè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

S íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïàð {(Uα, ϕα)} (íàçûâàåìûõ êàðòàìè), ñîñòîÿùèõ
èç ïîäìíîæåñòâà Uα ⊂ S, ãäå

⋃
Uα = S è ãîìåîìîðôèçìîâ

fα : Uα → C íà îòêðûòûå è îäíîñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà â C, òàêèõ, ÷òî
ϕβϕ

−1
α |ϕα(Uα∩Uβ) : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè.

• Ãîëîìîðôíûå àòëàñû íà ïîâåðõíîñòè S íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
èõ îáúåäèíåíèå òîæå ãîëîìîðôíûé àòëàñ.
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• Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíûõ àòëàñîâ íà S íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé. Ïîâåðõíîñòü ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü U ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ.

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè PF
ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Îòîáðàæåíèå f : P → C̄ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ñ
ãîëîìîðôíûì àòëàñîì {(Uα, ϕα)} íà ñôåðó Ðèìàíà C̄ íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèåé, åñëè ìåðîìîðôíû âñå ôóíêöèè fϕ−1

α : ϕα(Uα)→ C̄.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå fF : PF → C, ïîðîæäåííîå ìåðîìîðôíîé
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé F , ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà ñâîåé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè. Äàéòå åå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êàðò.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îïèñàíèÿ êàòåãîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàì îñòàëîñü
îïèñàòü ìîðôèçìû ìåæäó íèìè. Ýòî ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ â ñëåäóþùåì
ñìûñëå

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè P è Q, çàäàííûå
ãîëîìîðôíûìè àòëàñàìè {(Uα, ϕα)} è {(Vβ, ψβ)} ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå
f : P → Q íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì, åñëè ψβfϕ

−1
α : ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ)) → ψβ(Vβ)

ãîëîìîðôíû ïðè Uα ∩ f−1(Vβ) 6= ∅.
Òàêèì îáðàçîì, ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè � ýòî åå

ãîëîìîðôíûå ìîðôèçìû â ñôåðó Ðèìàíà.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò
âûáîðà ãîëîìîðôíîãî àòëàñîâ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿþùåãî ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü.

Îáðàòèìûå ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàçûâàþòñÿ
(áèãîëîìîðôíûìè) èçîìîðôèçìàìè.

Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, p ∈ P ,
q = f(p). Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå êàðòû {(U, z)} è {(V,w)} òàêèå, ÷òî z(p) = w(q) = 0.
Òîãäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ h = wf(z−1) : z(U) → w(V )
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå h(z) = znω(z), ãäå ω(0) 6= 0. ×èñëî degp f = n íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p.

Çàäà÷à 4.7. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p íå
çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êàðò {(U, z)} è {(V,w)}. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè
ëîêàëüíûå êàðòû ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû h(z) = zdegp f .

Òî÷êà p ∈ P íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èëè òî÷êîé âåòâëåíèÿ
ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f , åñëè degp f > 1. Òî÷êà q ∈ Q íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì
çíà÷åíèåì ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ïðîîáðàç f−1(q) èìååò õîòÿ áû îäíó
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
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4.3. Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà. Êîìïàêòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî êàòåãîðèÿ
êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé èçîìîðôíà êàòåãîðèè êîìïëåêñíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ åå ðîäîì.
Çàäà÷à 4.8. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f : P → Q
êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ÿâëÿåòñÿ òîæå êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ, ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f êîíå÷íî è îãðàíè÷åíèå
f íà äîñòàòî÷íî ìàëåíüêóþ îêðåñòíîñòü íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.
Ëåììà 4.1. Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé è V ⊂ Q � îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà ïðîîáðàç f−1(V ) ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, íà ëþáîé èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f ïîðîæäàåò ãîìåîìîðôèçì.
Proof. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U ⊂ P ïðîîáðàçà f−1(V ). Ðàññìîòðèì
òî÷êè x ∈ f(U), y ∈ V è ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê l ⊂ V áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Ìíîæåñòâî f−1(l) ∩ U ⊂ P çàìêíóòî ââèäó êîìïàêòíîñòè ïîâåðõíîñòè P .
Ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòûì áóäåò è ìíîæåñòâî s = f(f−1(l)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îíî îòêðûòî, êàê ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà l, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî f−1(l) íå ñîäåðæèò
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòêðûòîãî îòîáðàæåíèÿ f . Òàêèì îáðàçîì, s = l, y ∈ f(U) è
f(U) = V .

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà f−1(V )
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ òî÷êè q ∈ V , êîòîðîå êîíå÷íî ââèäó ââèäó
êîìïàêòíîñòè ïîâåðõíîñòè P .

Ïóñòü U ⊂ P êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà f−1(V ) è p1 6= p2 ∈ U . Ðàññìîòðèì
ëèíèþ l ⊂ U , ñîåäèíÿþùóþ p1 è p2. Åå îáðàç f(l) ⊂ V îáðàçóåò çàìêíóòûé êîíòóð,
ãîìîòîïíûé òî÷êå â âèäó îäíîñâÿçíîñòè V . Ïîäíÿòèå ýòîé ãîìîòîïèè íà U ñòÿãèâàåò
â òî÷êó ëèíèþ l, ÷òî íåâîçìîæíî â âèäó p1 6= p2. Ñëåäîâàòåëüíî, f(p1) 6= f(p2). �
Ëåììà-îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà ÷èñëî ïðîîáðàçîâ |f−1(q)| îäèíàêîâî
äëÿ âñåõ íå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé q ∈ Q è íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ deg f
îòîáðàæåíèÿ f .
Proof. Ðàññìîòðèì íå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ q1, q2 ∈ Q è ñîäåðæàùóþ èõ ñâÿçíóþ
îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü V áåç êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé
ëåììå, â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà f−1(V ) ëåæèò ðîâíî îäèí ïðîîáðàç
èç f−1(qi). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïðîîáðàçîâ |f−1(qi)| ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà f−1(V ). �
Çàäà÷à 4.9. Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé f : P → Q. Äîêàçàòü, ÷òî deg f =

∑
p∈f−1(q) degp f äëÿ ëþáîé òî÷êè

q ∈ Q.
Òåîðåìà 4.1. (Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà) Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå ñòåïåíè n = deg f êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà gP íà
êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ðîäà gQ ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè p1, ..., pk ∈ P
ñòåïåíè ni = degpi f . Òîãäà gP = n(gQ − 1) + 1

2

∑k
i=1(ni − 1) + 1.
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Proof. Òðèàíãóëèðóåì ïîâåðõíîñòü Q òàê, ÷òîáû âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè âêëþ÷àëè
âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ q1, . . . , qs. Ïóñòü ýòà òðèàíãóëÿöèÿ TQ ñîñòîèò èç FQ
ãðàíåé, EQ ðåáåð è VQ âåðøèí. Ïðîîáðàç ýòîé òðèàíãóëÿöèè îáðàçóåò òðèàíãóëÿöèþ
ïîâåðõíîñòè P èç FP ãðàíåé, EP ðåáåð è VP âåðøèí. Íà ãðàíÿõ è ðåáðàõ îòîáðàæåíèå
f � ãîìåîìîðôèçì è çíà÷èò FP = nFQ, EP = nEQ.

Ïóñòü â âåðøèíó q ∈ Q òðèàíãóëÿöèè ïåðåøëè òî÷êè h1, . . . , hr ∈ P è nq1, . . . , n
q
r

ïîðÿäêè ôóíêöèè f â ýòèõ òî÷êàõ. Òîãäà n =
r∑
i=1

nqi è r = n −
r∑
i=1

(nqi − 1).

Çíà÷èò îáùåå ÷èñëî VP òî÷åê, ïåðåøåäøèõ âî âñå âåðøèíû ṼQ òðèàíãóëÿöèè ðàâíî
∑
q∈ṼQ

(n−
r∑
i=1

(nqi − 1)) = nVQ −
k∑
i=1

(ni − 1).

Ñîïîñòàâèì òåïåðü ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòåé
P è Q. Òîãäà 2 − 2gQ = χ(Q) = FQ − EQ + VQ è

2−2gP = χ(P ) = FP−EP +VP = nFQ−nEQ+nVQ−
k∑
i=1

(ni−1) = n(2−2gQ)−
k∑
i=1

(ni−1),

îòêóäà gP = n(gQ − 1) + 1
2

∑k
i=1(ni − 1) + 1. �

4.4. Óíèôîðìèçàöèÿ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê êëàññèôèêàöèè ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé. Íà÷íåì ñ îäíîñâÿçíûõ. Òóò èìååò ìåñòî çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà
óíèôîðìèçàöèè, àíîíñèðîâàííàÿ Ðèìàíîì è äîêàçàííàÿ òîëüêî ÷åðåç 50 ëåò (Ï.Êåáå
1908 ãîä)

Òåîðåìà 4.2. Âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èçîìîðôíà C, C èëè
Λ = {z ∈ C||z| < 1}.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñôåðû Ðèìàíà C ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèìàíà.
Íî îáùàÿ òåîðåìà ìíîãî ñëîæíåå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P . Ðàññìîòðèì åå
òîïîëîãè÷åñêîå óíèâåðñàëüíîå îäíîñâÿçíîå íàêðûòèå ψ : P̃ → P . Ýòî íàêðûòèå
çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè P â âèäå ôàêòîð-ïîâåðõíîñòè P̃ /Γ, ãäå Γ �
äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà P̃ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ãîëîìîðôíûé àòëàñ
íà P ïîðîæäàåò ãîëîìîðôíûé àòëàñ íà P̃ òàêîé, ÷òî ψ � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå.
Ýêâèâàëåíòíûå àòëàñû íà P ïîðîæäàþò ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíûå àòëàñû íà P̃ .
Îòîáðàæåíèå ψ îïðåäåëÿåò, òàêèì îáðàçîì, íà P̃ ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ψ � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, è Γ ∈ Aut(P̃ ) (äîêàçàòü).
Çàäà÷à 4.10. Ïóñòü ΛF � îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè PF
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F , ψ : ΛF → P åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ è fΛ = fFψ.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Aut(PF ) = 1, òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü PF áèãîëîìîðôíî
ýêâèâàëåíòíà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ΛF/Γ, ãäå Γ = {g ∈ Aut(Λ)|fΛg = fΛ}.

Âîïðîñ îá èçîìîðôèçìàõ ôàêòîð-ïîâåðõíîñòåé ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
Çàäà÷à 4.11. Ôàêòîð-ïîâåðõíîñòè íå èçîìîðôíûõ îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé íå èçîìîðôíû. Äåéñòâóþùèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãðóïïû
Γ1,Γ2 ⊂ Aut(P̃ ) ïîðîæäàþò èçîìîðôíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè P̃ /Γ1, P̃ /Γ2 åñëè
è òîëüêî åñëè Γ1 è Γ2 ñîïðÿæåíû â ãðóïïå Aut(P̃ ), òî åñòü Γ1 = AΓ2A

−1 äëÿ
A ∈ Aut(P̃ ).
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Òåîðåìà óíèôîðìèçàöèè è çàäà÷à 4.11 ñâîäèò îïèñàíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ê
îïèñàíèþ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, äåéñòâóþùèõ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèñêðåòíûõ
ïîäãðóïï íà îäíîñâÿçíûõ óíèôîðìèçèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ: ñôåðå Ðèìàíà,
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è åäèíè÷íîì äèñêå.
Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû ñôåðû Ðèìàíà èìåþò
íåïîäâèæíûå òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâóþùèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
äèñêðåòíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîðîæäåíû îäíèì èëè
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-ïîâåðõíîñòü C/Γ ïî
ãðóïïå Γ, ïîðîæäåííûì ïðîèçâîëüíûì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, èçîìîðôíà C \ 0.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Γ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
åäèíè÷íîãî äèñêà Λ è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H íàçûâàþòñÿ ôóêñîâûìè.
Çàäà÷à 4.13. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóêñîâà ãðóïïà èëè ïîðîæäåíà îäíèì
ýëåìåíòîì, èëè íå êîììóòàòèâíà.
Ïðèìåð 4.1. Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóêñîâîé è íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé
ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé Mod = {z 7→ az+b

cz+d
|a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1} ∼= PSL(2,Z).

Çàäà÷à 4.14. Íàéòè ïàðàáîëè÷åñêèå ýëåìåíòû ìîäóëÿðíîé ãðóïïû. Íàéòè
ïðîñòûå îáðàçóþùèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé ãðóïïû. Óêàçàíèå,
ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ îáëàñòü:

-1 0 1
Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé èòîã.

Òåîðåìà 4.3. Âñÿêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü P èçîìîðôíà C,C,C\0, òîðó C/Γ′, ãäå
Γ′ � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ íå êîëëèíåàðíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, èëè
Λ/Γ, ãäå Γ ⊂ Aut(Λ) ∼= π1(P, p) � ôóêñîâà ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ
òî÷åê.

4.5. Ìîäóëè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà 1. Ìíîæåñòâî êëàññîâ
èçîìîðôíîñòè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ôèêñèðîâàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî åäèíñòâåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà 0
ÿâëÿåòñÿ ñôåðà Ðèìàíà.
Òåîðåìà 4.4. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M1 êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
ðîäà 1 åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì H/Mod.
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Proof. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P = P̃ /Γ ðîäà 1. Òîãäà Γ ∼= π1(P ) ∼= Z⊕Z.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî çàäà÷àì 4.13 è 4.12, P̃ = C è ãðóïïà Γ ⊂ AutC ïîðîæäåíà
ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè Tf1 , Tf2 íà âåêòîðû f1, f2 ∈ C, ãäå f1

f2
/∈ R ∪∞. Ñîãëàñíî

çàäà÷å 4.11, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f2 = 1 è Imf1 > 0, òî åñòü f1 ∈ H. Áîëåå
òîãî, ñîãëàñíî çàäà÷å 4.11, ïàðû âåêòîðîâ (1, τ) è (1, τ ′), ãäå τ, τ ′ ∈ H ïîðîæäàþò
èçîìîðôíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïîðîæäàþò ñîïðÿæåííûå
â Aut(C) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
A ∈ C îáðàçóþùèå (A,Aτ ′) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
îáðàçóþùèå (1, τ) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïî ôîðìóëàì A = cτ + d è
Aτ ′ = aτ + b, ãäå (

a b
c d

) ∈ SL(2,Z). Òàêèì îáðàçîì, τ ′ =
aτ + b

cτ + d
= γτ , ãäå

γ ∈ Mod1,0,0. �

Çàäà÷à 4.15. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà 1 èìååò
åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è èçîìîðôíî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

5. Ìîäóëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.
5.1. Àâòîìîðôèçìû âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Âìåñòî åäèíè÷íîãî äèñêà
Λ ÷àñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü èçîìîðôíóþ åìó âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
H = {z ∈ C|Imz > 0}. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîñòûì âèäîì åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
Aut(H) = {Az = az+b

cz+d
|a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0} ∼= PSL(2,R).

Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Aut(H) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé
ìåòðèêè ds =

|dz|
Im(z)

. Ýòà ìåòðèêà çàäàåò íà H ìîäåëü Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî. Íàéäèòå ïðÿìûå (ò.å. ãåîäåçè÷åñêèå) ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â
ýòîé ìîäåëè.

Ýòà ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.
Ôàêòîðèçàöèÿ ïî äèñêðåòíîé ãðóïïå, äåéñòâóþùåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
ïåðåíîñèò ìåòðèêó íà ôàêòîð ïîâåðõíîñòü. Ïîýòîìó âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè,
óíèôîðìèçèðóåìûå H, íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè àâòîìîðôèçìà Az = az+b
cz+d

A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè z1, z2

óðàâíåíèÿ cz2 + (d− a)z − b = 0. Àâòîìîðôèçì A íàçûâàåòñÿ:
• Ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè z1, z2 /∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå z2 = z1 è àâòîìîðôèçì A
èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó â H.
Ïðèìåð: A(z) = z+1

−z+1
.

• Ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè z1 = z2. Â ýòîì ñëó÷àå z1 = z2 ∈ R è ó àâòîìîðôèçìà
A íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà H, è ëèøü îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà R ∪∞.
Ïðèìåð: A(z) = z + b.
• Ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè z1 6= z2 ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ó àâòîìîðôèçìà A òàêæå
íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà H, çàòî ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè íà R ∪∞.
Ïðèìåð: A(z) = λz.

Çàäà÷à 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé a ∈ R ñîïðÿæåí â ãðóïïå Aut(H) ñ àâòîìîðôèçìîì z 7→ z + 1 è èìååò âèä
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C(z) =
(1− aγ)z + a2γ

−γz + (1 + aγ)
. Åñëè γ > 0, òî C(r) > r. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a òàêîé

àâòîìîðôèçì äåéñòâóåò êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

c
a

- -w

Çàäà÷à 5.3. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì C ñîïðÿæåí
â ãðóïïå Aut(H) ñ àâòîìîðôèçìîì z 7→ λz, λ > 0, è èìååò âèä
Cz =

(λa− β)z + (1− λ)αβ

(λ− 1)z + (α− λβ)
, ãäå ÷èñëî λ > 1 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ñäâèãà

C, α � íåïîäâèæíàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ è β � íåïîäâèæíàÿ îòòàëêèâàþùàÿ
òî÷êè àâòîìîðôèçìà C. Ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïîëóîêðóæíîñòü `(C) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî C (èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî).

/
α β

`(C)- -�

Íåïîäâèæíóþ òî÷êó a(C) ïàðàáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêæå α(C) = β(C) = a(C).

5.2. Òèï ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ
öèëèíäðó, èçîìîðôíà H/ < C >, ãäå ãðóïïà < C >, ïîðîæäåííàÿ
îäíèì ïàðàáîëè÷åñêèì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì C, äåéñòâóþùèì áåç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íà H ïîðîæäàåò
ìåòðèêó ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè H/ < C >.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòü H/ < C > ãîìåîìîðôíà öèëèíäðó, íî âîçíèêàþùèå
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íå èçîìîðôíû, ïîñêîëüêó ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì íå
ñîïðÿæåí ãèïåðáîëè÷åñêîìó â ãðóïïå Aut(H).
Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðîæäåííàÿ ïàðàáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì C
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü H/ < C > èçîìîðôíà Λ \ 0 è íå èìååò çàìêíóòûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ.
Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðîæäåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì
C ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü H/ < C > èìååò åäèíñòâåííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ,
ñîâïàäàþùóþ ñ îáðàçîì èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé àâòîìîðôèçìà C. Ýòà
ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, íå ãîìîòîïíûì 0 êîíòóðîì ìèíèìàëüíîé
äëèíû. Ïîâåðõíîñòè èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äëèíû
ìèíèìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, íà öèëèíäðå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðîâíî òðè ðàçíûõ êëàññà
êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Îäíó èç íèõ, ñôåðó Ðèìàíà ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè
C \ {∞ ∪ 0} = C \ 0 (ñì. ðàçäåë 4.4) ìû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïîâåðõíîñòüþ
òèïà (0, 1, 1). Âòîðóþ, ïîðîæäåííóþ ïàðàáîëè÷åñêèì ýëåìåíòîì è èçîìîðôíóþ
ïðîêîëîòîìó äèñêó Λ \ 0 ìû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà
(0, 1, 1). Òðåòüþ, ïîðîæäåííóþ ïàðàáîëè÷åñêèì ýëåìåíòîì, ìû áóäåì íàçûâàòü
äèñêîì ñ äûðîé èëè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà (0, 2, 0).
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Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ
êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. Îíè ãîìåîìîðôíû êîìïàêòíîé
ïîâåðõíîñòè ðîäà g, èç êîòîðûõ óäàëåíû n ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ïîïàðíî
íå ïðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà. Îêðåñòíîñòü óäàëåííîãî ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôíîé öèëèíäðó ãèïåðáîëè÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, òî
åñòü ïðîêîëîòûì äèñêîì èëè äèñêîì ñ äûðîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìû áóäåì
íàçûâàòü óäàëåííûå îáëàñòè ïðîêîëàìè èëè äûðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðáîëè÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ êîíå÷íî- ïîðîæäåííîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé îòâå÷àåò ðîä g, ÷èñëî äûð k è ÷èñëî ïðîêîëîâ m. Òðîéêà
÷èñåë (g, r,m) áóäåò íàçûâàòüñÿ òèïîì ïîâåðõíîñòè.
Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïðîêîëîâ ãèïåðáîëè÷åñêîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè H/Γ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïàðàáîëè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ.

Ìíîæåñòâî Mg,k,m êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé òèïà (g, r,m) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé. Äàëåå ìû
ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Mg,k,m èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà è èññëåäóåì åãî òîïîëîãèþ.
Çàäà÷à 5.7. Äîêàæèòå, ÷òî M0,1,1 = {Λ \ 0} è M0,2,0 ãîìåîìîðôíî R.

Â äóõå íàøåé òåðìèíîëîãèè åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî
• M0,0,0 = {C};
• M0,0,1 = {C};
• M0,1,0 = {Λ}
• M0,0,2 = {C \ 0}
• M1,0,0 = M1

∼= H/Mod
Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg,k,m, ãäå 6g + 3k + 2m > 6.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïîâåðõíîñòè òèïà (g, k,m), ãäå 6g + 3k + 2m > 6.
Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè.

5.3. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû àâòîìîðôèçìîâ. Ñîäåðæàíèå ýòîãî è
ñëåäóþùèõ 5 ðàçäåëîâ îñíîâàíî íà ðàáîòàõ ëåêòîðà íà÷àëà 70-õ ãîäîâ.

Ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, óíèôîðìèçèðóåìûõ íå
êîììóòàòèâíûìè ôóêñîâûìè ãðóïïàìè.

Äëÿ àâòîìîðôèçìîâ C1, C2 ∈ H ñ êîíå÷íûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè íà R
ïîëîæèì C1 < C2, åñëè α(C1) ≤ β(C1) < α(C2) ≤ β(C2).

Íàáîð {C1, C2, C3} ∈ Aut(H) íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò
ýëëèïòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ, C1 · C2 · C3 = 1 è ñóùåñòâóåò D ∈ Aut(H) òàêîé,
÷òî àâòîìîðôèçìû C̃i = DCiD

−1(i = 1, 2, 3) èìåþò êîíå÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè è
C̃1 < C̃2 < C̃3.

Áèãîëîìîðôíûé èçîìîðôèçì ϕ : H → Λ ïåðåâîäèò ìåòðèêó íà H â èíâàðèàíòíóþ
îòíîñèòåëüíî Aut(Λ) ìåòðèêó íà Λ.
Çàäà÷à 5.8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûìè (ò.å.ãåîäåçè÷åñêèìè) ýòîé ìåòðèêè íà Λ
ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûå ∂Λ.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé óäîáíî ïåðåéòè îò âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H
ê äèñêó Λ = {z ∈ C||z| < 1}. Ãðóïïà åãî ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
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Aut(Λ) òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå
àâòîìîðôèçìû, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, 2 íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà àáñîëþòå
∂Λ = {z ∈ C||z| = 1}.

Èçîìîðôèçì ϕ ïåðåâîäèò:
• ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì C ∈ Aut(H) c èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé `(C) â
àâòîìîðôèçì ϕCϕ−1 ∈ Aut(Λ) c èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé `(ϕ(C)),
• ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì C ∈ Aut(H) ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé γC â
àâòîìîðôèçì ϕCϕ−1 ∈ Aut(Λ) ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ϕ(γC).

Ëåììà 5.1. Ïóñòü {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òîãäà íàáîð
{C1C2C

−1
1 , C1, C3} òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíûé.

Proof. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñäâèãîâ Ci ðàçáèâàþò àáñîëþò íà 6 äóã γi, èçîáðàæåííûõ
íà ðèñóíêå

`(C1)

`(C2)
`(C3)`(C1C2C

−1
3

)

g1

g2

g3

g4

g5

g6

Ïóñòü α è β íåïîäâèæíûå ïðèòÿãèâàþùàÿ è îòòàëêèâàþùàÿ òî÷êè ñäâèãà
C1C2C

−1
1 . Òîãäà

`(C1C2C
−1
1 ) = C1`(C2) îòêóäà β ∈ γ4 ∪ γ5 ∪ γ6.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
C1`(C2) = C−1

3 C−1
2 `(C2) = C−1

3 `(C2) îòêóäà β ∈ γ3 ∪ γ2 ∪ γ1 ∪ γ6.

Òàêèì îáðàçîì, β ∈ γ6. Àíàëîãè÷íî, α ∈ γ6. Òî åñòü {C1C2C
−1
1 , C1, C3} òîæå

ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. �

Íàáîð {C1, ..., Cn}, ñîñòîÿùèé èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ
{C1, ..., Ck} è ïàðàáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ {Ck+1, ..., Cn}, íàçîâåì
ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (0, k, n − k), åñëè äëÿ ëþáîãî i = 1, ...,
n− 1 íàáîðû {C1 · · ·Ci−1, Ci, Ci+1 · · ·Cn} ïîñëåäîâàòåëüíûå.
Çàäà÷à 5.9. Ïóñòü {C1, ..., Cn} ∈ Aut(Λ) � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Äîêàæèòå,
÷òî ` = CjCj+1...Cn−1Cn(`(C1)) ëåæèò ìåæäó `(Cj−1) è `(Cj).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôóêñîâû ãðóïïà áåç ýëëèïòè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó äàëåå ïîä ôóêñîâîé ãðóïïîé ìû áóäåì ïîíèìàòü äèñêðåòíûå
ïîäãðóïïû Aut(Λ) èëè Aut(H), âñå íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðûõ äåéñòâóþò íà
Aut(Λ) èëè Aut(H) áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê (òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè èëè
ïàðàáîëè÷åñêèìè).
Ëåììà 5.2. Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð V = {C1, ..., Cn} ⊂ Aut(Λ) òèïà (0, k,m)
ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó Γ. Ïðè ýòîì Λ/Γ � ñôåðà ñ k äûðàìè è m ïðîêîëàìè.
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Proof. Ïóñòü ñíà÷àëà k > 0. Ðàññìîòðèì òî÷êó O1 ⊂ `(C1) è ïîëîæèì
Oi = CiCi+1...Cn(O1).

Ïóñòü ri � ïåðåñåêàþùèé `(Ci) ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå Oi è êîíöàìè
â òî÷êå àáñîëþòà. Òîãäà di = C−1

i ri � ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ñ êîíöîì Oi+1. Ëó÷è
{ri, di(i = 1, ..., n)} îãðàíè÷èâàþò íåêîìïàêòíóþ îáëàñòü M .

Äóãè `(Ci) îòñåêàþò îò M "õâîñòû" Mi, âûõîäÿùèå íà ãðàíèöó ∂Λ. Âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå îáðàçîâ Cj(Mi) ýòèõ "õâîñòîâ" Cj(Mi) îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì
ðàñïîëîæåíèåì ïðÿìûõ Cj(`(Ci). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî çàäà÷å 5.9, îáðàçû
"õâîñòîâ" C1(Mi) ïåðåñåêàþò ∂Λ íà ó÷àñòêå ìåæäó α(C1) è β(Cn). Ïðè j > 1 îáðàçû
"õâîñòîâ" Cj(Mi) ïåðåñåêàþò ∂Λ íà ó÷àñòêå ìåæäó α(Cj) è β(Cj−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîí, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáðàçîâ "õâîñòîâ" γ(Mi) è "õâîñòîâ"
Mi îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé γ(M) è M ïðè γ ∈⊂ Aut(Λ).
Ñëåäîâàòåëüíî (ñì ðèñóíîê), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîóãîëüíèêîâ

M,C1M,C1C2M, ..., C1 · · ·Cn−1M

ðåàëèçóåò îäíîêðàòíûé îáõîä âîêðóã òî÷êè O1, ïðè÷åì C1 · · ·CjM ∩ M = O1 ïðè
j < n .

Òàêèì îáðàçîì, Λ =
⋃
γ∈Γ

γM , ïðè÷åì îáëàñòè γ1M ∩ γ2M = ∅ ïðè γ1 6= γ2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ ïîðîæäåííîé {C1, ..., Cn}
äèñêðåòíîé ãðóïïû Γ, äåéñòâóþùåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Àâòîìîðôèçì Ci îòîæäåñòâëÿåò ri è di, îáðàçóÿ íà ïîâåðõíîñòè Λ/Γ äûðó ïðè
i 6 k è ïðîêîë ïðè i > k. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ãîäèòñÿ è â ñëó÷àå k = 0, åñëè â êà÷åñòâå
òî÷êè O1 âçÿòü òî÷êó, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå ïàðàáîëè÷åñêîãî
àâòîìîðôèçìà C1. �
Ïðèìåð 5.1. Ïðèâåäåì ðèñóíîê îòðàæàþùèé îáõîä âåðøèíû O1 äëÿ k = 3
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Ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (g, k,m) íàçîâåì íàáîð

{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}
òàêîé, ÷òî Ai, Bi (i = 1, ..., g) � ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû è

{A1, B1A
−1
1 B−1

1 , ..., Ag, BgA
−1
g B−1

g , C1, ..., Cn}
� ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (0, 2g + k,m).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóêñîâà ãðóïïà Γ ⊂ Aut(Λ) èëè Γ ⊂ Aut(H)) � ýòî ôóêñîâà
ãðóïïà òèïà (g, k,m), åñëè Λ/Γ (ñîîòâåòñòâåííî H/Γ) ïðèíàäëåæèò Mg,k,m.

Òåîðåìà 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó
Γ òèïà (g, k,m)

Proof. Ïóñòü {A1, B1, ..., Ag, Bg, Cg+1, ..., Cn} ∈ Aut(Λ) � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð
òèïà (g,m, k). Ïðè g = 0 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 5.2. Ïóñòü g > 0.
Ïîëîæèì Ci = [AiBi] (i = 1, ..., g). Íàøè îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðóþò ðàñïîëîæåíèå
ãåîäåçè÷åñêèõ `(Ai), `(Bi), `(Ci), ïîêàçàííîå íà ðèñ.

O1

O2

O3`(C 2
) `(B2)`(C

1) `(B1)

`(A
1)

`(A 2
)`(Cn)

Ïóñòü O1 ∈ `(C1) è M � ìíîãîóãîëüíèê, ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû
5.2. Ïðè i 6 g çàìåíèì ëó÷è ri, di íà ãåîäåçè÷åñêèå ñåãìåíòû ñ âåðøèíàìè

Oi, AiB
−1
i A−1

i Oi, B
−1
i A−1

i Oi, A
−1
i Oi, BiAiB

−1
i A−1

i Oi = Oi+1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîóãîëüíèê M̃ (ñì. ðèñóíîê). Èñïîëüçóÿ òå æå
àðãóìåíòû, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.2, íàõîäèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè

M̃,A1M̃, A1B1M̃, A1B1A
−1
1 M̃, C1M̃, C1A2M̃, C1A2B2M̃,

C1A2B2A
−1
2 M̃, C1C2M̃, ..., C1C2 · · ·Cn−1M

ðåàëèçóþò îáõîä âîêðóã òî÷êè O1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {A1, ..., Cn}
ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó Γ. Ëåãêî ïðîñëåäèòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (Ai, Bi) ïîðîæäàåò
ðó÷êó ïîâåðõíîñòè Λ/Γ. Ïîýòîìó Λ/Γ � ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m). �
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5.4. Ãåîìåòðèÿ ôóêñîâûõ ãðóïï. Ïóñòü P � ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m). Ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ

v = {ai, bi(i = 1, ..., g), ci(i = g + 1, ..., n)}
ãðóïïû π1(P, p) íàçîâåì ñòàíäàðòíîé, åñëè v ïîðîæäàåò π1(P, p) ñ îïðåäåëÿþùèì
ñîîòíîøåíèåì

g∏
i=1

[ai, bi]
n∏

i=g+1

ci = 1

è ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ïðîñòûõ êîíòóðîâ
ṽ = {ãi, b̃i(i = 1, ..., g), c̃i(i = g + 1, ..., n)}

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• êîíòóð c̃i ãîìîëîãè÷åí 0 è îòñåêàåò îò ïîâåðõíîñòè P îäíó äûðó ïðè i 6 g+ k
è îäèí ïðîêîë ïðè i > g + k;
• ãi ∩ b̃j = ãi ∩ c̃j = b̃i ∩ c̃j = c̃i ∩ c̃j = p;
• â îêðåñòíîñòè òî÷êè p êîíòóðû ṽ ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñóíêå

a1

a1
b1

b1
a2 a2

b2

b2

c1

c1
c2c2

p

Â ýòîì ñëó÷àå íàáîð êîíòóðîâ ṽ ðàñïîëîæåí íà P êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

p

ã1

ã2

b̃1

b̃2

c̃1

c̃2

g1

gp−1

Ïóñòü òåïåðü Γ ⊂ Aut(Λ) � ôóêñîâà ãðóïïà, P = Λ/Γ, Φ : Λ → P � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ è q ∈ Φ−1(p). Ñîïîñòàâèì àâòîìîðôèçìó C ∈ Γ îðèåíòèðîâàííûé
ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê `q(C) ⊂ Λ ñ íà÷àëîì q è êîíöîì C(q). Ñîîòâåòñòâèå
C 7→ Φ(`q(C)) ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì Φq : Γ→ π1(P, p).
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Ëåììà 5.3. Ïóñòü V = {Ai, Bi(i = 1, ..., g), Ci(i = g+ 1, ..., n)} � ïîñëåäîâàòåëüíûé
íàáîð òèïà (g, k,m), Γ � ôóêñîâà ãðóïïà, êîòîðóþ îí ïîðîæäàåò, è P = Λ/Γ. Òîãäà
vq = Φq(V ) � ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû π1(P, p).
Proof. Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü M , ïîñòðîåííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 5.2 è òåîðåìû 5.1. Ïðè i > g ñîåäèíèì òî÷êè Oi è Oi+1 ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè ci ⊂ M . (Çäåñü On+1 = O1.) Ðàññìîòðèì íà H
ãåîäåçè÷åñêèå ñåãìåíòû
aib
−1
i a−1

i = [Oi, AiB
−1
i A−1

i Oi], a−1
i = [AiB

−1
i A−1

i Oi, B
−1
i A−1

i Oi], c−1
i = [Oi, C

−1Oi]

Òîãäà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Φ : Λ → P ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ

vO1 = {Φ(ai),Φ(bi)(i = 1, ..., g), Φ(ci)(i = g + 1, ..., n)} ∈ π1(P,Φ(O1))}.
Íåïðåðûâíûé ïåðåíîñ òî÷êè O1 â q ïåðåâîäèò vO1 â ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ vq. �

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü îáðàùåíèå ýòîé ëåììû.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü Γ ⊂ Aut(Λ) � ôóêñîâà ãðóïïà òèïà (g, k,m), P = Λ/Γ,
Φ : Λ→ P � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ è

v = {ai, bi(i = 1, ..., g), ci(i = g + 1, ..., n)}
� ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû π1(P,Φ(q)). Òîãäà V = Φ−1

q (v) �
ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è
ëåìì.

Ïóñòü ã � êîíòóð, ïðåäñòàâëÿþùèé a ∈ π1(P,Φ(q)). Áóäåì îáõîäèòü êîíòóð ã,
íà÷èíàÿ ñ òî÷êè Φ(q), "ïîäíèìàÿ" ýòîò îáõîä íà Λ, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè q. Ïîñëå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îáõîäîâ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ ìû ïîëó÷èì ëèíèþ `(ã) ⊂ M
ñ êîíöàìè â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ àâòîìîðôèçìà A = Φ−1

q (a).

`(A)

`(ã)

h`(A)

h`(ã)
`(B)`(b̃)

q

Ëåììà 5.4. Åñëè ã íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî h`(A) è `(A) íå ïåðåñåêàþòñÿ
ïðè âñåõ h ∈ Γ.
Proof. Ïóñòü h`(A) è `(A) ïåðåñåêàþòñÿ ïðè h ∈ Γ. Òîãäà h`(ã) è `(ã) òàêæå
ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ðèñ.). �

Ëåììà 5.5. Ïóñòü êîíòóðû ã, b̃ ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíòû a, b ∈ π1(P,Φ(q)). Ïóñòü
ñóùåñòâóåò ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ êîíòóðîâ ã è b̃, ïåðåâîäÿùàÿ èõ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êîíòóðû. Òîãäà

`(Φ−1
q (a)) ∩ `(Φ−1

q (b)) = ∅.
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Proof. Åñëè
`(Φ−1

q (a)) ∩ `(Φ−1
q (b)) 6= ∅,

òî `(ã) è `(b̃) ïåðåñåêàþòñÿ òàê, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ìàëîé
äåôîðìàöèåé (ñì. ðèñ.). �

Ëåììà 5.6. Ïóñòü êîíòóðû c̃1, c̃2, c̃3 íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïðåäñòàâëÿþò
c1, c2, c3 ∈ π1(P,Φ(q)) òàêèå, ÷òî c1·c2·c3 = 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ
êîíòóðîâ c̃1,c̃2 è c̃3, ïåðåâîäÿùàÿ èõ â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíòóðû. Òîãäà
èëè íàáîð

{Φ−1
q (c1),Φ−1

q (c2),Φ−1
q (c3)},

èëè íàáîð
{Φ−1

q (c−1
3 ),Φ−1

q (c−1
2 ),Φ−1

q (c−1
1 )}

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì.

Proof. Ïîëîæèì Ci = Φ−1
q (ci). Ñîãëàñíî ëåììå 5.4 `(C1) ∩ `(C2) = ∅. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî `(C1) è `(C2) ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ.

Ðàññìîòðèì äóãè α = (α1, α2) è β = (β1, β2) íà ∂Λ. Òîãäà C1α ⊂ α, C2α ⊂ α, îòêóäà
C−1

3 α = C1C2α ⊂ α. Àíàëîãè÷íî C−1
3 β ⊂ β. Òàêèì îáðàçîì, `(C3) ïðîõîäèò òàê, êàê

íåîðèåíòèðîâàííàÿ ëèíèÿ íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå.
Íî òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5.3 C1`(C3) ⊂ N1 è, ñëåäîâàòåëüíî, C1β2 ∈ N1. Ýòî

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
C1β2 = C−1

3 C−1
2 β2 = C−1

3 β ⊂ N2.

Òàêèì îáðàçîì, `(C1) è `(C2) ðàñïîëîæåíû êàê íà îäíîì èç ñëåäóþùèõ ðèñóíêîâ

`(C1)

`(C2)
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`(C1)

`(C2)

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî òàêæå äëÿ ïàð (C2, C3) è
(C3, C1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èëè íàáîð {C1, C2, C3}, èëè íàáîð
{C−1

3 , C−1
2 , C−1

1 } ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2
Proof. Ïîëîæèì Ai = Φ−1

q (ai), Bi = Φ−1
q (bi), Ci = Φ−1

q (ci). Ðàññìîòðèì íàáîðû

{x1, ..., xg+n} = {a1, b1a
−1
1 b−1

1 , a2, ...bga
−1
g b−1

g , cg+1, ..., cn}
è

{X1, ..., Xg+n} = {A1, B1A
−1
1 B−1

1 , A2, ..., BgA
−1
g B−1

g , Cg+1, ..., Cn}.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.5 ê íàáîðàì

{x1 · · · x`−1, x`, x`+1 · · · xg+n},
íàõîäèì, ÷òî èëè âñå íàáîðû âèäà

{X1 · · ·X`−1, X`, X`+1 · · ·Xg+n},
èëè âñå íàáîðû âèäà

{X−1
g+n · · ·X−1

`+1, X
−1
` , X−1

`−1 · · ·X−1
1 }

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Òî åñòü èëè íàáîð {X1, ..., Xg+n}, èëè íàáîð
{X−1

g+n, ..., X
−1
1 } ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì. Ñîãëàñíî ëåììå 5.3, îäíàêî, ëèøü â

ïåðâîì ñëó÷àå êîíòóðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ai, bi, ci, ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
p êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðèñóíêå. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî íàáîð {X1, ..., Xg+n}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (0, 2g + k,m) è, çíà÷èò, íàáîð

{Ai, Bi(i = 1, ..., g), Cj(j = g + 1, ..., n}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì òèïà (g, k,m). �

Çàäà÷à 5.10. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.3 è òåîðåìó 5.2, äîêàæèòå, ÷òî íàáîð
àâòîìîðôèçìîâ {C1, . . . , Cn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì, åñëè è òîëüêî åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû {C1, . . . , Cn−2, C} è {C,Cn−1, Cn}, ãäå
C = (Cn−1, Cn)−1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m).

5.5. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû òèïîâ (0,3,0),(0,2,1) è (0,1,2). Ñîãëàñíî
òåîðåìàì 5.1 è 5.2, âñÿêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåò
ôóêñîâó ãðóïïó òèïà (g, k,m) è âñÿêàÿ ôóêñîâà ãðóïïà òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì âñå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïîâ (0, 3, 0), (0, 2, 1), (0, 1, 2). Ýòî óäîáíî äåëàòü íà
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
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Ëåììà 5.7. Ïóñòü

C1z = λ1z (λ1 > 1), C2(z) =
(λ2α− β)z + (1− λ2)αβ

(λ2 − 1)z + (α− λ2β)
(λ2 > 1)

è C3 = (C1C2)−1.

Òîãäà {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, åñëè è òîëüêî åñëè

(1) 0 <

(√
λ1 +

√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β 6 α < β <∞.

Ïðè ýòîì C3 � ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì, åñëè è òîëüêî åñëè
(√

λ1 +
√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β = α.

Proof. Ïî óñëîâèþ

C−1
3 (z) = C1C2(z) = λ1

(λ2α− β)z + (1− λ2)αβ

(λ2 − 1)z + (α− λ2β)
.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè àâòîìîðôèçìà C3 � ýòî êîðíè óðàâíåíèÿ C−1
3 (x) = x, òî åñòü

(2) (λ2 − 1)x2 − (λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)x+ λ1(λ2 − 1)αβ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, C3 � ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì, åñëè
è òîëüêî åñëè

(λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)2 − 4λ1(λ2 − 1)2αβ ≥ 0

. Ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òî÷íîñòè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ.
Çàäà÷à 5.11. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(α + λ1λ2α− λ1β − λ2β)2 − 4λ1λ2(β − α)2 ≥ 0,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè

α ≥
(√

λ1 +
√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β èëè α ≤
(√

λ1 −
√
λ2√

λ1λ2 − 1

)2

β.

Ïóñòü òåïåðü {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð è ᾱ 6 β̄ � êîðíè óðàâíåíèÿ
(2). Òîãäà 0 < α < β < ᾱ,

a āb b̄
è, ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà,

λ2β − α− λ1β + λ1λ2α

2(λ2 − 1)
=
ᾱ + β̄

2
> β,

îòêóäà α(λ1λ2 − 1) > β(λ1 + λ2 − 2). Êðîìå òîãî λ1λ2 − 1 > λ1 + λ2 − 2 â âèäó λi > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

α >
λ1 + λ2 − 2

λ1λ2 − 1
β >

λ1 + λ2 − 2 + 2(1−√λ1λ2)

λ1λ2 − 1 + 2(1−√λ1λ2)
β
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=
λ1 + λ2 − 2

√
λ1λ2

λ1λ2 − 2
√
λ1λ2 + 1

β =

(√
λ1 −

√
λ2√

λ1λ2 − 1

)2

β.

Òàêèì îáðàçîì,

α >
(√

λ1 +
√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β.

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü

0 <

(√
λ1 +

√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β 6 α < β <∞

è ᾱ 6 β̄ � êîðíè óðàâíåíèÿ (2). Òîãäà ñîîòíîøåíèå β < ᾱ ýêâèâàëåíòíî ïàðå
ñîîòíîøåíèé
(3) ᾱ · β̄ > β2,

(4) (λ2 − 1)β2 − (λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)β + λ1(λ2 − 1)αβ > 0.

Ñîîòíîøåíèå (3) î÷åâèäíî ââèäó òåîðåìû Âèåòà

ᾱ · β̄ = λ1αβ > λ1

(√
λ1 +

√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β2 =

(
λ1 +

√
λ1λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β2 > β2.

Ñîîòíîøåíèå (4) ñëåäóåò èç
λ2β

2 − β2 − λ2β
2 + αβ + λ1β

2 − λ1λ2αβ + λ1λ2αβ − λ1αβ =

= (λ1 − 1)(β2 − αβ) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, β < ᾱ. Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåë λ1 → 1 íàõîäèì, ÷òî ᾱ � íåïîäâèæíàÿ
ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà Òàêèì îáðàçîì,{C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîð. �
Çàäà÷à 5.12. Ïóñòü

C1(z) = λz (λ > 1), C2(z) =
(1− aγ)z + a2γ

−γz + (1 + aγ)
(γ > 0)

è C3 = (C1C2)−1.

Òîãäà {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, åñëè è òîëüêî åñëè aγ 6
√
λ+1√
λ−1

. Ïðè
ýòîì C3 ∈ Aut1(H), åñëè è òîëüêî åñëè aγ =

√
λ+1√
λ−1

.

5.6. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû òèïà (1,1,0).
Ëåììà 5.8. Ïóñòü

A(z) =
(λAαA − βA)z + (1− λA)αAβA

(λA − 1)z + (αA − λAβA)
,

B(z) =
(λBαB − βB)z + (1− λB)αBβB

(λB − 1)z + (αB − λBβB)
è

C−1 = [A,B](z) = λz (λA, λB, λ > 1).

Òîãäà {A,B,C} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (1,1,0), åñëè è òîëüêî
åñëè
(5) −∞ < αA < βB < βA < αB < 0,
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(6) αA
βA

<
√
λ,

βB
αB

<
√
λ,

(7) λA =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

λB =
βB
√
λ− αB

αB
√
λ− βB

,

(8) αBβBλ− [(αA + βA)(αB + βB)− αAβA − αBβB]
√
λ+ αAβA = 0,

ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå

A(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,

B(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.

Proof. Ïóñòü {A,B,C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (1,1,0). Òîãäà
{A,BA−1B−1, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, îòêóäà −∞ < αA < βB < αB < 0`(A) `(B) `(BA

−1
B
−1)

aA bB bA
a baB

Ðàññìîòðèì Ã = (AB)A(AB)−1 = AC. Ïóñòü α̃ < β̃ � íåïîäâèæíûå òî÷êè
àâòîìîðôèçìà Ã. Òîãäà

(λAαA − βA) 1
λ
z + (1− λA)αAβA

(λA − 1) 1
λ
z + (αA − λAβA)

= Ã(z) =
(λAα̃− β̃)z + (1− λA)α̃β̃

(λA − 1)z + (α̃− λAβ̃)
,

îòêóäà
λAαA − βA = λAα̃− β̃, λ(1− λA)αAβA = (1− λA)α̃β̃, λ(αA − λAβA) = α̃− λAβ̃.
Îòñþäà ñëåäóåò

λA =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

, λB =
βB
√
λ− αB

αB
√
λ− βB

.

Â ÷àñòíîñòè,
√
λ =

βA − αAλA
αA − βAλA >

−αAλA
−βAλA =

αA
βA

è, àíàëîãè÷íî,
√
λ >

βB
αB

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ λA, λB, ïîëó÷àåì

A(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,

B(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.

Ñîîòíîøåíèå [A,B](z) = λz âëå÷åò (8).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ (5) � (8). Ïîëîæèì

Ã(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,
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B̃(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.

Òîãäà Ã(αA) = αA, Ã(βA) = βA, B̃(αB) = αB, B̃(βB) = βB. Ñîãëàñíî (8)
[Ã, B̃] = C−1. Ïîýòîìó {Ã, B̃Ã−1B̃−1, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì,
{Ã, B̃, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (1,1.0).

Èç ñîâïàäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñëåäóåò

Ãz =
(λ̃AαA − βA)z + (1− λ̃A)αAβA

(λ̃A − 1)z + (αA − λAβA)
.

Ïðè÷åì, êàê óæå äîêàçàíî

λ̃A =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

= λA.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ã = A. Àíàëîãè÷íî B̃ = B. �

5.7. Ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôðèêå-Êëåéíà-Òåéõìþëëåðà. Äëÿ îïèñàíèå
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg,k,m óäîáíî èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
Tg,k,m, ãîìåîìîðôíîå R6g+3k+2m−6. Âïåðâûå îíî áûëî ïîñòðîåíî â òåõíè÷åñêè
òðóäíîé äâóõòîìíîé ìîíîãðàôèè Ô.Ôðèêå è Ô.Êëåéíà (1897, 1912 ãîäû) â òåðìèíàõ
äëèí ãåîäåçè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äðóãîå
åå îïèñàíèå áûëî äàíî â ðàáîòàõ Î.Òåéõìþëëåðà (1940 ã.) â òåðìèíàõ ðàçâèòîé
èì òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, îáîáùàþùåé òåîðèþ ãîëîìîðôíûõ
îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Tg,k,m � ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m), ïàðàìåòðèçîâàííîå ïðèòÿãèâàþùèìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè α ∈ R, îòòàëêèâàþùèìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè β ∈ R
è ïàðàìåòðàìè ñäâèãîâ λ > 1.
Òåîðåìà 5.3. Ïðîñòðàíñòâî Tg,k,m èçîìîðôíî R6g+3k+2m−6, êàê âåùåñòâåííîå
ìíîãîîáðàçèå.
Proof. Â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (0, 3, 0) èìååòñÿ
ðîâíî îäèí íàáîð (C1, C2, C3) òàêîé ÷òî C1(z) = λ1z, λ1 > 1 è βC2 = 1. Ñîãëàñíî ëåììå
5.7, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (C1, C2, C3) ñ òàêèì óñëîâèåì îïèñûâàåòñÿ
÷èñëàìè (λ1, λ2, α), ãäå λ1, λ2 > 1 è

(√
λ1+
√
λ2

1+
√
λ1λ2

)2

< α < 1. Òàêèì îáðàçîì, T0,3,0

ãîìåîìîðôíî R3.
Äîêàæåì òåïåðü, ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ãîìåîìîðôíî

R3k−6. Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.10, ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ {C1, . . . , Ck−2, C

−1} è {C,Ck−1, Ck}. Â
êëàññå ñîïðÿæåííîñòè òàêèõ ïàð èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïàðà òàêàÿ, ÷òî C(z) = λz,
λ > 1 è βCk−2

= −1. Ñîãëàñíî ëåììå 5.7, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàáîðîâ (C,Ck−1, Ck) îïðåäåëÿåòñÿ, ïðè ýòîì, ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè

(αCk−1
, βCk−1

, λCk−1
) ñ îãðàíè÷åíèÿìè

(√
λC+
√
λCk−1

1+
√
λCλCk−1

)2

βCk−1
< αCk−1

< βCk−1
,

λCk−1
> 1. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò îáëàñòü, ãîìåîìîðôíóþ R3. Èñïîëüçóÿ
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òåïåðü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, íàõîäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ãîìåîìîðôíî
T0,k−1,0 × R3 = R3k−6.

Â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (1, 1, 0) èìååòñÿ ðîâíî
îäèí íàáîð (A,B,C) òàêîé, ÷òî C(z) = λz, λ > 1 è αB = −1. Ñîãëàñíî ëåììå
5.8, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A,B,C) ñ òàêèì óñëîâèåì îïèñûâàåòñÿ
÷èñëàìè (λ, αA, βA, βB), ãäå −∞ < αA < βB < βA < −1, αA

βA
<
√
λ, βB

−1
<
√
λ

è −βBλ − [(αA + βA)(−1 + βB) − αAβA + βB]
√
λ + αAβA = 0 Òàêèì îáðàçîì, T1,1,0

ãîìåîìîðôíî R3.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî òèïà (g, k, 0). Ñîãëàñíî

çàäà÷å 5.10, ïðîñòðàíñòâî Tg,k,0 ñîñòîèò èç ñåìåéñòâ, ñîñòîÿùèõ èç êëàññà
ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà {C1, . . . , Cg+k} òèïà (0, g + k, 0) è
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A1, B1, C1), . . . , (Ag, Bg, Cg) òèïà (1, 1, 0). Ñîãëàñíî
ëåììå 5.8, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A,B,C) òèïà (1, 1, 0) ñ
ïðåäïèñàííûì àâòîìîðôèçìîì C ÷èñëàìè îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè (αA, βA, αB, βB),
ãäå −∞ < αA < βB < βA < αB < 0, αA

βA
<
√
λ, βB

αB
<
√
λ è

αBβBλ− [(αA + βA)(αB + βB)− αAβA − αBβB]
√
λ+ αAβA = 0 è λ � ïàðàìåòð ñäâèãà

àâòîìîðôèçìà C. Ïðîñòðàíñòâî Tg,k,0 ãîìåîìîðôíî, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâó
T0,g+k,0 × (R)g ∼= R)6g+3k−6.

Îáùèé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Tg,k,m ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå
çàäà÷è ñëóøàòåëÿì. �

5.8. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,k,m. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T̃g,k,m âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m). Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð
{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn} ∈ T̃g,k,m ïîðîæäàåò ãðóïïó Γ è, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1,
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Λ/Γ ∈ Mg,k,m. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Φ̃ : T̃g,k,m → Mg,k,m

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.
Ãðóïïà Aut(Λ) äåéñòâóåò íà T̃g,k,m, ïåðåâîäÿ íàáîð {A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}

â ñîïðÿæåííûé íàáîð h{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}h−1, h ∈ Aut(Λ). Ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî T̃g,k,m/Aut(Λ) ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò ñ Tg,k,m. Ñîïðÿæåííûì
ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðàì îòâå÷àþò èçîìîðôíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.
Îòîáðàæåíèå Φ̃ ïîðîæäàåò, òàêèì îáðàçîì, ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
Φ : Tg,k,m →Mg,k,m.

Èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, êàêèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Tg,k,m ïåðåõîäÿò â îäíó è òó
æå ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P = Λ/Γ. Ïóñòü Hom(P ) � ãðóïïà àâòîãîìåîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòè P è IHom(P ) ⊂ Hom(P ) ïîäãðóïïà àâòîãîìåîìîðôèçìîâ, èçîòîïíûõ
òîæäåñòâåííîìó. Ôàêòîð-ãðóïïà Mod(P ) = Hom(P )/IHom(P ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé
êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè. Â
åå òåðìèíàõ ìîæíî äàòü, íàïðèìåð, êëàññèôèêàöèþ òðåõìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü òåïåðü P = Λ/Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m) è T (P ) �
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m), ïîðîæäàþùèõ ôóêñîâó ãðóïïó
Γ. Ñòàíäàðòíûå áàçèñû ãðóïïû π1(P, q) è ãðóïïû π1(P, q′) íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ïåðâûé áàçèñ ïåðåõîäèò âî âòîðîé â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî
èçìåíåíèÿ òî÷êè q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(P ) ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîâåðõíîñòè P . Ëåììà 5.3 è
òåîðåìà 5.2 óñòàíàâëèâàþò åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
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ìíîæåñòâàìè T (P ) è t(P ). Ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé Mod(P ) òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå t(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâå T (P ).

Ïóñòü φ ∈ Mod(P ), V ∈ T (P ) è V ′ ∈ T (P ′), ãäå P = Λ/Γ è P ′ = Λ/Γ′.
Ýëåìåíò D ∈ Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
íàáîðà V . Çàìåíèâ ñîìíîæèòåëè ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V ′, ïîëó÷èì D′ ∈ Γ′. Ýëåìåíò φ(D) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V . Çàìåíèâ ñîìíîæèòåëè
ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V ′,
ïîëó÷èì ýëåìåíò, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì φ(D′). Ñîîòâåòñòâèå D′ 7→ φ(D′) çàäàåò
äåéñòâèå ãðóïïû Mod(P ) íà T (P ′) è åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè
Mod(P ) è Mod(P ′). Îáîçíà÷èì ãðóïïó, ïîëó÷àþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå âñåõ òàêèõ
èçîìîðôèçìîâ, ÷åðåç Modg,k,m.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè

Ëåììà 5.9. Ãðóïïà Modg,k,m åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå Tg,k,m,
ïðåâðàùàÿ îòîáðàæåíèå Φ : Tg,k,m → Mg,k,m âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
Tg,k,m/Modg,k,m →Mg,k,m.

Ëåììà 5.10. Ãðóïïà Modg,k,m äèñêðåòíî äåéñòâóåò íà Tg,k,m ãëàäêèìè
îòîáðàæåíèÿìè.

Proof. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò èç Modg,k,m îïðåäåëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ îäíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ.
Ïîýòîìó ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå íîâûé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñòàðûé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð ïî íåêîòîðûì
àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèñêðåòíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû Modg,k,m íà ìíîæåñòâå T (Λ/Γ)
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L(Γ) ïàðàìåòðîâ ñäâèãîâ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç Γ.
Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íàáîð L(Γ) äèñêðåòåí,
íå çàâèñèò îò ïîðîæäàþùåãî ãðóïïó Γ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà, íî âû÷èñëÿåòñÿ
÷åðåç åãî ïàðàìåòðû. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî L(Γ) ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì,
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè èç T íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê åå îðáèòû îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû Modg,k,m. �

Òåîðåìà 5.4. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,k,m èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó
ñâÿçíîãî âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âèäà R6g+3k+2m−6/Modg,k,m, ãäå
Modg,k,m � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Proof. Ñîãëàñíî ëåììàì 5.9 è 5.10, ìíîæåñòâî Mg,k,m åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ âåùåñòâåííû àíàëèòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Tg,k,m/Modg,k,m. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî
òåîðåìå 5.3 ïðîñòðàíñòâî Tg,k,m èçîìîðôíî R6g+3k+2m−6. �

Çàìå÷àíèå 5.1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,0,m èìååò
äàæå åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Îñîáåííîñòè Mg,k,m

ñîâïàäàþò ñ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþùèìè íå òðèâèàëüíûå ãîëîìîðôíûå
àâòîìîðôèçìû.
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6. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.
Êàê è ðàíüøå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü R× R = {(x, y)}

ñ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C = {z}, ïîëàãàÿ z = x + iy. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî D ⊂ C = R2 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) íà îáëàñòè D ñ íåïðåðûâíûìè
âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0, ãäå

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

1

4

∂2

∂z∂z̄

� îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îò ãèäðîìåõàíèêè äî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.
Òåîðåìà 6.1. Ôóíêöèÿ u íà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f , ò.å. u(x, y) = Ref(x+ iy).
Proof. Ïóñòü f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óñëîâèÿ
Êîøè-Ðèìàíà äàþò

∂u

∂x
=
∂v

∂y,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

ïîýòîìó,
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

∂u

∂x
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

∂v

∂y
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂y

∂v

∂x
+
∂2u

∂y2
= − ∂

∂y

∂u

∂y
+
∂2u

∂y2
= 0.

Ïóñòü
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Òîãäà
∂

∂x
(
∂u

∂x
) =

∂

∂y
(−∂u

∂y
)

è
∂

∂x
(−∂u

∂y
) = − ∂

∂y
(
∂u

∂x
)

, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà íà ôóíêöèþ

g(x+ iy) =
∂u

∂x
− i∂u

∂y
.

Òàêèì îáðàçîì, g(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì åå ïåðâîîáðàçíóþ

f(x+ iy) =

∫ z

z0

g(z)dz =

∫ (x,y)

(x0,y0)

(
∂u

∂x
− i∂u

∂y
)(dx+ idy).

Òîãäà
Ref(x+ iy) = u(x0, y0) +

∫ (x,y)

(x0,y0)

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) = u(x, y).

�
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Çàäà÷à 6.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u íà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé ÷àñòü íåêîòîðîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ïîçâîëÿåò
ëåãêî ïåðåíîñèòü íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîãèå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ.

Çàäà÷à 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî íà îáëàñòè D:
• Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì âñå åå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå òàêæå ãàðìîíè÷åñêèå.
• Áèãîëîìîðôíàÿ çàìåíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåâîäèò ãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ â ãàðìîíè÷åñêóþ.
• Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå ñîâïàäàþò, åñëè îíè
ñîâïàäàþò íà åãî îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå.

6.1. Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Äàëåå ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè ∂D ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé, îðèåíòèðîâàííîé
êàê ãðàíèöà îáëàñòè D. ×åðåç

∂

∂n
= cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè n = (cos θ, sin θ)
ê ãðàíèöå ∂D.

Çàäà÷à 6.3. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è ñîîòíîøåíèå
∂φ

∂n
ds = −∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy,

äîêàçàòü ôîðìóëó Ãðèíà
∮

∂D

ϕ
∂ψ

∂n
ds =

∫ ∫

D

(
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
)dxdy +

∫ ∫

D

ϕ(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂x2
)dxdy,

äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â D ôóíêöèé ϕ, ψ.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ôóíêöèè u(x+ iy) = u(x, y) è v(x+ iy) = v(x, y) ãàðìîíè÷åñêèå
â D è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â D. Òîãäà

∮

∂D

(u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
)ds = 0,

u(ξ) =
1

2πρ

∮

|z−ξ|=ρ
u(z)ds

ïðè Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D
è

∮

z∈∂D
{u(z)

∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = δ2πu(ξ),

ãäå δ = 1 ïðè ξ ∈ D è δ = 0 ïðè ξ ∈ C \ D̄
45



Proof. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 6.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
v(z) = Re(ln(z − ξ)) = ln |z − ξ|.

Ïðè 0 < |z − ξ| < ∞ îíà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà C \ ξ. Ïîýòîìó èç óæå äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî ∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0

ïðè ξ ∈ C \ D̄.
Ïóñòü òåïåðü ξ ∈ D. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D è

îáëàñòü Dρ = D \ Uρ. Òîãäà ξ ∈ C \ D̄ρ è èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ∮

∂Dρ

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0.

Òàêèì îáðàçîì,
∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

∮

∂Uρ

u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ|ds−

∮

∂Uρ

∂u

∂n
ln |z − ξ|ds.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ln |z − ξ| = ρ íà ∂Uρ è, ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí
0, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîé ïåðâîé ôîðìóëå òåîðåìû. Êðîìå òîãî,

∂

∂n
ln |z − ξ| = ∂

∂r
ln r|r=ρ =

1

ρ

è, ñëåäîâàòåëüíî,
∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

1

ρ

∮

∂Uρ

u(z)ds.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ρ→ 0, îòêóäà,
∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

1

ρ

∮

∂Uρ

u(z)ds = 2πu(ξ).

�

6.2. Ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Îïðåäåëåíèå 6.2. Ôóíêöèåé Ãðèíà G = GD â îáëàñòè D ⊂ C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
G(z, ξ) = 1

2π
ln |z − ξ|+ g(z, ξ) íà D ×D, ãäå

• G(z, ξ) = G(ξ, z) è G(z, ξ′) = 0 ïðè ëþáûõ z ∈ D è ξ′ ∈ ∂D;
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) íåïðåðûâíà â D×D è íåïðåðûâíà ïî ξ â D ïðè ëþáîì z ∈ D
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D è ãàðìîíè÷íà ïî ξ ïðè
ëþáîì z ∈ D.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ôóíêöèè Ãðèíà.

Äëÿ ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé æîðäàíîâûìè êðèâûìè, ôóíêöèÿ
Ãðèíà ñóùåñòâóåò è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå íà åäèíè÷íûé
äèñê Λ = {z ∈ C||z| < 1}, ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà.
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Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü D ⊂ C � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è w : D → Λ

áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå íà åäèíè÷íûé äèñê. Ïîëîæèì W (z, ξ) = w(z)−w(ξ)

1−w(z)w(ξ)
.

Òîãäà G(z, ξ) = G(ξ, z) = 1
2π

ln |W (z, ξ)| � ôóíêöèÿ äëÿ Ãðèíà îáëàñòè D.
Proof. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξ ∈ D è ðàññìîòðèì wξ(z) = W (z, ξ) êàê
ôóíêöèþ îò z ∈ D. Ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D = {z} íà äèñê
Λ è ïåðåâîäèò òî÷êó z = ξ â 0. Â ÷àñòíîñòè, wξ(z) = wξ(ξ) + (z− ξ)w′ξ(ξ) + (z− ξ)o(1),
ãäå wξ(ξ) = 0 è w′ξ(ξ) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ wξ(z)

z−ξ ãîëîìîðôíà è íå îáðàùàåòñÿ
â 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ln

wξ(z)

z−ξ ãîëîìîðôíà è ôóíêöèÿ
g(z, ξ) = G(z, ξ) − 1

2π
ln |z − ξ| = 1

2π
ln |W (z,ξ)

z−ξ | = 1
2π

ln |wξ(z)
z−ξ | = 1

2π
Re ln

wξ(z)

z−ξ ãàðìîíè÷íà
ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D. Åå ñèììåòðèÿ è íåïðåðûâíîñòü ïî ïàðå ïåðåìåííûõ (z, ξ)
íà D × D ñëåäóþò èç wξ(z) = W (z, ξ) = wz(ξ). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå î
ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö 3.10 ôóíêöèÿ wξ(z) íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè D è |wξ(∂D)| = 1,
îòêóäà G(∂D, ξ) = 0 �

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
Ãðèíà â ïðîñòûõ îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè:

Äëÿ åäèíè÷íîãî äèñêà Λ îòîáðàæåíèå wξ(z) = (z−ξ)
1−zξ̄ ïîðîæäàåò ôóíêöèþ Ãðèíà

GΛ(z, ξ) = 1
2π

ln |z−ξ|
|1−zξ̄| .

Äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè H = {z ∈ C|Rez > 0} îòîáðàæåíèå wξ(z) = z−ξ
z+ξ

ïîðîæäàåò ôóíêöèþ Ãðèíà GΛ(z, ξ) = 1
2π

ln | z−ξ
z+ξ
|.

6.3. Çàäà÷à Äèðèõëå.
Îïðåäåëåíèå 6.3. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îáëàñòè D ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè
u, ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D è íåïðåðûâíîé íà çàìûêàíèè D̄ ïî åå (îãðàíè÷åííîìó,
íåïðåðûâíîìó) çíà÷åíèþ u|∂D = ϕ íà ãðàíè÷íîì êîíòóðå.
Çàäà÷à 6.5. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü G(z, ξ) = GD(z, ξ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà â îáëàñòè D. Òîãäà
ôóíêöèÿ

u(z) =

∮

ξ∈∂D
ϕ(ξ)

∂

∂n
G(z, ξ)ds

ðåøàåò çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ D.
Proof. Ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè u(z) =

∮
ξ∈∂D ϕ(ξ) ∂

∂n
G(z, ξ)ds ñëåäóåò èç

ãàðìîíè÷íîñòè G(z, ξ) ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

u(z) =

∮

ξ∈∂D
u(ξ)

∂

∂n
G(z, ξ)ds.

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì,

G(z, ξ) =
ln r

2π
+ g(z, ξ),
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ãäå r = |z − ξ|. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2,

2πu(z) =

∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂ ln r

∂n
− ∂u

∂n
(ξ) ln r}ds

è ∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂g

∂n
(z, ξ)− g(z, ξ)

∂u

∂n
(ξ)}ds = 0,

ïðè z ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî,
∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂G

∂n
(z, ξ)−G(z, ξ)

∂u

∂n
(ξ)}ds =

∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂( ln r
2π

+ g(z, ξ))

∂n
−(

ln r

2π
+g(z, ξ))

∂u

∂n
(ξ)}ds = u(z).

Êðîìå òîãî, G(z, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ ∂D. �

Íàéäåííûå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé ïîçâîëÿþò ðåøàòü äëÿ
íèõ çàäà÷ó Äèðèõëå. Ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ äèñêà Λ ðàâíà, êàê ìû çíàåì,
GΛ(z, ξ) = 1

2π
ln |z−ξ|
|1−zξ̄| . Ïîëîæèì z = reiϕ, ξ = ρeiθ. Òîãäà ∂

∂n
G(reiϕ, ρeiθ) =

1

2π
Re

∂

∂ρ
ln

reiϕ − ρeiθ
1− rρei(ϕ−θ) |ρ=1 =

1

2π
Re{ eiθ

eiθ − reiϕ+
rei(θ−ϕ)

1− rei(θ−ϕ)
} =

1

2π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ äèñêà ðåøàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ äèñêà
|z| < 1:

u(reiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
u(eiθ)dθ.

Çàäà÷à 6.6. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Rez > 0:

u(x+ iy) =
x

π

∫ ∞
−∞

u(iη)dη

(y − η)2 + x2
.

Çàäà÷à 6.7. Íàéòè ôîðìóëû Øâàðöà äëÿ äèñêà

F (z) =
1

2π

2π∫

0

Reiθ + z

Reiθ − zReF (Reiθ)dθ + iC (|z| < R)

è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

F (z) =
x

π

∫ ∞
−∞

ReF (iη)

(iη − z)
dη + iC,

âîññòàíàâëèâàþùèå ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ ïî çíà÷åíèþ åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè íà
ãðàíèöå.

6.4. Ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ
íåîáõîäèìû äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (àýðî è ãèäðî
ìåõàíèêà, íåôòåäîáû÷à è äð.). Ïîýòîìó õîòåëîñü áû äîïîëíèòü òåîðåìó Ðèìàíà î
ñóùåñòâîâàíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D â åäèíè÷íûé êðóã
Λ ÿâíûì ïîñòðîåíèåì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ýòî óäàâàëîñü
ñäåëàòü ëèøü äëÿ ïðîñòåéøèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïðîãðåññ â ýòîé ïðîáëåìå ïðèøåë ñ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîé ñòîðîíû è îêàçàëñÿ
ñâÿçàííûì ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, êîòîðàÿ ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ
íîâûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (äâèæåíèå ïëàçìû, òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è
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äð.). Ýòîò íîâûé ïîäõîä áûë ðàçðàáîòàí îêîëî 10 ëåò íàçàä. Áîëüøèíñòâî
ó÷àñòíèêîâ ýòîãî îòêðûòèÿ ðàáîòàþò ñåé÷àñ íà íàøåì ôàêóëüòåòå (À.Â. Çàáðîäèí,
È.Ì. Êðè÷åâåð, À.Â. Ìàðøàêîâ, Ò.Òàêåáå, Ñ.Ì. Íàòàíçîí).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H âñåõ ñîäåðæàùèõ ∞ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ
àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé íà ñôåðå Ðèìàíà, çàìûêàíèå êîòîðûõ íå ñîäåðæèò 0.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû Ðè÷àðäñîíà, ïðåäëîæåííûå â ñåðåäèíå 20
âåêà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà.

t0 =
1

π

∫∫

C\Q

d2z, tk = − 1

πk

∫∫

Q

z−kd2z (k = 1, 2, ...), d2z = dxdy.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà
ïðîñòðàíñòâå H. Ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå H, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü,
íå ãîëîìîðôíû ïî {tk}. Ïîýòîìó (êàê ìû è ðàíüøå ïîñòóïàëè â òàêèõ ñëó÷àÿõ)
íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì
{tk} è {t̄k}. ×åðåç Qt ∈ H áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îáëàñòü, îòâå÷àþùàÿ êîîðäèíàòàì
t = {t0, t1, t̄1, t2, t̄2, ...}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hz ⊂ H ìíîæåñòâî îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó z ∈ C.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q ∈ Hz, òî÷êè êîðîé áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
GQ(z, ξ) åå ôóíêöèþ Ãðèíà. Ñîïîñòàâèì îáëàñòè Q îáëàñòü Qε, ïîëó÷àþùóþñÿ
èç îáëàñòè Q ñäâèãîì ãðàíèöû íà âåëè÷èíó −επ ∂

∂n
GQ(z, ξ) â íàïðàâëåíèè âíåøíåé

íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Q.
Âåêòîðíûå ïîëÿ íà Hz � ýòî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå çàäàííûõ íà

Hz ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δz âåêòîðíîå ïîëå íà Hz, êîòîðîå ïåðåâîäèò ôóíêöèþ
X : Hz → C â ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà îáëàñòè Q çíà÷åíèå lim

ε→0

1
ε2

(X(Qε)−X(Q)).

Çàäà÷à 6.8. Äîêàçàòü, ÷òî δz(t0) = 1.
Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííîå z è z̄ ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò

êîîðäèíàò t = {t0, t1, t̄1, t2, t̄2, ...} íà H :

D(z) =
∑

k≥1

z−1

k

∂

∂ti
, D̄(z̄) =

∑

k≥1

z̄−1

k

∂

∂t̄i
, ∇(z) =

∂

∂t0
+D(z) + D̄(z̄).

Ëåììà 6.1. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû δz è ∇(z) ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå {X}
ôóíêöèé íà Hz. Êðîìå òîãî, δzX = −πf(z) äëÿ ôóíêöèè âèäà X(Q) =

∫∫
Q

fd2ξ,

ïîðîæäåííîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé f íà Q.
Proof. Ïóñòü X(Q) =

∫∫
Q

fd2ξ. Òîãäà

δzX = lim
ε→0

1

ε2

∫∫

(Qε\Q)

f(ξ)(−επ)
∂

∂n
GQ(z, ξ)d2ξ = −π

∮

ξ∈∂Q

f(ξ)
∂

∂n
GQ(z, ξ)ds = −πf(z).

Êîîðäèíàòû ti è t̄i ïðè k > 0 òîæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íà Hz ðàññìîòðåííîãî âèäà.
Ïîýòîìó

δz(tk) =
z−k

k
, δz(t̄k) =

z̄−k

k
.
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Îòñþäà

δz(X) =
∂X

∂t0
δzt0 +

∑ ∂X

∂tk
δztk +

∑ ∂X

∂t̄k
δz t̄k = (

∂

∂t0
+
∑

k≥1

z−1

k

∂

∂tk
+
∑

k≥1

(z̄)
z̄−1

k

∂

∂t̄k
)X.

�

Çàäà÷à 6.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ X èìååò âèä X(Q) =
∫∫
C\Q

fd2ξ, ãäå f � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà ∂Q. Òîãäà ∇(z)X = πfh(z), ãäå fh(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Q ôóíêöèÿ,
ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà ∂Q.

Ïîëîæèì F (t) = − 1
π2

∫∫
Qt◦

∫∫
Qt◦

ln |z−1 − ξ−1|d2zd2ξ , ãäå Qt
◦ = C−Qt.

Òåîðåìà 6.5. Ôóíêöèÿ Ãðèíà GQ(z, ξ) îáëàñòè Q = Qt âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ
F = F (t) ïî ôîðìóëå

GQ(z, ξ) =
1

2π
ln |z−1 − ξ−1|+ 1

4π
∇(z)∇(ξ)F.

Proof. Çàôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ Q. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 6.9, íàõîäèì
∇(z)F = − 2

π

∫∫
Q◦

ln |z−1 − ξ−1|d2ξ. Ïðèìåíÿÿ çàäà÷ó 6.9, åùå ðàç íàõîäèì, ÷òî

∇(ξ)∇(z)F � ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Q è ñîâïàäàþùàÿ ñ ôóíêöèåé
−2 ln |z−1 − ξ−1| íà ∂Q. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ GQ(z, ξ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
àêñèîìàì ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè Q. �

6.5. Ýôôåêòèâèçàöèÿ òåîðåìû Ðèìàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(z, t)
áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Qt íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà
{z ∈ C||z| > 1} íîðìèðîâàííîå óñëîâèÿìè wt(∞) = ∞ è Im∂zwt(∞) = 0,
Re∂zwt(∞) > 0.

Îòîáðàæåíèå èìååò âèä w(z, t) = p(t)z+
∞∑
j=0

pj(t)z
−j, ãäå â âèäó íîðìèðîâêè p(t) ∈ R

è p′(0) > 0. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì ôóíêöèè p(t), p0(t), p1(t), ... .

Çàäà÷à 6.10. Äîêàæèòå, ÷òî w(z, t) =
√
t0z ïðè t = (t0, 0, 0, . . . ).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: äâóìåðíàÿ
áåçäèñïåðñèîííàÿ öåïî÷êà Òîäû. Îíà áûëà ïîñòðîåíà â êîíöå 90 ãîäîâ äëÿ íóæä
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò óäîáíî åå îïèñàíèå â âèäå ñèñòåìû
ñîîòíîøåíèé íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F (t). Îñîáóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò
ïðîèçâîäíàÿ ∂0 = ∂

∂t0
.

(z − ξ)eD(z)D(ξ)F = ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F ,

(z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F = z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F ,

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .
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Åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè F (t) îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ
t = (t0, t1, t̄1, t2, t̄2, . . . ), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ
ëþáûõ ïàð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (z, ξ).

Òåîðåìà 6.6. Ôóíêöèÿ F (t) óäîâëåòâîðÿåò äâóìåðíîé áåçäèñïåðñèîííîé öåïî÷êå
Òîäû. Êðîìå òîãî,

w(z, t) = z exp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)).

Proof. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 6.3 è 6.5, íàõîäèì, ÷òî

ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣ = 2πGQ(z, ξ) = ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣+
1

2
∇(z)∇(ξ)F.

Óìíîæàÿ íà 2, ïîëó÷àåì

h = ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣
2

− ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣
2

−∇(z)∇(ξ)F = 0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ξ →∞, íàõîäèì − ln |w(z)|2 + ln |z|2 = ∂0∇(z)F . Îòêóäà

ln(p) = lim
z→∞

ln

∣∣∣∣
w(z)

z

∣∣∣∣ = −1

2
∂2

0F.

Ðàñêëàäûâàÿ h â ñóììó h1+h2 ãîëîìîðôíîé, àíòèãîëîìîðôíîé è ïîñòîÿííîé ÷àñòè
ïî z, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèè

h1 = ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

)
−D(z)∇(ξ)F

è
h2 = ln

(
w̄(z)− w̄(ξ)

1− w̄(z)w(ξ)

)
− ln

(
1

z̄
− 1

ξ̄

)
− D̄(z̄)∇(ξ)F

íå çàâèñÿò îò z.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó z →∞, íàõîäèì, ÷òî

h1 = ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

)
, h2 = ln

(
− 1

w(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ̄

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ h1, íàõîäèì, ÷òî

D(z)∇(ξ)F =

(
ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

))
−
(

ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

))
=

ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

−zw̄(ξ)

z − ξ
)

= ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ
)

+ ln

(
z

w(z)

1
−w(z)w̄(ξ)

+ 1

)
.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ξ →∞ äàåò

D(z)∂0F = ln(p) + ln

(
z

w(z)

)
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ñ ln(p) = −1
2
∂2

0F , íàõîäèì ln
(
w(z)
z

)
= −1

2
∂2

0F − D(z)∂0F , ÷òî
ýêâèâàëåíòíî

w(z, t) = zexp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)).
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Ãîëîìîðôíàÿ ïî ξ ÷àñòü ðàâåíñòâà D(z)∇(ξ)F = ln
(
w(z)−w(ξ)

z−ξ

)
+ ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)

äàåò

−D(z)∂0F = D(z)D(ξ)F − ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ
)
− ln

(
z

w(z)

)
= D(z)D(ξ)F+

ln(z − ξ) + ln

(
w(z)

w(z)− w(ξ)

)
− ln z

, òî åñòü
ze−∂0D(z)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F w(z)

w(z)− w(ξ)
.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè z è ξ, íàõîäèì

ξe−∂0D(ξ)F = (ξ − z)eD(z)D(ξ)F w(ξ)

w(ξ)− w(z)
= (z − ξ)eD(z)D(ξ)F w(ξ)

w(z)− w(ξ)
.

Òàêèì îáðàçîì,
ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F .

Çàìåíÿÿ (z, ξ) íà (z̄, ξ̄), íàõîäèì ðàâåíñòâî
z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F = (z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F .

Çàâèñÿùàÿ îò ξ̄ ÷àñòü ðàâåíñòâà D(z)∇(ξ)F = ln
(
w(z)−w(ξ)

z−ξ

)
+ ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)
äàåò

D(z)D̄(ξ̄)F = − ln

(
1− 1

w(z)w̄(ξ)

)
,

îòêóäà
e−D(z)D̄(ξ̄)F = 1− 1

w(z)w̄(ξ)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà w(z, t) = z exp((−1
2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)), íàõîäèì

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

�
Çàäà÷à 6.11. Äîêàçàòü, ÷òî

∇(z)F = v0 + 2Re
vk
k
z−1,

ãäå
v0 = ∂0F =

2

π

∫∫

Qt◦

ln |z|d2z, vk =
∂

∂tk
F =

1

π

∫∫

Qt◦

zkd2z

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.6 ñâîäèò ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ w(z, t) : Qt → C \ Λ ê ïðîáëåìå ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F
êàê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ t = (t0, t1, t̄1, t2, t̄2, . . . ). Ôóíêöèÿ F (t)
ïðåäñòàâëÿåò è áîëüøîé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Îíà íåçàâèñèìî âîçíèêàåò â
ñîâðåìåííûõ ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ìàòðè÷íûå ìîäåëè, òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðàâèòàöèÿ è äð.), ãäå òàêæå òðåáóåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Òåéëîðà.
Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ F íå ïîçâîëÿåò, ê ñîæàëåíèþ, íàéòè ýòî ðàçëîæåíèå.
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Ïîëîæåíèå ñïàñàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.6 î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ F
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâóìåðíîé áåçäèñïåðñèîííîé öåïî÷êè Òîäû. ×òîáû èñêàòü
ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàäî ñíà÷àëà èñêëþ÷èòü èç íåå ÷èñëà z, z̄, ξ, ξ̄. Äëÿ ýòîãî
íàäî ðàçëîæèòü ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ â ðÿäû Ëîðàíà, ïî z, z̄, ξ, ξ̄.
Â êà÷åñòâå êîíòèíåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ âûñòóïàþò ïîëèíîìû îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè F . Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ìîíîìàõ äëÿ ïðàâûõ è ëåâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé äàåò ñ÷åòíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
F , òàêîå ÷òî exp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)) =
√
t0 ïðè t = (t0, 0, 0, . . . ). Áîëåå òîãî, ýòè

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè íóæíîå íàì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
F â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

F (t) =
1

2
t20 ln t0−3

4
t20+
∑

Ni

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄
n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)
t
i−(n1+···+nk+n̄1+···+n̄k̄)+2
0 tn1

i1
. . . tnkik t̄

n̄1

ī1
. . . t̄

n̄k̄
īk̄
,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî k, k̄, nr, n̄r > 1, 0 < i1 < · · · < ik, 0 < ī1 < · · · < īk̄,
i− (n1 + · · ·+ nk + n̄1 + · · ·+ n̄k̄) + 2 > 0

Áîëåå òîãî, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ni

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄
n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)
óäàåòñÿ íàéòè

ýôôåêòèâíûå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû.
Äëÿ òåõ t, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ôîðìàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òåîðåìà 6.6 ïîçâîëÿåò

ÿâíî íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Q ñ ãàðìîíè÷åñêèìè
ìîìåíòàìè Äæåôåðñîíà t â ñòàíäàðòíóþ îáëàñòü C \ Λ. Ïðèìåðû ïðîñòåéøèõ
îòîáðàæåíèé òàêîãî òèïà áûëè íàéäåíû â äèïëîìíîé ðàáîòå âûïóñêíèêà
áàêàëàâðèàòà íàøåãî ôàêóëüòåòà Èâàíà Ïî÷åñíåâà.
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