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Функциональный анализ — наука о бесконечномерных векторных пространствах, снабжен-
ных нормой (или, более общим образом, топологией), об операторах между ними и о представ-
лениях алгебраических структур в таких пространствах. Он включает в себя большое коли-
чество разнообразных областей, как классических, так и появившихся сравнительно недавно.
К классическим направлениям относятся, например, спектральная теория линейных операто-
ров, общая теория банаховых и топологических векторных пространств, теория обобщенных
функций, теория операторных алгебр, эргодическая теория. Из новых и бурно развивающихся
областей функционального анализа выделим некоммутативную геометрию в духе А. Конна,
теорию операторных пространств (называемую иногда «квантовым функциональным анали-
зом») и теорию локально компактных квантовых групп. Функциональный анализ имеет мно-
гочисленные приложения в дифференциальных уравнениях, гармоническом анализе, теории
представлений, геометрии, топологии, вариационном исчислении, оптимизации, квантовой фи-
зике и других областях.

Краткая программа курса

1. Нормированные и банаховы пространства. Нормированные пространства.
Ограниченные линейные операторы. Основные примеры. Конструкции нормированных
пространств. Банаховы пространства. Полнота классических пространств. Конструкции,
сохраняющие полноту. Пополнение.

2. Гильбертовы пространства. Проекции и ортогональные дополнения. Ортонорми-
рованные системы. Неравенство Бесселя. Ортонормированные базисы. Равенство Парсе-
валя. Теорема Рисса–Фишера. Классификация гильбертовых пространств.

3. Линейные функционалы. Теорема Хана–Банаха. Отделение выпуклых множеств.
Сопряженное пространство и сопряженный оператор. Описание пространств, сопряжен-
ных к классическим банаховым пространствам. Каноническое вложение во второе сопря-
женное, рефлексивность.

4. Теоремы Банаха и двойственность. Теоремы Банаха об открытом отображе-
нии, об обратном операторе и о замкнутом графике. Теорема Банаха–Штейнгауза. До-
полняемые подпространства. Аннуляторы, преданнуляторы. Описание пространств, со-
пряженных к подпространствам и к факторпространствам. Связь свойств оператора со
свойствами его сопряженного.

5. Элементарная спектральная теория. Спектр элемента алгебры. Банаховы ал-
гебры. Непустота и компактность спектра. Теорема Гельфанда–Мазура. Спектральный
радиус. Точечный, непрерывный и остаточный спектры линейного оператора. Спектры и
двойственность. Вычисление спектров классических операторов.


