
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êëàññè÷åñêàÿ ñòðóíà Ïîëÿêîâà

2.1 Äåéñòâèå Íàìáó è äåéñòâèå Ïîëÿêîâà

Äëÿ ñèãíàòóðû Ìèíêîâñêîãî (è íà ìèðîâîì ëèñòå è â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè) âñïîìèíàåì äåéñòâèå Íàìáó-Ãîòî

S = −T

∫
dτdσ

√
− det

αβ
∂αXµ∂βXµ =

= −T

∫
dτdσ

√
−∂τXµ∂τXµ∂σXν∂σXν + (∂τXµ∂σXµ)2

(2.1)

Íè÷åãî õîðîøåãî - êðîìå êàê ïëîùàäü äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, âëîæåí-
íîé â ïëîñêîå RD (ñ �íåïðàâèëüíûì çíàêîì� ó âðåìåíè - ïðî ýòî âñå
âðåìÿ õî÷åòñÿ çàáûòü). Îäíàêî, àíàëîãè÷íî ÷àñòèöå ìîæíî íàïèñàòü

S[X, g] = −1
2
T

∫
Σ

d2σ
√
−ggαβ∂αX

µ∂βXµ (2.2)

ãäå gαβdσ
αdσβ - �âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà� íà ïîâåðõíîñòè Σ, âîîáùå ãîâî-

ðÿ íå ñâÿçàííàÿ ñ èíäóöèðîâàííîé (ïðÿìîé àíàëîã ñîáñòâåííîé äëèíû
e(τ)dτ íà òðàåêòîðèè), g = detαβ gαβ. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ïî ìåòðèêå íà
ìèðîâîì äèñòå

δgS[X, g] = −T

∫
Σ

d2σδ(
√
−ggαβ)∂αX

µ∂βXµ (2.3)

Ïîëüçóÿñü

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δ det gαβ =
1

2
√
−g

ggαβδg
αβ = −1

2

√
−ggαβδg

αβ

δ(
√
−ggαβ) =

√
−gδgαβ + gαβδ

√
−g =

=
√
−g

(
δgαβ − 1

2
gαβgα′β′δgα

′β′
) (2.4)

Òàêèì îáðàçîì,

− 1

T
√
−g

δ

δgαβ
S[X, g] =

= 1
2

(
∂αX

µ∂βXµ − 1
2
gαβg

α′β′
∂α′Xµ∂β′Xµ

)
≡ tαβ

(2.5)
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è åñëè tαβ = 0, òî î÷åâèäíîå ðåøåíèå gαβ ∼ ∂αX
µ∂βXµ. Ïîäñòàâëÿÿ â

S[X, g] ïîëó÷àåì äåéñòâèå Íàìáó.

Â äåéñòâèå (2.2) ìåòðèêà íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, òàê
êàê âõîäèò áåç ïðîèçâîäíûõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëüçóÿñü èäåîëîãèåé �ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ïðîèçâîäíûì� ìû ìîãëè áû äîáàâèòü ê äåéñòâèþ Ïîëÿêîâà
ïî êðàéíåé ìåðå

S[X, g] → S[X, g] +

∫
Σ

d2σ
(
µ2
0

√
−g +Q0R

(2)
√
−g + . . .

)
(2.6)

ò.å. áóêâàëüíî äâóìåðíîå äåéñòâèå Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà, ñîäåðæàùåå
êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ µ2

0 è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó äâóìåðíîé ìåò-
ðèêè - ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Íà êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ
ñòðóí ÷ëåí ñ êðèâèçíîé íå âëèÿåò (ïî÷åìó?), à êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ â êëàññèêå äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Â êâàíòîâîé æå òåîðèè ñòðóí
îáà ýòè ÷ëåíà îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, íî íåäîñòàòî÷íûìè äëÿ åå
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, è â ïðàâóþ ÷àñòü íåîáõîäèìî äîïèñàòü åùå êîå-÷òî.

2.2 p-áðàíû

Íà ñàìîì äåëå íàø âûâîä íå îãðàíè÷èâàåò äâóìåðíîñòü ìèðîâîãî ëèñòà.
Ïðàêòè÷åñêè âñå ôîðìóëû ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè p+ 1

S[X, g] = −1
2
Tp

∫
Σ

dp+1σ
√
−ggαβ∂αX

µ∂βXµ+

+

∫
Σ

dp+1σ
(
Λp

√
−g + . . .

) (2.7)

òàê ÷òî p = 0 - ÷àñòèöà, p = 1 - ñòðóíà, p = 2 - ìåìáðàíà, à âñå ñëó÷àè
p > 2 - ïðèíÿòî íàçûâàòü p-áðàíàìè. Ôîðìóëà (2.7) óæå íå ñàìîñîãëàñî-
âàíà â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ ïî ïðîèçâîäíûì, íî äîáàâëåíèå ñëàãàåìîãî ñ
êðèâèçíîé óæå ñäåëàåò ïðè p ≥ 2 ãðàâèòàöèþ äèíàìè÷åñêîé.
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2.3 Äåéñòâèå Ïîëÿêîâà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Òåïåðü âûâåäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ñòðóíû

δXS[X, g] = −T

∫
Σ

d2σ
√
−ggαβ∂αδX

µ∂βXµ =

= −T

∫
Σ

d2σ∂α
(√

−ggαβδXµ∂βXµ

)
+

+T

∫
Σ

d2σ
√
−gδXµ 1√

−g
∂α

√
−ggαβ∂βXµ

(2.8)

Íà÷íåì ñ êîíöà: ÷òîáû çàíóëèòü ýòîò âêëàä, îò èíòåãðàëà ïî âñåìó ìè-
ðîâîìó ëèñòó Σ ïðè ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè δXµ, íóæíî ïîòðåáîâàòü

∆Xµ =
1√
−g

∂α
√
−ggαβ∂βX

µ = 0 (2.9)

ò.å. äâóìåðíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà (â ìåòðèêå ñ ñèãíàòóðîé Ìèíêîâñêîãî
- âîëíîâîå) íà âñå êîîðäèíàòû ñòðóíû µ = 0, 1, . . . , D − 1; ïðè gαβ = ηαβ
ïðîñòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ∂2

τX
µ − ∂2

σX
µ = 0, Xµ(τ, σ) = fµ(τ − σ) +

gµ(τ + σ).

2.4 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è D-áðàíû

Ïåðâûé æå ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.8) âûñàæèâàåòñÿ íà ãðàíèöó ìèðîâîãî
ëèñòà ∂Σ: ∫

Σ

d2σ∂α
(√

−ggαβδXµ∂βXµ

)
=

∫
∂Σ

dlδXµnα∂αXµ (2.10)

ãäå dξ - èíôèíèòåçèìàëüíûé èíòåðâàë âäîëü ãðàíèöû, à nα = nα(ξ) -
âåêòîð â ïåðïåíäèêóëÿðíîì åé íàïðàâëåíèè. È âîò ÷òîáû çàíóëèòü ýòîò
÷ëåí - âîçìîæíû âàðèàíòû:

• ∂Σ = ∅, ãðàíèöû ìèðîâîãî ëèñòà íåò;

• δX|∂Σ = 0 èëè nα∂αX|∂Σ = 0, ò.å. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå èëè
Íåéìàíà;
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• Âñïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàò ó ñòðóíû â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìíî-
ãî: ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ - êîãäà ÷àñòü èç íèõ (p + 1) - óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Íåéìàíà, à îñòàëüíûå - Äèðèõëå, ò.å. ñòðóíå
ðàçðåøàåòñÿ ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü íåêîòîðîé (p + 1)-ìåðíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè â D-ìåðíîì òàðãåò-ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå êîíôè-
ãóðàöèè íàçûâàþòñÿ Dp-áðàíàìè, èëè D-áðàíàìè ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè, ãäå D ïðîèñõîäèò îò Dirichlet.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò äëÿ áàíàëüíîãî âûáîðà gαβdσ
αdσβ =

ηαβdσ
αdσβ = −(dτ)2 + (dσ)2. Ïî íàïðàâëåíèþ τ - çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, íàïðèìåð - ôèêñèðîâàííûå êîíòóðà Xi(σ) è Xf (σ) â íà÷àëüíîé
ïðè τ = τi è êîíå÷íîé ïðè τ = τf êîíôèãóðàöèÿõ. Ïî íàïðàâëåíèþ σ

• Xµ(σ + l, τ) = Xµ(σ, τ), çàìêíóòàÿ ñòðóíà, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå

Xµ(σ, τ) =
∑

n∈Z e
2πinσ

l Xµ
n (τ), X̄

µ
n = Xµ

−n;

• ∂σX
µ|σ=0,l = 0, îòêðûòàÿ ñòðóíà, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå Xµ(σ, τ) =∑

n≥0 cos
(
πnσ
l

)
Xµ

n (τ).

Â ñëó÷àå îòêðûòîé ñòðóíû - áåñêîíå÷íûé íàáîð ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö,
â ñëó÷àå çàìêíóòîé - (�äâàæäû�) áåñêîíå÷íûé íàáîð.

2.5 Ñèììåòðèè äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà

• Äâóìåðíàÿ ðåïàðàìåòðèçàöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü:

(τ, σ) → (τ̃(τ, σ), σ̃(τ, σ))

Åé ìîæíî �óáèòü� äâå èç òðåõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò äâóìåðíîé
ìåòðèêè. Ñàìàÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ êàëèáðîâêà - êîíôîðìíàÿ

ds2 = ρ(σ, τ)
(
dσ2 − dτ 2

)
(2.11)

ãäå ρ(σ, τ) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èíîãäà ïîëüçóþòñÿ êîíóñíîé
êàëèáðîâêîé

ds2 = dσ+dσ− + g++(dσ
+)2, σ± = σ ± τ (2.12)

4



• Âåéëåâñêàÿ ñèììåòðèÿ: gαβ → Λ(σ, τ)gαβ. Èç-çà ýòîé ñèììåòðèè â
êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå gαβ = ρ(σ, τ)ηαβ êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå íå
çàâèñèò îò ρ(σ, τ) - ñâîéñòâî 2-õ èçìåðåíèé. Òî, ÷òî ρ(σ, τ) ïðî-
ïàäàåò èç ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì gαβtαβ = 0 -
äâóìåðíàÿ êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ.

S = −1
2
T

∫
dτdσ∂αX

µ∂αXµ =

= −1
2
T

∫
dτdσ (∂τX

µ∂τXµ − ∂σX
µ∂σXµ)

(2.13)

• Ñèììåòðèÿ Ïóàíêàðå â D-ìåðèè. Ãåíåðàòîðû ñèììåòðèè

Jµν = T

∫
dσ

(
ẊµXν −XµẊν

)
P µ = −T

∫
dσẊµ

(2.14)

Î÷åâèäíî èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ (ïðîâåðèì äëÿ ïîñëåäíåãî
âûðàæåíèÿ). Ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ Xµ → Xµ + ξµ è ñäåëàåì ïàðàìåòðû çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò
íà ìèðîâîì ëèñòå. Òîãäà âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ

δS = T

∫
dτdσ

(
Ẋµξ̇

µ −X ′
µξ

µ′
)
=

∫
dτdσP α

µ ∂αξ
µ (2.15)

ãäå
∂αP

α
µ = X ′

µ − Ẋµ = 0 (2.16)

â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èíòåíèôèçèìàëüíûé ñäâèã ìîæíî �ñãå-
íåðèðîâàòü� ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîáêîé Ïóàññîíà

δξX
µ(τ, σ) = ξν{Pν , X

µ(τ, σ)} =

= ξνT

∫
dσ̃{Xµ(τ, σ), Ẋν(τ, σ̃)} = ξµ

(2.17)

ïîëüçóÿñü êàíîíè÷åñêèìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà {Xµ(τ, σ), Ẋν(τ, σ̃)} =
1
T
δµν δ(σ − σ̃).
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