
Ëèñòîê 1. Áàçèñíûå ðåçóëüòàòû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
Ñ/ê �Ìíîãîìåðíûé êîìïëåêñíûé àíàëèç�, 15.09.2013

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êâàòåðíèîíû.
Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H îïðåäåëÿåòñÿ êàê àññîöèàòèâíàÿ àëãáðà íàä R ïîðîæäåííàÿ �ìíè-
ìûìè åäèíèöàìè� i, j, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì i2 = j2 = −1 è i · j = −j · i.

1¦1 à) Äîêàæèòå ÷òî àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü 4 è îáëàäàåò
áàçèñîì 1, i, j,k, ãäå k := i · j. Ñîñòàâüòå �òàáëèöó óìíîæåíèÿ� â ýòîì áàçèñå è íàéäèòå
âñå íåêîììóòàòèâíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ýòîé òàáëèöå. Íàéäèòå öåíòð àëãåáðû H.
á) Âëîæèì C â H êàê ïîäàëãåáðó ïîðîæäåííóþ i. Ïîêàæèòå, ÷òî ëåâîå è ïðàâîå óìíîæå-
íèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà çàäà¼ò â H äâå ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà â H. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü H ïî îòíîøåíè÷ ê ýòèì ñòðóêòóðàì?
â) Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñòðóêòóðû êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â H ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü óìíîæåíèÿ ñëåâà. Ïîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ñïðàâà íà ëþáîé êâàòåðíèîí
q ∈ H åñòü C-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåH â ñåáÿ, à óìíîæåíèå ñëåâà íà j èëè k � àíòèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå.

Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ σ : H → H çàäà¼òñÿ â âûøåóêàçàííîì áàçèñå ñîîòíîøåíèÿìè
σ(1) = +1, σ(i) = −i, σ(j) = −j, σ(k) = −k. Ñîïðÿæåíèå òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ q 7→ q̄.

ã) Ïîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êâàòåðíèîíîâ:
(1) q1 · q2 = q̄2 · q̄1;
(2) q · q̄ = q̄ · q = ‖q‖2, ãäå ‖q‖ � åâêëèäîâà äëèíà âåêòîðà q ∈ H;
(3) ‖q1 · q2‖ = ‖q1‖ · ‖q2‖;

è íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî îáðàòíîãî êâàòåðíèîíà q−1.
ä) !! Êàêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè êâàòåðíèîííûõ ïîëèíîìîâ?

Îñíîâíûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
1¦2 Äîêàæèòå ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f(z), g(z) â îáëàñòè U

(âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ) åñòü ñíîâà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîæå âåðíî è äëÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíî îáðàòíîé ôóíêöèè 1

f(z)
ïðè óñëîâèè, ÷òî f(z) íå çàíóëÿåòñÿ â U .

1¦3 Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè U ⊂ C.
à) Èñïîëüçóÿ (ïîäõîäÿùóþ) ôîðìóëó Êîøè, äîêàæèòå òåîðåìó î ñðåäíåì: Çíà÷åíèå ôóíê-
öèè â òî÷êå z0 ∈ U ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïî ëþáîìó äèñêó ∆(z0, r), ëåæà-
ùåìó â U , è ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïî ãðàíèöå ëþáîãî òàêîãî äèñêà.
á) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà òåîðåìó î ìàêñèìóìå: Åñëè ìîäóëü ôóíêöèè f(z)
ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â êàêîé-òî òî÷êå z0 ∈ U , òî ôóíêöèÿ f(z) ïîñòîÿí-
íà.
â) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû: Ëþáîé êîìïëåêñíûé
ïîëèíîì P (z) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü z0 ∈ C. (Óêàçàíèå: Ïðåäïîëîæèâ îáðàòíîå,
ðàññìîòðèòå ïîâåäåíèå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè P (z)−1 ïðè |z| À 1).
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1¦4 (Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü îáëàñòåé ñõîäèìîñòè.) Ïóñòü
∑

I aIz
I � êîì-

ïëåêñíûé ðÿä (ãäå z = (z1, . . . , zn) è I = (i1, . . . in)), à r′ = (r′1, . . . , r
′
n), r′′ = (r′′1 , . . . , r

′′
n) �

äâà íåâûðîæäåííûõ ïîëèðàäèóñà (ò.å. r′j, r′′j > 0), òàêèå ÷òî ðÿä
∑

I aIz
I ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòñÿ â ïîëèäèñêàõ ∆n(0, r′) è ∆n(0, r′′). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ðÿä
∑

I aIz
I

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â ïîëèäèñêå ∆n(0, r∗) ïðè óñëîâèè 0 < r∗j è
log(r∗j ) < t · log(r′j) + (1− t) · log(r′′j ).

(Àíòè)ëèíåéíîñòü.
1¦5 à) Ïóñòü U, V,W � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ϕ : U → V , ψ : V → W �

R-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, θ := ψ ◦ ϕ : U → W � èõ êîìïîçèöèÿ. Âûðàçèòå êîìïëåêñíî
(àíòè)ëèíåéíóþ ÷àñòü θ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ϕ è ψ.
á) Âûâåäèòå �öåïíîå ïðàâèëî� ò.å. ôîðìóëó äëÿ (àíòè)êîìïëåêñíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂
∂zj

(f ◦ g) ∂
∂z̄j

(f ◦ g)
êîìïîçèöèè f ◦ g äâóõ C1-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ìåæäó îáëàñòÿìè â êîìïëåêñíûõ âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

1¦6 Ïóñòü F : Cn → Cn � êîìïëåêñíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, à FR : R2n → R2n � îíî
æå ðàññìîòðåííîå, êàê âåùåñòâåííîå. Âûðàçèòå âåùåñòâåííûé äåòåðìèíàíò det(FR) ÷åðåç
êîìïëåêñíûé det(F ).

1¦7 à) Ïóñòü V,W � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à ϕ : V × V → W � (àí-
òè)ñèììåòðè÷åñêîå R-áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ϕ ðàçëàãàåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì â ñóììó ϕ = ϕ(2,0) +ϕ(1,1) +ϕ(0,2) (àíòè)ñèììåòðè÷åñêèõ R-áèëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé, òàêèõ ÷òî ϕ(2,0) � C-áèëèíåéíî, ϕ(0,2) � C-àíòèáèëèíåéíî, à ϕ(1,1) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

ϕ(1,1)(iv, iw) = ϕ(1,1)(v, w).

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òèïîâ.
á) Óêàæèòå åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Ýðìèòîâûõ è àíòè-Ýðìè-
òîâûõ ìàòðèö ðàçìåðà (n× n). (Ñïðîñèòå ó ôèçèêîâ!)


