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Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Îáîëî÷êè ãîëîìîðôíîñòè.

Îïðåäåëåíèå: Îáëàñòü U â Cn ãîëîìîðôíî âûïóêëà åñëè äëÿ ëþáîé ñòðîãî áîëüøåé
îáëàñòè U+ ⊃ U ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â U ôóíêöèÿ f(z) êîòîðàÿ íå ïðîäîëæàåòñÿ
ãîëîìîðôíî â U+. Îáîëî÷êà ãîëîìîðôíîñòè îáëàñòè U â Cn íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ãîëîìîðôíî
âûïóêëàÿ îáëàñòü Û â Cn, ÷òî ëþáàÿ

2¦1 Ïóñòü U � îáëàñòü â Rn è f(x), g(x) � äâå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â U .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) è g(x) ñîâïàäàþò â íåêîòîðîì íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå
V ⊂ U . Äîêàæèòå, ÷òî f(x) è g(x) ñîâïàäàþò âñþäó â U .

2¦2 Ïóñò r′ = (r′1, r
′
2) è r′′ = (r′′1 , r

′′
2) � äâà áèðàäèóñà, òàêèå ÷òî 0 < r′′1 < r′1 è 0 < r′2 < r′′2 .

Íàéäèòå îáîëî÷êó ãîëîìîðôíîñòè îáëàñòè U := ∆2(r′) ∪∆2(r′′).
(Ïîäñêàçêà: Èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàò çàäàíèÿ 1¦4. Äîêàæèòå ÷òî äëÿ z∗ = (z∗1 , z

∗
2) òàêîãî

÷òî r′′1 < |z∗1 | < r′1, r′2 < |z∗2 | < r′′2 , è òàêîãî ÷òî ëèáî

log(|z∗1 |) > t · log(r′1) + (1− t) · log(r′′1)

ëèáî
log(|z∗2 |) > t · log(r′2) + (1− t) · log(r′′2)

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < t < 1 ñóùåñòâóåò ðÿä, êîòîðûé àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â U = ∆2(r′) ∪
∆2(r′′) íî ðàñõîäèòñÿ â z∗. Ñäåëàéòå êàðòèíêó â ïëîñêîñòè êîîðäèíàòàìè r1 = |z1|, r2 =
|z2|.)

2¦3 Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ îáëàñòü U â Cn ãîëîìîðôíî âûïóêëà.
(Ïîäñêàçêà èç âûïóêëîãî àíàëèçà: äëÿ êàæäîé òî÷êè p ëåæàùåé íà ãðàíèöå âûïóêëîé
îáëàñòè U ñóùåñòâóåò R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ(z) èç Cn â R è êîíñòàíòà a ∈ R òàêèå
÷òî ϕ(p) = a è ϕ(z) < a äëÿ ëþáîé òî÷êè z èç U . Èñïîëüçóÿ òàêóþ ϕ(z), ïîñòðîéòå
ïîäõîäÿùóþ C-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ψ(z) è ðàññìîòðèòå ïîâåäåíèå 1

ψ(z)
â îêðåñíîñòè òî÷êè

p.)
2¦4 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îáëàñòü U â C ãîëîìîðôíî âûïóêëà. (Óêàçàíèå: Ïîñòðîéòå ðÿä∑

j
aj

z−bj êîòîðûé àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ â U è òàêîé ÷òî ìíîæåñòâî {bj} ïëîòíî
â äîïîëíåíèè C\U .

Ïóñòü h = h(z) � C2-ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè U â Cn. Êîìïëåêñíûé
ãåññèàí h â òî÷êå p ∈ U (ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì (zj) â Cn) � ýòî ìàòðèöà âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ

Hessp(h) :=
(

∂2h
∂zj∂z̄k

(p)
)n
j,k=1

1



2¦5 Ïóñòü h = h(z) � C2-ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè U â Cn.
à) Ïóñòü w = (w1, . . . , wn) äðóãàÿ ëîêàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñíîñòè
òî÷êè p ∈ U . Íàéäèòå âûðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ãåññèàíà h â òî÷êå p ∈ U ïî îòíîøåíèþ
ê íîâûì êîîðäèíàòàì (wj) ÷åðåç �ñòàðûé� ãåññèàí. Äîêàæèòå, ÷òî ñèãíàòóðà ãåññèàíà
(ò.å. êîë-âî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Hessp(h)) íå
çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò.
á) ×òî òàêîå ãåññèàí â ñëó÷àå îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé?
â) Âû÷èñëèòå ãåññèàí ôóíêöèè h(z) :=

∑
j |zj|2 íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2n−1 := {h = 1} â

Cn.
ã) Ïðåäïîëîæèì ÷òî ôóíêöèÿ h(z) íåâûðîæäåíà â òî÷êå p ∈ U (ò.å. dhp 6= 0) è èìååò
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ãåññèàí â p ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïî-
ñòîÿííîãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f : ∆ → U òàêîãî ÷òî f(0) = p è ÷òî îáðàç f(∆)
ëåæèò íà ìíîæåñòâå óðîâíåé {z ∈ U : h(z) = a} ãäå a := h(p). (Ïîäñêàçêà: Èñïîëüçóéòå
ïðèíöèï ìàêñèìóìà çàäàíèÿ 1¦3.)

2¦6 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Z â Rn åñòü ìíîæåñòâî íóëåé ãëàäêîé ôóíê-
öèè.

2¦7 Ïîñòîéòå èäåàë I â àëãåáðå A := C∞(R) êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, è
òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî p 6= 0 ∈ R ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) ∈ I, òàêàÿ ÷òî f(p) 6= 0.


