
Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ëèñòîê 2 (äî 09.10.13)

(îöåíêà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ñäàííûõ ïóíêòîâ çàäà÷)

1. Ñóùåñòâóåò ëè

à) äèôôåîìîðôèçì ìåæäó âíóòðåííîñòüþ êðóãà è âíóòðåííîñòüþ êâàäðàòà?

á) äèôôåîìîðôèçì R2 → R2, ïåðåâîäÿùèé îêðóæíîñòü â ãðàíèöó êâàäðàòà?

â) ãëàäêîå îòîáðàæåíèå R2 → R2, âûðîæäåííîå ðîâíî â îäíîé òî÷êå?

2. à) Ïðèäóìàéòå ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ω íà R2, òàêóþ ÷òî
óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ ω = 0 íå èìååò èíòåãðàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè (ò.
å. êðèâîé), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

á) Ïðèäóìàéòå ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ω íà R3, òàêóþ ÷òî
ω(0) 6= 0, è óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ ω = 0 íå èìååò èíòåãðàëüíîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

â) Ïðèäóìàéòå íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó, ó êîòîðîé äâå èí-
òåãðàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòè êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. Îäèí ìàòåìàòèê ïðèäóìàë îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-
ôîðì: ïðîèçâåäåíèåì ôîðì udx + vdy è pdx + qdy íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ
ôîðìà updx+vqdy. Êàêèå äèôôåîìîðôèçìû (ãëàäêèå çàìåíû êîîðäèíàò) R2 → R2

ñîõðàíÿþò ýòó îïåðàöèþ?

4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôîðì ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äðóã â äðóãà äèôôåî-
ìîðôèçìîì (ãëàäêîé çàìåíîé êîîðäèíàò) R2 → R2?

dx+dy, xdx+xdy, x2dx+y2dy, (1+x2)dx+(1+y2)dy, (1+x2)dx+(1+x2)dy

5. à) Íàðèñóéòå è çàäàéòå ôîðìóëîé ãëàäêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ R→
R2, ó êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè íå ñîíàïðàâëåí ñ (0, 1).

á) Äëÿ ëþáîé ëè ãëàäêîé òðàåêòîðèè ϕ : [0, 1] → R2 íàéäåòñÿ òî÷êà t ∈ [0, 1],
â êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè ϕ′(t) ïàðàëëåëåí âåêòîðó ϕ(1) − ϕ(0)? Òîò æå âîïðîñ
äëÿ ϕ : [0, 1]→ R3.

6. Ïðèäóìàéòå ïîëèíîìèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè à) ñ îãðàíè÷åí-
íîé íåçàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé, á) ñ êîíå÷íûì íåíóëåâûì ÷èñëîì íåîãðàíè÷åí-
íûõ ôàçîâûõ êðèâûõ, â) ñ íåîãðàíè÷åííîé òðàåêòîðèåé C : R → R2, òàêîé ÷òî
lim

t→+∞
|C(t)| 6=∞ è lim

t→−∞
|C(t)| 6=∞.
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