
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êëàññè÷åñêàÿ ñòðóíà Ïîëÿêîâà

3 Îñíîâíûå èäåè êâàíòîâîé òåîðèè ñòðóí

3.1 Ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Äåéñòâèå êëàññè÷åñêîé ñòðóíû Ïîëÿêîâà

S[X, g] = −1
2
T

∫
Σ

d2σ
√
−ggαβ∂αX

µ∂βXµ (3.1)

Âû÷èñëèëè âàðèàöèþ ïî ìåòðèêå íà ìèðîâîì äèñòå

tαβ = − 1

T
√
−g

δ

δgαβ
S[X, g] =

= 1
2

(
∂αX

µ∂βXµ − 1
2
gαβg

α′β′
∂α′Xµ∂β′Xµ

)
= 0

(3.2)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ñòðóíû

δXS[X, g] = −T

∫
Σ

d2σ
√
−ggαβ∂αδX

µ∂βXµ =

= −T

∫
Σ

d2σ∂α
(√

−ggαβδXµ∂βXµ

)
+

+T

∫
Σ

d2σ
√
−gδXµ 1√

−g
∂α

√
−ggαβ∂βXµ

(3.3)

Òàêèì îáðàçîì - ðåøèòü íóæíî äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∆Xµ =
1√
−g

∂α
√
−ggαβ∂βX

µ = 0 (3.4)

èëè åãî ïðîäîëæåíèå â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî - âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2
τX

µ − ∂2
σX

µ = 0, µ = 0, 1, . . . , D − 1 (3.5)
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ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èí-
âàðèàíòíîñòè ìåòðèêó íà ìèðîâîì ëèñòå ìîæíî âûáðàòü â êîíôîðìíî-
ïëîñêîì âèäå

ds2 = ρ(σ, τ)
(
dσ2 − dτ 2

)
(3.6)

à áëàãîäàðÿ äâóìåðíîé âåéëåâñêîé ñèììåòðèè êëàññè÷åñêîé äåéñòâèå âî-
îáùå íå çàâèñèò îò ρ(σ, τ). Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì íà ñâîáîäíóþ ñòðóíó,
ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â �ìèðîâîì âðåìåíè� −∞ < τ < ∞, à ïàðàìåòð
0 ≤ σ ≤ l ïóñòü îãðàíè÷åí ïðîèçâîëüíûì l. Åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè áóäóò

Xµ(σ + l, τ) = Xµ(σ, τ), closed string

∂σX
µ(σ, τ)|σ=0,l = 0, open string

(3.7)

â ñëó÷àå îòêðûòîé ñòðóíû - ïðîñòåéøèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îòâå÷àþùèå
ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Ìîæíî
ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî íàïðàâëåíèþ σ

• Xµ(σ + l, τ) = Xµ(σ, τ), çàìêíóòàÿ ñòðóíà, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå
Xµ(σ, τ) =

∑
n∈Z exp

(
−2πinσ

l

)
Xµ

n (τ), X̄
µ
n = Xµ

−n;

• ∂σX
µ|σ=0,l = 0, îòêðûòàÿ ñòðóíà, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå Xµ(σ, τ) =

Xµ
0 (τ) + 2

∑
n>0 cos

(
πnσ
l

)
Xµ

n (τ).

Â ñëó÷àå îòêðûòîé ñòðóíû - áåñêîíå÷íûé íàáîð ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëí-
÷àñòèö, â ñëó÷àå çàìêíóòîé - �äâàæäû áåñêîíå÷íûé� íàáîð. Äëÿ çàìêíó-
òîé ñòðóíû ðåøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

Xµ
n (τ) = − i

n

(
αµ
ne

− 2πinτ
l − α̃µ

−ne
2πinτ

l

)
, n ̸= 0

ᾱµ
n = αµ

−n, α̃
µ

n = α̃µ
−n

Xµ
0 (τ) = xµ + pµτ = xµ +

P µ

lT
τ

(3.8)

à äëÿ îòêðûòîé

Xµ
n (τ) =

i

n

(
αµ
ne

−πinτ
l − αµ

−ne
πinτ

l

)
, n > 0, ᾱµ

n = αµ
−n

Xµ
0 (τ) = xµ + pµτ = xµ +

P µ

lT
τ

(3.9)
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Ïåðåéäåì, íàêîíåö, â äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (τ = −it) -
òîãäà ðåøåíèå äëÿ çàìêíóòîé ñòðóíû ìîæíî íàïèñàòü êàê

Xµ(t, σ) = xµ − ipµt+ i
∑
n̸=0

(
αµ
n

n
e−

2πn
l

(t+iσ) +
α̃µ
n

n
e−

2πn
l

(t−iσ)

)
=

=
z=exp( 2π

l
(t+iσ))

xµ − ilpµ

2π
log |z|+ i

∑
n ̸=0

(
αµ
n

n
z−n +

α̃µ
n

n
z̄−n

) (3.10)

ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè áåç íóëÿ èëè íà
ñôåðå Ðèìàíà ñ äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè z = 0 è z = ∞ (íà öè-
ëèíäðå). Íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ (3.10) (ïðè íóëåâûõ
îòðèöàòåëüíûõ αn = α̃n = 0, n < 0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆Xµ = −ilpµδ(2)(z) = − i

T
P µδ(2)(z) (3.11)

Åñëè âäîáàâîê íàëîæèòü òàêîå æå óñëîâèå â z = ∞, òî ðåøåíèåì áóäåò
�ñòðóíà áåç ãàðìîíèê�, ò.å. Xµ(z, z̄) = xµ − ilpµ

2π
log |z|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû ðåøàëè ìîäèôèöèðîâàííóþ çà-
äà÷ó, êîòîðóþ â îáùåì ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé �áåç ãàðìîíèê� ìîæíî
çàïèñàòü êàê

∆Xµ = − i

T

∑
j

P µ
j δ

(2)(z − zj) (3.12)

è èñêàòü êàê ýêñòðåìàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî äåé-
ñòâèÿ (â åâêëèäå íà ìèðîâîì ëèñòå)

S[X|P ] =
T

2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ − i

∑
j

P µ
j Xµ(zj) (3.13)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü äåéñòâèå (3.13) íóæíî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çà-
äà÷ó (3.12).

3.2 Âû÷èñëåíèå äåéñòâèÿ çàìêíóòîé ñòðóíû

Ìû õîòèì âû÷èñëèòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî âûðàæåíèÿ

S[X|J ] = T

2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ +

∫
Σ

d2zJµX
µ

T∆Xµ(z, z̄) = Jµ(z, z̄)

(3.14)
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÷òî ïðàêòè÷åñêè òðèâèàëüíî

S[X|J ] = T

2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ +

∫
Σ

d2zJµX
µ =

=
T

2

∫
Σ

d2zXµ(−∆)Xµ +

∫
Σ

d2zJµX
µ = 1

2

∫
Σ

d2zJµX
µ =

= 1
2

∫
d2zd2wJµ(z)G(z, w)Jµ(w)

(3.15)

ãäå Xµ(z) =
∫
d2wG(z, w)Jµ(w) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â (3.14) ïðè óñëîâèè

T∆zG(z, w) = δ(2)(z − w) (3.16)

êîòîðîå ìû óæå ðåøèëè (òîëüêî ëîêàëüíî!) â âèäå

G(z, w) =
1

2πT
log |z − w| (3.17)

Ýòî äàåò íàì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå äåéñòâèÿ (3.13)

S[X|P ] =
1

4πT

∫
d2zd2wJµ(z) log |z − w|Jµ(w)

∣∣∣∣
Jµ(z)=−i

∑
j P

µ
j δ(2)(z−zj)

=

= − 1

4πT

∑
j,k

Pj · Pk log |zj − zk| =

= − 1

4πT

∑
j

P 2
j log ϵj −

1

2πT

∑
j<k

Pj · Pk log |zj − zk|

(3.18)
èëè, ècïîëüçóÿ T = 1

2πα′ ,

exp(−S[X|P ; {zj}]) =
∏
j

ϵ
α′P 2

j /2

j

∏
j<k

|zj − zk|α
′Pj ·Pk

(3.19)

3.3 Äåéñòâèå îòêðûòîé ñòðóíû

×òî èçìåíèòñÿ äëÿ îòêðûòîé ñòðóíû? Ðàçëîæåíèå (3.10) áóäåò èìåòü âèä

Xµ(t, σ) =
z=exp(π

l
(t+iσ))

xµ − ilpµ

π
log |z|+ i

∑
n ̸=0

αµ
n

n
(z−n + z̄−n) (3.20)

4



ãäå òåïåðü îòîáðàæåíèå z = exp(π
l
(t + iσ)) ïåðåâîäèò ïîëîñó 0 ≤ σ ≤ l

â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imz ≥ 0. Íà å¼ ãðàíèöå (3.20) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Íåéìàíà íà òîêè

∂Xµ = − ilpµ

2π

1

z
− i

∑
n ̸=0

αµ
nz

−n−1, ∂̄Xµ = − ilpµ

2π

1

z̄
− i

∑
n ̸=0

αµ
nz̄

−n−1

(3.21)
à èìåííî (

∂Xµ − ∂̄Xµ
)∣∣

∂Σ
=

(
∂Xµ − ∂̄Xµ

)∣∣
z=z̄

= 0 (3.22)

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè äåéñòâèÿ ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ çàìêíóòîé
ñòðóíû, ãäå òåïåðü âñå òî÷êè {zj = ξj} ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìèñÿ
íà ãðàíèöå Imξj = 0 1, à âìåñòî íàèâíîé ôóíêöèè Ãðèíà (3.17) ñëåäóåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà GN(z, w) çàäà÷è Íåéìàíà â ïîëóïëîñ-
êîñòè

GN(z, w) =
1

2πT
log |z − w||z − w̄| (3.23)

óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ(
∂zGN(z, w)− ∂̄z̄GN(z, w)

)∣∣
∂Σ

=

=
(
∂zGN(z, w)− ∂̄z̄GN(z, w)

)∣∣
z=z̄

= 0
(3.24)

Âû÷èñëÿÿ êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè îòêðûòîé
ñòðóíû, î÷åâèäíî ïîëó÷èì

S[X|P ] =
1

4πT

∫
d2zd2wJµ(z)GN(z, w)J

µ(w)

∣∣∣∣
Jµ(z)=−i

∑
j P

µ
j δ(2)(z−ξj)

=

= − 1

2πT

∑
j

P 2
j log ϵj −

1

πT

∑
j<k

Pj · Pk log |ξj − ξk|

(3.25)
èëè, ècïîëüçóÿ T = 1

2πα′ ,

exp(−S[X|P ; {ξj}]) =
∏
j

ϵ
α′P 2

j

j

∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

(3.26)

Íàøà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à - ïîëó÷èòü îñìûñëåííûé ðåçóëüòàò â êâàíòîâîé
òåîðèè ñòðóí ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûì âûðàæåíèåì - ðåøåíèåì êëàññè÷å-
ñêîé çàäà÷è.

1Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ òî÷åê �áëèçêèõ ê ãðàíèöå� è ïîòîì

ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.
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