
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êëàññè÷åñêàÿ ñòðóíà Ïîëÿêîâà

3 Îñíîâíûå èäåè êâàíòîâîé òåîðèè ñòðóí

4 Äåéñòâèå êëàññè÷åñêîé ñòðóíû è êâàíòî-

âûå àìïëèòóäû

4.1 Ñòðóííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ãëÿäÿ óæå íà êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìû ðåøèëè ñëåäóåò íåìåä-
ëåííî çàìåòèòü ñëåäóþùåå

• Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆Xµ = − i
T

∑
j P

µ
j δ

(2)(z−zj) èìååò ñìûñë ëèøü
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü, à èìåí-
íî
∑

j P
µ
j = 0 (èíà÷å çàðàáàòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü

Xµ ≃
∑

j P
µ
j log |z|+ . . . ïðè |z| → ∞).

• Çíà÷åíèå äåéñòâèÿ íà êîíôèãóðàöèè ïëîõî îïðåäåëåíî, ñîäåðæèò
êóñîê àíàëîãè÷íûé ýíåðãèè çàðÿäà â ñîáñòâåííîì ïîëå, ñòàíäàðò-
íûé âûâîä - òàêàÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à íåñàìîñîãëàñîâàíà.

Íà ñàìîì äåëå â òåîðèè ñòðóí ìû õîòèì ðåøàòü êâàíòîâóþ çàäà÷ó
- ïî êðàéíåé ìåðå ïî ïîñòàíîâêå. Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî îòâå÷àåò ñóììèðî-
âàíèþ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì, êîòîðîå â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ
êëàññè÷åñêèì äåéñòâèåì:∑

paths

exp

(
−1

~
S

)
∼ exp

(
−1

~
Scl

)
(4.1)

Âû÷èñëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ

e−S[X|P ;{ξj}] = exp

(
−T

2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ

)∏
j

exp
(
iP µ

j Xµ(ξj)
)

(4.2)
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íà ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïûòàòüñÿ èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê âçàèìîäåéñòâèå íåêîòîðûõ ïëîñêèõ âîëí-÷àñòèö ñ
èìïóëüñàìè {P µ

j } ñ ìèðîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñòðóíû - îòêðûòîé èëè çà-
ìêíóòîé, à çíà÷àíèå âû÷èñëåííîãî äåéñòâèÿ - êàê àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ.
Ïëîõî òîëüêî, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè âûðàæåíèÿ áóêâàëüíî íå ãîäÿòñÿ -
òàê êàê ÿâíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò íà ìèðîâîì ëèñòå.

Ïðîåêò íàèâíîãî îòâåòà - íàïðèìåð â òåîðèè îòêðûòîé ñòðóíû

A({Pj}) =
∫ ∏

j

dξj exp(−S[X|P ; {ξj}]) =

=
∏
j

ϵ
α′P 2

j

j

∫
R
dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

(4.3)

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû â òåîðèè ñòðóí íå äîëæ-
íû çàâèñåòü îò âûáîðà êîîðäèíàò íà ìèðîâîì ëèñòå. Â ÷àñòíîñòè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûé èíòåãðàë äîëæåí êàê-òî ðàçóìíî âåñòè ñåáÿ
ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

ξj →
aξj + b

cξj + d
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R) (4.4)

Î÷åâèäíî ïðè ýòîì

dξj →
dξj

(cξj + d)2
, ∀j

ξj − ξk →
ξj − ξk

(cξj + d)(cξk + d)
, ∀j, k

(4.5)

òî åñòü∏
j

dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk →

∏
j

dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk×

×
∏
j

1

(cξj + d)2
×
∏
j

1

(cξj + d)2α
′Pj

∑
k ̸=j Pk

(4.6)

èëè, ïðîùå ãîâîðÿ, èíòåãðàíä â (4.3) äîìíîæàåòñÿ íà∏
j

1

(cξj + d)2(1−α′P 2
j )

(4.7)
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ãäå ìû èñïîëüçîâàëè
∑

k Pk = Pj +
∑

k ̸=j Pk = 0. Òàêèì îáðàçîì, èíòå-
ãðàíä îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ëèøü êîãäà �èìïóëüñû� âñåõ âíåøíèõ êîíöîâ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

1

α′ = P µPµ = P2 − E2 (4.8)

òî åñòü îòâå÷àþò îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòàì ìàññû èëè òàõèîíàì.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû (4.3) îêàçûâàåò-
ñÿ �òðåõêðàòíî ïåðåîïðåäåëåííûì�. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðîæäåíèÿ ìîæíî
íàïèñàòü äëÿ N -òî÷å÷íîé àìïëèòóäû

A(P1, . . . , PN) ∼
∫ N∏

j=1

∫
R
dξj

∏
k=N−2,N−1,N

δ(ξk − ξ
(0)
k )

∣∣∣∣∂(ξN−2, ξN−1, ξN)

∂(α, β, γ)

∣∣∣∣×
×
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

δξk = α + βξk + γξ2k, k = N − 2, N − 1, N
(4.9)

èëè ïîïðîñòó �çàáèòü� íà ëèøíèå èíòåãðèðîâàíèÿ â (4.3).

4.2 Àìïëèòóäà Âåíåöèàíî

Äëÿ N = 4 óäîáíî âûáðàòü ξ
(0)
1 = 0, ξ

(0)
3 = 1, ξ

(0)
4 = ∞ è èíòåãðèðîâàòü

ïî ξ2 = ξ, â ïðåäåëàõ 0 < ξ < 1. Òîãäà ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü âèä

A(P1, . . . , P4) ∼
∫ 1

0

dξξ2α
′P1·P2(1− ξ)2α

′P2·P3 =

=

∫ 1

0

dξξ−α′s−2(1− ξ)−α′t−2 = B(−α(s),−α(t)) =

=
Γ(−α(s))Γ(−α(t))

Γ(−α(s)− α(t))
= A(s, t)

(4.10)

ãäå èñïîëüçîâàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ α(x) = 1+α′x îò ïåðåìåííûõ Ìàí-
äåëüñòàìà

s = −(P1 + P2)
2 = − 2

α′ − 2P1 · P2

t = −(P2 + P3)
2 = − 2

α′ − 2P2 · P3

(4.11)

3



ïðè P µPµ = 1
α′ .

Ïðè âûâîäå (4.10) èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

B(α, β) =

∫ 1

0

dξξα−1(1− ξ)β−1 =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

Γ(x) =

∫ ∞

0

dttx−1e−t, Γ(x+ 1) = xΓ(x)

(4.12)

Äåéñòâèòåëüíî

Γ(α)Γ(β) =

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dy xα−1yβ−1e−x−y =
x=tξ, y=t(1−ξ)

=

∫ ∞

0

tdt

∫ 1

0

dξ tα+β−2e−tξα−1(1− ξ)β−1 = Γ(α + β)B(α, β)

(4.13)

Ôîðìóëà (4.10) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé Âåíåöèàíî, è ïîëüçóÿñü ñâîé-
ñòâàìè ãàììà-ôóíêöèè (4.12) å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(s, t) = −
∞∑
n=0

(α(t) + 1)(α(t) + 2) . . . (α(t) + n)

n!

1

α(s)− n
∼

∼
∑
n≥−1

Cn

s− n
α′
(tn+1 + . . .)

(4.14)

ò.å. ñóììû ïî ïðîìåæóòî÷íûì ðåçîíàíñàì ñ ìàññàìè −(P1+P2)
2 = M2 =

n
α′ , n = −1, 0, 1, 2, . . .. Ýòî åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå â
ñïåêòðå (îòêðûòîé) ñòðóíû ÷àñòè÷íî-ïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé - íà÷èíàÿ ñ
òàõèîíà, áåçìàññîâîãî, è ìàññèâíûõ ñîñòîÿíèé êðàòíûõ ìàññå Ïëàíêà.

4.3 Âûâîäû

• Ñàìîå ïðîñòîå ðåøåíèå â òåîðèè ñòðóí: ñâîáîäíàÿ áîçîííàÿ ñòðóíà
íà ïîëîñå èëè öèëèíäðå, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñ èìïóëüñîì öåí-
òðà ìàññ P µ. Åñòåñòâåííîå ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå - êëàññè÷åñêàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ñ íåñêîëüêèìè âõîäÿùèìè/âûõîäÿùèìè èìïóëüñà-
ìè

∑
j P

µ
j = 0, îòâå÷àþùàÿ ãèïîòåòè÷åñêè ðàññåÿíèþ íåñêîëüêèõ

âîëíî-÷àñòè÷íî ïîäîáíûõ êîíôèãóðàöèé. Âû÷èñëåíèå äåéñòâèå ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðîñòîé ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
íà ìèðîâîì ëèñòå.
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• Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ñîäåðæèò ïëîõî
îïðåäåëåííûé êóñîê �ñàìîäåéñòâèÿ�, êîòîðûé ìîæåò áûòü äîîïðå-
äåëåí ëèøü â êâàíòîâîé çàäà÷å. Êðîìå òîãî, ýêñïîíåíòà îò êëàññè-
÷åñêîãî äåéñòâèÿ ÿâíî �íåäîèíòåãðèðîâàíà� - çàâèñèò îò êîîðäèíàò
íà ìèðîâîì ëèñòå. Ïîïûòêà åå äîèíòåãðèðîâàòü è óñëîâèå íåçàâè-
ñèìîñòè îò âûáîðà êîîðäèíàò íà ìèðîâîì ëèñòå ñðàçó íàêëàäû-
âàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè
èìïóëüñû äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþ ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè òà-
õèîíîâ P µPµ = 1

α′ äëÿ îòêðûòîé ñòðóíû è P µPµ = 4
α′ - äëÿ çàìêíó-

òîé.

• Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå 4-òî÷å÷íîé àìïëèòó-
äû Âåíåöèàíî äà¼ò âûðàæåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî �ðåçî-
íàíñàì� ìàññ M2 = n

α′ , íà÷èíàÿ ñ òàõèîíà, áåçìàññîâîãî ñîñòîÿíèÿ
è.ò.ä. n = 0 = −1, 0, 1, 2, . . .. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî â êâàí-
òîâîì ñïåêòðå âîçáóæäåíèé ñòðóíû äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ ñîñòîÿíèÿ
ñ ëþáûìè, ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, ìàññàìè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
äîëæíî äàòü êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ñòðóíû.
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